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vyučovaní 

EVALUACIA A HODNOTENIE VO 
VYUČOVANÍ MATEMATIKY, 
SÚČASNÉ SVĚTOVÉ TRENDY 

2. časť 
Vladimír Burjan, Bratislava 

V 1. časti příspěvku, ktorá bola uve
řejněná v minulom čísle, som informo
val o medzinárodnej konferencii na te
rnu Hodnotenie vo vyučovaní matema
tiky a jeho vplyvy, ktorá sa konala na 
podnět Medzinárodnej komisie pre vyu-
čovanie matematiky (ICMI) v apríli 1991 
v Španielsku. V tejto druhej časti sa po
kusím sformulovať niekofko základných 
všeobecných trendov v danej oblasti tak, 
ako som ich vypozoroval z referátov a dis-
kusií na uvedenej konferencii. 

1. Od subjektivného hodnotenia 
k objektivizovanému hodnoteniu 
podopretému teóriou 

V niektorých krajinách (vrátane 
ČSFR) je hodnotenie vědomostí žiakov 
ponechané výlučné na učitefov, ktorí žia
kov učia. Takéto hodnotenie móže byť 
problematické nielen tým, že učitef je 
v hodnotiacej situácii zaujatý (uvědomu
je si, že nepriamo hodnotí aj vlastnú prá
čů), ale aj tým, že učitelia zváčša nie sú 

na hodnotenie žiadnym spósobom odbor
né připravovaní (ani počas vysokoškol-
skej přípravy, ani neskór v priebehu pra
xe). Dósledkom je, že každý učitef hodno
tí žiakov podfa vlastných subjektivných 
představ o tom, čo a ako by mal u žia
kov hodnotiť. To móže viesť k tomu, že 
sa učitef pri hodnotení zameriava na ne
podstatné věci, že nepoužívá primerané 
techniky, že je bucf příliš náročný, alebo 
naopak příliš mierny, že jeho hodnotenie 
nie je validné ani reliabilné. Takéto sub
jektivné hodnotenia jednotlivých učitefov 
potom nie je možné zmysluplne medzi se
bou porovnávať. Všetky uvedené dóvody 
vedu k tomu, že sa v mnohých krajinách 
pokúšajú o odbornú přípravu učitefov 
v otázkách hodnotenia a ich usmernenie 
v tejto oblasti (například vypracováním 
štandardných hodnotiacich technik, ktoré 
sú všetci učitelia povinní používať). Tak
to „centrálně" odporúčané techniky sa od 
běžných metod používaných učitefmi od-
lišujú aj tým, že sú podopreté najnovšími 
poznatkami didaktiky matematiky, peda
gogiky, kognitívnej psychologie a pod. 

2. Od globálneho hodnotenia k dife
rencovanému (od skalára k vektoru) 

Trend súvisí so snahou preniknúť hlb-
šie do kognitívnych mechanizmov učenia 
sa matematiky a s úsilím čo najpresnej-
šie lokalizovat případné nedostatky, ale aj 
zaznamenať progres. 

Diferencovanie hodnotenia sa móže 
diať bucf podfa jednotlivých partií učiva či 
matematiky (v podstatě britský model), 
alebo podfa jednotlivých druhov kogni
tívnych operácií. Najzákladnejšie štruk-
turovania, ktoré sa vyskytujú, rozlišujú: 
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1. konceptuálne porozumenie (úroveň 
osvojenia si pojmov), 

2. zvládnutie činností (operácií, pro
cedur, algoritmov). 

Veřmi často ešte pribúdajú: 
3. strategie riešenia problémov, 
4. úroveň argumentácie. 
Mnohé školské systémy aj po zave

dení diferencovaného hodnotenia žiakov 
(v podobě vektora) nacfalej používajú vý
sledné hodnotenie vo formě jednej znám
ky (stupňa), čím vzniká problém agre-
gácie (skombinovania) dielčích hodnote-
ní do jedného stupňa (priradenie skalára 
vektoru). 

3. Od hodnotenia vzťahujúceho vý
sledky individuálneho žiaka k ne-
jakej štandardizovanej kvant itatív-
nej nořme (norm-referenced assess-
ment) ku hodnoteniu výsledkov žiaka 
podlá jednotlivých kritérií (criterion-
referenced assessment) 

Výběr kritérií je jedným z klučových 
problémov hodnotenia. Zváčša vychádza 
z ciefov vyučovania a z istej teorie kogni-
tívnych mechanizmov učenia sa matema
tiky. Kecfže existuje mnoho róznych teorií 
a ciele vyučovania matematiky sú for
mulované v jednotlivých krajinách rózne, 
existuje široké spektrum róznych sád kri
térií, podfa ktorých sú žiaci hodnotení. 

4. Od externého hodnotenia k inter-
nému (príp. s externou moderáciou) 

V mnohých krajinách (najma USA, 
Kanada, Velká Británia, . . . ) má exter-
né hodnotenie dlhoročné tradicie, naj-
váčie rozměry a tiež najváčšiu „dege-
neráciu" dosiahol „testovací priemysel" 
v USA. Len pre zaujímavosť niekofko čí
sel: V USA bolo vláni zadaných asi 200 
miliónov (externých) testov; každý žiak 

písal za rok asi 2,5 testu a počas stu
dia absolvuje asi 30 testov. Existujú de-
siatky profesionálnych inštitúcií (agentur, 
firiem), ktoré produkujú, zavádzajú a vy-
hodnocujú matematické (ale aj iné) testy 
na róznych úrovniach (regionálnej, štát-
nej, . . . ) . Na tento „testovací boom" za
reagoval trh bohatou ponukou kurzov, 
ktoré připravujú žiakov na dobré absol-
vovanie testov (tento „coaching" spočívá 
o. i. v psychologickej přípravě na podává
me výkonov v záťažových situáciách, ná-
vodoch na elimináciu nesprávných odpo
vědí a pod.). Za niektoré takéto kurzy sa 
platí až 800 USD. Je to ale dobrá investí-
cia, nakořko výsledky v testoch sa s člove-
kom ťahajú celý život (dobré, ale aj zlé!). 
Podobný „testovací ošiaf" vládne v súčas-
nosti aj vo Veflcej Británii, kde sa hodnotí 
všetko, aj samotné hodnotenie, aj hodno
tenie hodnotenia (atcf. ad absurdum). 

Externé hodnotenie má svoje výhody 
i nevýhody. Za výhody možno považovať 
napr.: 
- zabezpečenie rovnakých podmienok 

pře hodnotenie všetkých žiakov, 
- možnosť vzájomne porovnávať výsled

ky žiakov, tried, škol, regiónov medzi 
sebou, 

- váčšiu objektivnost (poměrné malú 
možnosť záměrného skreslenia výsled
kov učitefmi), 

- vonkajšiu kontrolu práce učiteřov a 
škol. 

Za nevýhody externého hodnotenia sa 
považuje napr.: 
- nutnosť obmedziť sa iba na isté formy 

hodnotenia (napr. len písomné) a na 
isté typy úloh (zváčša multiple-choice, 
t.j. s výberom odpovědi); tým rezigno
vat na testovanie niektorých význam
ných abilít, 

- přílišná hromadnosť testovania neu
možňuje jeho dostatočnú individualizá-
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ciu (nielen vo fáze testovania, ale najma 
vo fáze analýzy výsledkov a ich komu-
nikácie), 

- velká finančná náročnosť a náročnosť 
na materiálně a technické vybavenie, 

- rózne negativné vplyvy na učitefov 
i žiakov. 

Tento trend móže z pohíadu našich 
podmienok pósobiť prekvapivo: my žiad-
ne skúsenosti s externým hodnotením ne
máme — u nás je tradičné všetko hod-
notenie interně. Osobné sa však nedo-
mnievam, že tu máme před inými kraji
nami náskok, že postupné prichádzajú na 
to, co my dávno vieme a praktikujeme. 
Som přesvědčený, že externě hodnotenie 
v adekvátnej podobě má svoje opodstat-
nenie a že jeho formatívny vplyv na uči-
tefov je niečo vefmi cenné, čo ťažko možno 
nahradiť. 

5. Od názorového hodnotenia, kto-
ré je vždy iba ukončením výuky, ku 
priebežnému hodnoteniu, ktoré je 
organickou súčasťou výučby 

V tradičnej škole je hodnotenie zváčša 
završením vyučovania istého tematického 
celku (TC), převláda teda tzv. suma-
tívne hodnotenie aplikované po přeb
raní daného T C . V mnohých krajinách 
je dnes zjavná tendencia posilniť aj iné 
funkcie hodnotenia, najma jeho diagnos-
tickú a formátívnu funkciu. Diagnos
tické hodnotenie možno využiť před za-
čiatkom, resp. na začiatku preberania 
nového T C a jeho úlohou je podať čo 
najpresnejší obraz o tom, ako je žiak při
pravený na prijatie nového poznania (či 
má potřebné základné vědomosti, do akej 
miery má jednotlivé pojmy prediferenco-
vané, či ich nemá ovlastnené deformova
né a pod.) Formátívne hodnotenie sa 

móže uplatniť priebežne, počas prebera
nia T C a jeho hlavnou funkciou je dať 
informáciu žiakovi o stave jeho vědomostí 
a optimalizovať jeho ďalšie učenie. Týmtó 
hodnotením sa vlastně žiak učí. 

6. Od testovania faktografických vě
domostí k testovaniu porozumenia 
a schopnosti aktivně pracovať s po-
znatkami; od hodnotenia nižších 
zručností a nácvikových činností 
(lower-level-skills) k hodnoteniu vyš
ších kognitívnych abilít (high-order-
abilities) 

Přílišné akcentovanie externého hodno
tenia vo formě standardizovaných testov 
(převážné s otázkami s výberom odpově
dí) viedlo k prílišnej orientácii na testova-
nie nižších zručností a nácvikových čin
ností (napr. zvládnutie základných arit
metických operácií, algoritmických čin
ností a pod.) a k nedoceneniu vyšších kog
nitívnych činností. Často sa ověřovali fak
tografické vědomosti, a teda najma pamáť 
žiakov. V súčasnosti je naopak badatemá 
velká snaha vytvoriť techniky umožňuj lí
ce diagnostikovat a hodnotiť aj náročné 
intelektuálně procesy. Mnohé testy sú zo-
stavené pod heslom „To, čo študenti za-
búdajú, nás nezaujímá". Táto tendencia 
sa prejavuje aj v zavádzaní tzv. open-
book exams, t. j . skúšok, pri ktorých žia-
ci móžu pracovať s učebnicami a cfalšou 
literaturou. 

Příklad klasickej úlohy, ktorá testuje 
faktografické vědomosti: 

1. Napiš zňenie Tálesovej vety. 

Příklady úloh, ktoré testujú híbku po-
chopenia vety: 

1. Amfiteáter má tvar polkruhu, na obvode 
ktorého sedia diváci a na priemere ktorého 

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročník 87 (1992), č. 4 231 



je pódium. Ktorý z divákov vidí pódium 
pod najváčsím zorným uhlom? 

2. Definujte kružnicu bez použitia pojmov 
„vzdialenosť" a „dížka úsečky". 

3. Ako súvisí Tálesova veta s konštrukciou 
dotyčníc ku kružnici z daného bodu? 

7. Od takmer výlučného hodnote-
nia prostredníctvom písomných tes-
tov ku širokému spektru hodnote-
ných aktivit: priebežná práca žia-
kov na vyučovaní, skupinová prá
ca, praktická práca, projekty, vlast
ně malé matematické bádania (in-
vestigations) a pod. 

Tzv. Cockroftova správa z roku 1982 
([3]) podala hlbokú analýzu stavu vy-
učovania matematiky vo Vefkej Britá
nii. Obsahovala okrem iného výpočet 
róznych aktivit, ktoré koncom 70. rokov 
absentovali na hodinách matematiky vo 
Veíkej Británii a ktoré autoři považova
li za vhodné do nich zaviesť. Boli medzi 
nimi například praktická a experimentál-
na práca, riešenie netradičných (nároč
nějších) úloh, vlastné malé matematické 
bádania, projekty, práca v skupinách atcf. 

Dnes už možno konštatovať nielen to, 
že sa tieto druhy aktivit udomácnili na 
hodinách matematiky vo VeEkej Británii 
aj v mnohých iných krajinách, ale aj to, 
že sa stali organickou súčasťou hodno-
tenia žiakov. Ako příklad uvecfme hod-
notenie projektov („investigative pro-
ject"), ktoré sú od šk. roku 1989/90 po
vinnou súčasťou vyučovania matematiky 
v časti australských škol (vo Victorii). Ide 
o samostatnú prácu žiaka na danú te
rnu, ktorú si zvolí sám alebo si ju vyberie 
z množstva návrhov. Na spracovanie pro
jektu má zhruba 10 týždňov času. Myš-
lienka projektov nie je nová a v mnohých 
školských systémoch patří k bežne pou
žívaným formám vzdelávania. Náš medzi 

ne žiaf nepatří. Aj preto by bolo potřebné 
venovať projektom ovefa viac pozornosti, 
než dovoluje tento kontext. Tu len pozna-
menajme, že ide o velmi efektívnu for
mu neformálneho vzdelávania, kde exis
tuje prirodzená motivácia žiakov, žiaci sú 
počas práce na projekte permanentně ak
tivní, učia sa kooperovať, deliť si prácu, 
komunikovat vlastné myšlienky, klásť si 
sami otázky, písomne formulovať získané 
poznatky atcf. Kecf sa nám podaří vhod
né zvoliť tému projektu tak, aby k jeho 
vypracovaniu bolo potřebné učivo, kto
ré máme so žiakmi prebrať, umožňuje tá
to forma vyučovania dosahovať vytýčené 
vzdelávacie (i formatívne) ciele po všet-
kých stránkách efektívnejšie než klasické 
vyučovanie. 

Ukážka možných východzích bodov 
projektu na tému „Periodicita64: 

Kalendáře, astronómia (pohyby planet, 
komet, . . . ) , příliv a odliv, dížka dna, bio
rytmy, vlny — zvuk, voda, světlo, elektric
ký prúd a jeho vlastnosti, mechanizmy pro-
dukujúce periodicitu (spirografy, Lissajouso-
ve křivky, . . . ) , periodické javy v ekonomike, 
periodické tapety, parket až e, krystaly, arit
metika z výškových tried, periodické funkcie, 

Projekty sú hodnotené, a to interně 
(učitefmi matematiky) s externou verifi-
káciou (moderáciou), ktorú vykoná skupi
na učitefov z róznych škol. Zmyslom veri-
fikácie je zabezpečiť rovnakú úroveň hod-
notenia na všetkých školách. Pre uíahče-
nie práce učitefov bol vypracovaný formu
lář (pozři tabuíku I), na ktorom zazna-
menávajú hodnotenie žiakovho projektu. 
Je zaujímavé všimnúť si položky, ktoré na 
projekte hodnotia. 

8. Od otázok s výberom odpově
di (multiple-choice) k otázkám s tvor
bou odpovědi (open-response) a do-
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Tabulka I. 

Ú r o v e ň 
Činnosť žiaka vys. str. 
atribút práce niz. neprejav. 

(A) 45 stupňom 
(C) 72 stupňom 
(E) 108 stupňom 

(B) 60 stupňom 
(D) 90 stupňom 

Priebeh výskumu: 
1. rozpoznáme významných 

informácií 
2. zhromažďovanie potřebných 

informácií 
3. anályzovanie informácií 
4. interpretovanie a kritické 

hodnotenie výsledkov 
5. logickosť postupu 
6. šířka alebo hlbka bádania 

(investigation) 
Matematický obsah: 

7. matem, formulácia (interpre-
tácia) problému, situácie 

8. relevantnosť použitého 
matemat. aparátu 

9. úroveň (náročnosť) 
použitej matematiky 

10. používáme matem, jazyka, 
symboliky a konvencií 

11. porozumenie a interpretácia 
použitej matematiky 

12. správnosť, adekvátnosť 
použitej matematiky 

Komunikácia 
13. jasnosť cielov projektu 
14. definovanie použitých 

mat. symbolov 
15. zhodnotenie bádania a závěry 
16. zhodnotenie záverov 
17. usporiadanie a struktura 

materiálu 

konca k o t á z k á m s o t v o r e n ý m kon-
c o m (open-ended) 

Příklad otázky s volbou odpověd i 
(multiple-choice): 

Trojuholník ABC, v ktorom | A C | = 
= \BC\ = 8, má najváčší obsah, ak sa veíkosť 
uhla pri vrchole C rovná 

Příklad otázky s tvorbou odpovědi 
(constructed response): 

Dokažte, že v každom konvexnom deváťu-
holníku existujú aspoň dve uhlopriečky, ktoré 
spolu zvierajú uhol menší ako 7 stupňov. 

Příklad otázky s otvoreným koncom 
(open-ended ) : 

Popís nejaké zaujímavé vlastnosti tejto ta-
bufky čfoel: 

1 3 6 10 15 21 
2 5 9 14 20 
4 8 13 19 
7 12 18 
11 17 
16 

Opáť trend v našich podmienkach 
překvapuj úci: v našom vzdelávacom sy
stéme zatiaf otázky s volbou odpovědi 
významnejšiu úlohu nikdy nehráli a s vý
nimkou niektorých didaktických testov 
(a kedysi používaných REPEXov) sa ne-
používajú. Vo váčšine západných krajin 
viedla k rozšíreniu tohto typu úloh prá
vě prax vefko-rozmernej evaluácie kvali
ty vzdelávania. Kec? chceme zadať test 
desaťtisícom študentov a potom ho cen
trálně vyhodnotiť, sme z praktických 
dóvodov viac-menej nútení uchýliť sa 
k tomuto typu otázok. Třeba však po-
dotknúť, že aj tu existujú velké rozdie-
ly medzi „inteligentnosťou" jednotlivých 
testov a kategorické zavrhovanie otázok 
formátu „multiple-choice" rozhodne nie 
je na mieste. 

9. O d „abstraktných" m a t e m a t i c 
kých ú l o h ku k o n t e x t o v ý m ú lohám; 
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od teoretických úloh k aplikačným 
úlohám 

Pod „abstraktnými" matematickými 
úlohami tu rozumieme úlohy, ktoré po-
jednávajú výlučné o matematických ob-
jektoch, o ich vlastnostiach a vzťahoch 
bez zjavnej vazby na nějaký problém re
álného života, ako příklad by mohli slúžiť 
úlohy typu: 

* V priestore sú dané tri body A[o, 6, c], 
-B[dj e> /]> Cfa> h,i\. Určité čísla x, y, z tak, 
aby bod D[xyy, z] bol s bodmi A, 1?, C 
komplanárny. 

* Kofko je kombinácií štvrtej triedy z 9 prv-
kov? 

Pod „kontextovými" úlohami rozumie
me úlohy, ktoré pojednávajú o objektoch 
reálného světa, alebo majú zjavnú vazbu 
na nějaký problém z reálného života. Ma
tematika v nich teda slúži ako jazyk na 
formulovanie problému a ako metoda na 
jeho riešenie. Aj vyššie uvedené „abst
raktně" úlohy možno preformulovať do 
„kontextovej" podoby: 

* Obdížnikový stol má tri nohy dlhé 96, 98, 
99 cm. Aká dlhá má byť štvrtá noha, aby 
sa stol nekýval? (Móže stať krivo.) 

(„Kontextovosť" nesmieme zamieňať 
s „aplikovatefnosťou". Úloha o nohách 
štola je kontextová, pretože v nej vystu-
pujú objekty reálného světa — má istý 
„dej". Nejde však o aplikáciu matema
tiky, nakolko situácia, kedy má stol tri 
rózne dlhé nohy a třeba mu dorobiť štvr-
tú sa v praxi ťažko vyskytne.) 

* Na lístkoch mestskej dopravy je 9 políčok, 
znehodnocovač v autobuse štyri z nich pre-
dieruje. Kofko existuje rózne označených 
list kov? 

10. Od úloh testujúcich jednu kon
krétnu vedomosf alebo abilitu ku 

komplexným úlohám, riešenie kto-
rých vyžaduje využitie širšieho 
spektra vědomostí z róznych oblastí 
matematiky 

Příklad komplexnej (praktickej) úlo
hy (USA): 

Žiakom ukážeme velkú sklenenú nádobu 
v tvare valca a malú nádobku s kukuřičný
mi zrnami. Ich úlohou je čo najpresnejšie 
odhadnúť, kofko kukuřičných zrn sa zmestí 
do valcovej nádoby. (Metoda riešenia nie je 
obmedzená, žiaci móžu použiť akékofvek do
stupné prostriedky.) 

(Využije sa: meranie, objemy telies, převo
dy jednotiek, aritmetické operácie, narábanie 
s velkými prir. číslami, zaokrúhfovanie, príp. 
váženie, . . .) 

11. Od testovania (a hodnotenia) to
ho, čo žiaci nevedia ku testovaniu 
(a hodnoteniu) toho, čo žiaci vedia 

Už boli spomenuté niektoré negativ
né sprievodné javy hodnotenia na psychi
ku žiakov, najma tých menej úspěšných. 
V mnohých krajinách sú standardně testy 
postavené příliš náročné, takže vefká časť 
žiakov v nich dosahuje velmi zlé výsledky. 
Ak napr. žiak v Anglii dostával známku D 
za to, že napísal test na 20 % bodov, nešlo 
o ohodnotenie preukázaných vědomostí, 
ale nevědomostí. Jednou z možných ciest 
zmiernenia tohto negativného psychické
ho dopadu je tvorba gradovaných testov, 
z ktorých každý umožňuje získanie iba 
niektorých známok. Napr. vo Vefkej Bri
tánii bola vytvořená sada štyroch výstup
ných testov (na konci středoškolského stu
dia vo veku 16 rokov) róznej náročnosti. 
Žiak podlá rozhodnutia učitefa absolvu
je dva z týchto testov z dvoch susedných 
hladin náročnosti, pričom je hodnotený 
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známkou iba, ak získá aspoň 50 % bodov. 

Úroveň testu: 
(4 - najťažší) 

Známky, ktoré zaň 
možno získať: 

(A - najlepšia známka) 

4,3 
3.2 
2,1 

A, B,C 
C, D,E 
E,F,G 

Záverom možno konštatovať, že proble
matika hodnotenia je v súčasnosti jedným 
zo spoločných problémov takmer všet-
kých školských systémov světa. Je v cen
tre pozornosti praktikov i vědeckých pra 
covníkov v oblasti didaktiky, pedagogiky, 
psychologie. Aj před námi stojí úloha pre-
hodnotiť spósoby hodnotenia používané 
v našich školách a pokúsiť sa posunúť ich 
postupné na úroveň najnovšieho pozná-
nia. 
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ARCHIMEDES ANDREWS 
A KULIČKOVÁ STŘELA 

Barry Cipra 

Archimedes Andrews žongloval s golfo
vými míčky na střeše svého domu. Nikdy 
předtím jsem ho neviděl dělat něco tako
vého. 

„Hej, Einsteine, vylez nahoru!" zavolal. 
Dovolte mi nejprve něco vysvětlit. Ve 

skutečnosti se nejmenuji Einstein. Takto 
mi začal přezdívat od jisté doby Archime
des. Zdali je přezdívka myšlena jako kom
pliment nebo jako sarkasmus bývá různé, 
někdy i během jediného rozhovoru. 

Pokud je mi známo, „Archimedes" se 
skutečně jmenuje křestním jménem Ar
chimedes. 

„Tak polez nahoru," vyzval mě znovu. 
Archimedův dům je jednoposchodfový, 

má strmou střechu skrývající mansardu, 
kde Archimedes spí. Jak to Archimedes 
dokázal, že po střeše neuklouzl, jsem ne
pochopil, ale měl jsem skličující pocit, že 
se to mám právě dozvědět. 

„Kde je žebřík?" opáčil jsem. 
„Žebřík není," odpověděl Archimedes 

zamyšleně, jakoby hovořil ke svým golfo
vým míčkům. „Jdi dokola zadem." 

Tak jsem šel. Co jsem tam našel, mě 
vyděsilo. Přesto, co mi řekl Archimedes, 
stále jsem doufal, že tam najdu žebřík. 
Očekával jsem v nejhorším lano, mřížoví 

Barry Cipra: Archimedes Andrews and the 
Ball-Bearing Missile. The Mathematical In-
teШgencer vol. Í,Ў, 44-48. Přeložil OLDâlCH 
KOWALSKІ. 
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