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D E R I V Á C I A A S P O J I T O S T * ) 

LADISLAV MIŠÍK, Bratislava 

Tento článok sa zaoberá troma problémami: 1. súvisom bodov nespojitosti s dife-
renciálnymi vlastnostiami funkcie, 2. otázkou bodov nespojitosti funkcie a 3. niekto-
rými špeciáinymi funkciami. 

Kvóli stručnejšiemu a Iahšiemu vyjadrovaniu zavedieme nasledujúce označenia: 
/ : / - * ( — oo, oo) reálna funkcia definovaná na intervale J; 
Cf množina bodov spojitosti funkcie /; 
Df množina bodov nespojitosti funkcie /; 
A* množina bodov, v ktorých existuje konečná alebo nekonečná derivácia funkcie/; 
Af množina bodov, v ktorých existuje konečná derivácia funkcie /; 
A^co) množina bodov, v ktorých existuje derivácia funkcie/ a je rovná oo; 
A(

/"
co) množina bodov, v ktorých existuje derivácia funkcie/ a je rovná — oo; 

Ha(f) množina bodov, v ktorých funkcia / nadobúda hodnotu a; 
\A\ bude znamenať vonkajšiu Lebesgueovu mieru množiny A; 
card A bude znamenať kardinálně číslo množiny A. 

Pretože budeme potřebovat' aj Diniho derivované čísla, pripomenieme si ich 
definíciu. Čísla 

/ ( * ) - / ( * ) 
5 

t — X 

m - /(*) 
/'-(*) = = lim inf 

t->x~ 

/'-(*) = • lim sup 
t - .X 

/'*(*) = Km inf f®-fW , 
t_>x+ i _ x 

-/ + M r f(t) - f(x) 
f (x) = hm sup --------- ^ - ^ 

sa nazývajú Diniho derivovanými číslami funkcie/v bode x. 
Celkom v krátkosti pripomenieme si aj definíciu vonkajšej Lebesgueovej miery 

na priamke a lebesgueovsky meratelných množin na priamke. Vonkajšia miera 
00 00 

\A\ množiny A reálných čísel je infimum množiny čísel ][] | j n | , kde A c; \J Jn9 Jn 
n=í n=í 

sú otvorené intervaly pre n = 1, 2, 3, ... a \jn\ je dižka intervalu Jn. Množina A 
sa volá lebesgueovsky meratelná, ak pre každú množinu B reálných čísel platí: 
\B\ = \Bn A\ + \B — A\. Ak A je lebesgueovsky meratelná, číslo |.4| sa volá Le-
besgueovou mierou množiny A. 

*) Přednesené na II . konferencii slovenských matematikov v Jasnej 1970. 
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Keďže v článku sa budu vyskytovať otázky velkostí množin z hladiska ich mohut­
nosti, z hladiska topologie a z hladiska Lebesgueovej miery, je dobré si uvedomiť, aké 
paradoxně situácie tu móžu nastávať. Každá podmnožina intervalu J móže mať 
mohutnosť najviac mohutnosti kontinua, a preto z hladiska mohutností „malými" 
množinami sú množiny, ktoré sú najviac spočetné. Zrejme z tohto hladiska „naj-
menšou" je prázdna množina. 

Aj z hladiska topologického je prázdna množina „najmenšia". Po nej z hladiska 
topologického považujeme za „najmenšie" také podmnožiny intervalu J, ktorých 
uzávěry neobsahujú žiadny o tvořený interval. Takéto množiny nazýváme nikde 
hustými množinami v intervale I. Od nich za „váčšie" považujeme spočetné zjedno-
tenia takýchto nikde hustých podmnožin v intervale J a nazýváme ich množinami 
prve] kategorie v intervale I v zmysle Bairea alebo krátko množinami prvej kategorie 
v intervale I. Podmnožina intervalu J, ktorá nie je prvej kategorie v intervale J, sa 
nazývá množinou druhé] kategorie v intervale I. Je známe, že každý otvorený alebo 
uzavretý interval v intervale J je množina druhej kategorie v intervale J. Vyplývá to 
z Baireovej vety o kategóriach ([19], str. 320). Množiny druhej kategorie v intervale J 
móžu byť také, že ich komplement vzhladom na interval J je druhej kategorie alebo 
prvej kategorie v intervale J. Tie množiny druhej kategorie v intervale J, ktorých 
komplement vzhladom na interval J je prvej kategorie, tzv. reziduálne množiny v J, 
považujeme z topologického hladiska za „váčšie" než tie množiny druhej kategorie 
v intervale J, ktorých komplement vzhladom na J je druhej kategorie v intervale J. 

Z hladiska Lebesgueovej miery je zas „najmenšou" množinou množina prázdna. 
Prirodzene velkosť meratelných množin z hladiska Lebesgueovej miery posudzujeme 
podlá velkostí ich miery. Po prázdnej množině sú „najmenšími" meratelnými mno­
žinami z hladiska Lebesgueovej miery tie meratelné množiny, ktorých Lebesgueova 
miera je 0. Z hladiska Lebesgueovej miery „najváčšími" meratelnými množinami sú 
meratelné množiny, ktorých miera je rovná „plnej" miere, t. j . miera ich komplementu 
vzhladom na interval J má mieru 0. 

Teda móžeme urobiť tieto prehladné schémy: 
Usporiadanie podmnožin intervalu J podlá „velkosti" vzhladom na mohutnosť: 

0, t. j . prázdna množina; najviac spočetné, mohutnosti kontinua. 
Usporiadanie podmnožin intervalu J podlá „velkosti" vzhladom na topológiu: 

0, nikde husté v J, prvej kategorie v J, druhej kategorie v J, reziduálne v L 
Usporiadanie podmnožin intervalu J podlá „velkosti" vzhladom na Lebesgueovu 

mieru: 
0, miery 0, kladnej miery a komplement vzhladom na J tiež kladnej miery, „plnej" 
miery. 

Paradoxně situácie čo sa týká velkostí množin možno najlepšie popísať pomocou 
dyadických diskontinuí ([15], str. 134). Tvoria sa podobným spósobom ako Can-
torovo diskontinuum, t. j . ako prienik postupností neprázdných uzavretých pod­
množin uzavretého intervalu, pričom nasledujúca z týchto množin vznikne z pred-
chádzajúcej tým, že z každej komponenty tejto vynecháme vhodný otvorený interval. 
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Toto vynechávanie vhodných otvorených intervalov móžeme tak urobiť, že Lebes-
gueova miera tohoto dyadického diskontinua je rovná číslu a, kde a je nezáporné 
číslo menšie ako Lebesgueova miera intervalu I ([15], str. 135). Každé takéto dyadické 
diskontinuum je nikde hustá v intervale I a perfektná množina, t. j . uzavřená, 
v sebe hustá, a je teda mohutnosti kontinua ([15], str. 135). Teda dyadické diskon­
tinuum je topologicky „malá" množina — nikde hustá v intervale I — a vzhladom 
na mohutnosť „velká" množina, zatialčo napr. množina racionálnych čísel v inter­
vale I je spočetná, teda vzhladom na mohutnosť „malá", ale je topologicky „váčšia" 
ako dyadické diskontinuum, pretože je prvej kategorie v I. Ak v intervale I = <0, 1> 

00 

vezmeme dyadické diskontinua Cn také, že \Cn\ = 1 — l/n, je množina A = (J Cn 

prvej kategorie v intervale I a „plnej" miery v intervale I, je totiž \A\ -= 1. Komple-
ment I — A vzhladom na interval I je množina reziduálna v I a Lebesgueovej miery 0. 
Teda A je „menšia" ako I — A vzhladom na topológiu, ale „váčšia" vzhladom na 
Lebesgueovu mieru. 

Ak teda máme vyšetřovat' „velkosť" výnimočných množin podlá týchto troch 
hladísk, musíme si byť vědomí takýchto paradoxných situácií. O základných pojmoch 
z teorie množin a topologie móže čitatel získať informácie aj z knihy [ l ] . 

Připomeňme si ešte definíciu množin typu Gó a Fa. Podmnožina A intervalu / je 
typu Gó(Fa), ak je prienikom (zjednotením) postupnosti otvorených (uzavřených) 
podmnožin intervalu I. 

Prv než by sme pristúpili k vlastnej problematike, spomenuli by sme tri vety, ktoré 
majú úzký súvis s našou problematikou. 

Veta 1. (W. H. YOUNG (1903)) Pre každú funkciu f je Cf typu Gó a Df typu Fa 

([15], str. 251 a 304). 

Veta 2. (V. JARNÍK [17]) Ak funkcia f má v každom bode z I deriváciu (konečnú 
alebo nekonečnu), je f z prvej Baireovej triedy, t. j . limitou postupnosti spojitých 
funkcií. 

Veta 3. (R. BAIRE (1899)) Funkcia f je z prvej Baireovej triedy vtedy a len vtedy, 
ked parciálna funkcia f\P má aspoň jeden bod spojitosti v množině P pre každú 
perfektnú množinu P ([2], [19], str. 326). 

1. 

Je dobré známe, že funkcia majúca v bode x konečnú deriváciu, je v bode x spojitá. 
Teda Af a Cf alebo Df c (I — A*) u (A* — Af). Funkcia v bode nespojitosti 
móže mať deriváciu, napr. f(x) = sign x má všade deriváciu a platí pre ňu: f'(x) = 0 
pre x 4= 0 af'(0) = oo. Čo možno všeobecné povedať o množině D/! O celej množině 
Df nemožno všeobecné (okrem tvrdenia W. H. Younga) nič povedať. Možno však 
vždy niečo povedať o jeho časti obsaženej v A* — A .̂ Množinu Df možno rozložiť 
na dve disjunktně časti, a to D(p = Df n (/ - A*) a D(

f
2) = Df n (A* - Af). 

O časti D{2) A. L. BRUDNO dokázal, zeje vždy najviac spočetná. 
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Veta 4. (A. L. Brudno [6]) Platí: card D{f = K0. 
Táto veta ihneď vyplývá z jednej inej vety W. H. Younga ([29]): Každá funkcia 

má najviac spočetné mnoho bodov asymetrie. Každý bod z D{f je totiž bodom asy­
metrie v zmysle W. H. Younga, a teda card D{f = K0. Bod x je bodom asymetrie 
funkcie f v zmysle W. H. Younga, ak {a: existuje xnel, xn < xn+1 pře n = 1, 2, 
3, ..., lim xn = x a a = lim f(xn)} =# {a: existuje x B e / } xn > xn+t pre n = 

n - + oo n-> oo 

= 1, 2, 3, ..., lim x„ = x a lim /(xw) = a}. Totiž pre každý bod x e Df n A^oc) 

n->oo n-*co 

platí: lim sup/(ř) ^ /(x) <; lim inf/(ř) a lim inf/(ř) < lim sup/(ř) a pre každý bod 

xeDfn A^_ o o ) platí: lim inff(ř) ^ f(x) ^ lim sup/(ř) a lim supf(ř) > lim inff(í). 
t-*x~ t-+x+ t-*x~ t-+x + 

Teda každý bod x z D^2) je bodom asymetrie. 
Z vety A. L. Brudna ihneď vyplývá táto veta: 
Veta 5. (Z. ZAHORSKI [31]) Ak funkcia f nemá deriváciu (konečná ani neko­

nečnu) v najviac spočetné mnoho bodoch, množina bodov nespojitosti funkcie f je 
najviac spočetná, a teda funkcia f je z prvej Baireovej triedy, t. j . card (/ — A*) ^ 

= K0 => card Df = K0 => f je z prvej Baireovej triedy. 
Z poslednej vety je zřejmý dósledok: Ak množina bodov nes poj itosti funkcie f je 

nespočetná, je množina bodov, v ktorých funkcia f nemá deriváciu (konečná ani 
nekonečná), nespočetná, t. j . card Df > K0 => card (/ — A*) > K0. 

V súvislosti s týmto třeba spomenúť, že B. BOJARSKI ([3]) a G. PÍRANIAN ([25]) 
dokázali, že pre každá spočetná množinu E typu Gó existuje neklesajuca funkcia /, 
ktorá má v bodoch množiny E deriváciu co a v bodoch nepatriacich do množiny E 
deriváciu rovná 0. 

Z Brudnovovej vety je jasné, že charakter množiny bodov nespojitosti podstatné 
závisí od množiny Df

l)- Tak množina Df je nespočetná, ak D^ je nespočetná, má 
Lebesgueovu mieru 0, ak má Lebesgueovu mieru 0 množina I — A* a je prvej kate­
gorie v intervale I, akl — A* je prvej kategorie v intervale I. 

Tvrdenie Af cz Cf ukazuje, že množina Df vplýva istým spósobom na charakter 
množiny Af. Tak je napr. Af prvej kategorie v intervale I, ak funkcia f má všade 
deriváciu a množina bodov nespojitosti funkcie f je hustá v intervale I, t. j . A* = / 
a Df = I. Vtedy je totiž Df cz A^> u A^"oo) (lebo / - A* = 0) a teda / = Bf = 
= Af^ u Afrx:). Pretože / ' existuje na celom intervale / a pretože / ' je z prvej 
Baireovej triedy, je Ay-°°> u Ay-_GO) množina typu Gd. Keďže Af

c) u A(fQO) je hustá 
v intervale / a typu Gó, je reziduálna v intervale /, a preto Af je prvej kategorie v inter­
vale /. Neskór ukážeme, že funkcie s takýmito vlastnostiami skutočne existujú. 

Je zřejmé, že pre každý bod x nespojitosti funkcie / platí: buď lim inf f(t) 4= /(*)> 
ř - > x -

alebo lim sup/(l) -# f(x), alebo lim inf/(í) 4= f(x), alebo lim sup/(í) +/(x). Z toho 
t-+x+ Í-+JC+ t->x + 

sa Iahko odvodí, že pre každý bod nespojitosti funkcie / platí: buď |/ '~(x) | = oo, 
alebo | / ' " ( x ) | = oo alebo | / ' + ( x ) | = oo, alebo | / ' + ( x ) | = oo. Teda Df c {x : sup 
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(II'"(*)|. | / ' "W| . | / ' + W | . / ' + W I ) = °°} = 2Lf,kás£'-(x),f'-(x)t£'+(x)sif'+(x) 
sú Diniho derivované čísla. O poslednej množině Áf dokázal W. H. Young ([30] 
a lema I. z [6]), že je množinou typu Gd. Je zřejmé, že Af c I — Af. Z tvrdenia 
W. H. Younga, že Af je množina Gó a z poslednej inklúzie je zřejmé, že Ay je prvej 
kategorie v intervale I, ak množina Áf je hustá v intervale I (táto množina je v tomto 
případe reziduálna v intervale /). Z našich úvah je zřejmé, že Df = I => Áf je hustá 
v intervale I, a teda Af je prvej kategorie v intervale I. Takto dostáváme vetu M. K. 
FOŘTA JR. : 

Veta 6. (M. K. Fort Jr. [12]) Pre funkciu s hustou množinou bodov nespojitosti 
je množina bodov, v ktorých existuje konečná derivácia, prvej kategorie v intervale I, 
t. j . Df = I => Af je prvej kategorie v I. 

Z tvrdenia W. H. Younga dá sa odvodiť aj veta S. ČETKOVIČA ([7]): Ak množina 
bodov spojitosti funkcie f a množina bodov nespojitosti funkcie f sú husté v I, 
je mohutnost'množiny všetkých bodov spojitosti, v ktorých f nemá konečnú deriváciu, 
v každom podintervale J intervalu I mohutnosti kontinua, t. j . Df = Cf = I => 
=> (J interval cz I => card ((Cf - Af) n J) = 2*°). 

Kým vety, ktoré sme zatial spomínali dávali ohraničenie „velkosti" v topologic­
kou, zmysle množiny A/? podařilo sa F. M. FÍLIPCZAKOVI odvodiť tvrdenia, ktoré 
dávajú ohraničenie „velkosti" množiny A* v topologickom zmysle. 

Veta 7. (F. M. Filipczak [10] a [11]) Ak množina bodov nespojitosti funkcie f je 
v každom podintervale J intervalu I mohutnosti kontinua, je množina bodov, v kto­
rých existuje derivácia (konečná alebo nekonečná) funkcie f, prvej kategorie 
Bairea v intervale I, t. j . (J interval c I => card (Df n J) = 2No) =-> A* je prvej 
kategorie v I. 

Existujú však aj výsledky v obrátenom směre, t. j . zo znalosti, že A* je v topolo­
gickom zmysle velmi silné, súdi sa na ohraničenie množiny bodov nespojitosti. Tak 
K. M. GARG dokázal: 

Veta 8. (K. M. Garg [13]) Ak množina bodov, v ktorých funkcia f má konečnú 
alebo nekonečnu deriváciu,je reziduálna v intervale I, je množina bodov nespojitosti 
prvej kategorie via existuje taký systém navzájom disjunktných intervalov {«/„}̂ °=i, 

00 

žel = \J Jn a na každom intervale Jn má funkcia f skoro všade konečnú deriváciu, 
n = l 

t. j . A* je reziduálna v I => Df je prvej kategorie via existuje disjunktný systém 
00 

{Jn}n=i intervalov, že I = \J Jn a |J„ — Af\ = O pre každé n. 
n — i 

F. M. Filipczakovi sa však podařilo v takýchtc prípadoch, t. j . keď A* je reziduálna 
v I, úplné charakterizovat' množinu bodov nespojitosti funkcie f. 

Vety existenčného rázu týkajúce sa tejto problematiky móže čitatel nájsť v článkoch 
[10], [11], [13], [20] a [21]. 
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Často prvé představy študenta pri pojme derivácie sú spojené s představou jej 
spojitosti. V případe konečnej alebo nekonečnej derivácie už derivácia funkcie 
f(x) = sign x představuje nespojitú funkciu, totiž/'(x) = 0 pre x #- 0 a/'(O) = oo. 
V případe konečnej derivácie taký jednoduchý příklad v jednom bode nespojitej 
derivácie nejakej funkcie poskytuje derivácia funkcie <D(x) = x 2 sin l/x pre x #= 0 
a cp(0) = 0. Jej derivácia je funkcia cp'(x) = 2x sin l/x — cos l/x pre x 4= 0 a <p'(0) = 
= 0. Keďže cp'(\\2nn) = —1 pre n = 1, 2, 3, ... a cp'(0) = 0, nie je derivácia cpf 

v bode 0 spojitá. 
Ale už v roku 1875 zostrojil G. DARBOUX ([8]) deriváciu funkcie, ktorá je nespojitá 

v každom racionálnom čísle. Jeho konštrukcia využívá následovně známe tvrdenie: 
00 

Ak rad ]£/-,(*) na intervale I rovnoměrné konverguje a ak funkcie fn(x) sú derivá-
n= 1 oo 

ciami na I nějakých funkcií pre každé n, potom aj súčet X/„(x) je derivácia nejakej 
n = l 

funkcie. Za funkciu /n(x) G. Darboux bral v svojom příklade funkciu anjn 
((p(sin (nnx))', t. j . funkciu, ktorej hodnota v čísle x v případe \nx\ =t= 0,1, 2, 3, ... je 
nan cos (nnx) (2nnx sin (l/sin (nnx)) — cos (l/sin (n7rx))) a pre ostatné čísla x je 0. 

OO 

Konstanty an, n = 1,2,3,..., sa přitom tak volia, aby nekonečný rad £ an bol 
n=l 

absolutné konvergentný. Keďže pre čísla x splňajúce nerovnosť |x| = 1 je |<p'(x)| < 3, 
oo 

je rad X/„(x) na (— oo, oo) rovnoměrné konvergentný, a teda jeho súčet je derivácia 
n = l 

na (— oo, oo) nejakej funkcie. 
Keďže/„(x) je všade spojitá okrem bodov tvaru mjn, kde m je celé číslo, sú funkcie 

oo 

fn(x) pre n = 1, 2, 3, ... spojité v každom iracionálnom čísle, a pretože r ad£ / „ (x ) 
oo n= 1 

na (— oo, oo) rovnoměrné konverguje, je súčet radu £ /„(x) funkcia spojitá v každom 
oo n= 1 

iracionálnom čísle. To, že súčet radu X!/«(x) J e v racionálnych číslach nespojitá 
n = l 

funkcia G. Darboux nedokazoval, to len tvrdil. Dokaž tohoto tvrdenia možno nájsť. 
v článku [14]. Tu I. HALPERIN poznamenává, že funkciu tohoto typu možno dostať 
aj pomocou jednoduchšej funkcie. Funkcia / definovaná na (—oo, oo) následovně: 
f(x) = cos l/x pre x + O a /(O) = O je deriváciou funkcie g definovanej následovně: 

g(x) = 2t sin l/l át — x2 sin l/x pre x =f- O a g(0) = 0. Volme prostu postupnost' 
J o oo 

{an}n = i čísel. Potom rad ]T n~2 f(x — an) je na (— oo, oo) rovnoměrné konvergentný, 
w = l 

a teda jeho súčet je deriváciou nejakej funkcie. Množinou bodov nespojitosti tejto 
derivácie je právě množina {al9 a2, a39 ...} čísel. 

Z predchádzajúceho příkladu vidieť, že pre každú najviac spočetná množinu A 
reálných čísel existuje funkcia /, ktorej derivácia existuje všade a ktorej množina 
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Df bodov nespojitosti derivácie je právě množina A. Vzniká otázka, či móže byť 
množina bodov nespojitosti derivácie existujúcej na nejakom intervale nejakej 
funkcie nespočetná. Ukazuje sa, že áno. Prvý takýto příklad udal už v roku 1881 
G. VOLTERRA ([28]). Tento příklad má však ďalšiu vlastnost'. Je to ohraničená deri-
vácia, ktorej Riemannov integrál neexistuje. Volterrov příklad je zhruba nasledovný: 

Nech I = <0, 1>, 0 < 8 < 1 a P je nikde hustá perfektná množina v I, ktorej 
komplement má Lebesgueovu mieru menšiu ako e. Nech pre n = 1, 2, 3, ... In = 

00 

= (a„, bn) sú všetky komponenty komplementu P, t. j . I — P = [J [ln : n = 1, 2, 
n = l 

3, ...}, /„ sú otvorené intervaly pre n = l , 2 , 3 , . . . a / „ n / m = (D pre n 4= m. 
Definujme funkciu / : I -• (— oo, oo) následovně: Pre x e P kladieme f(x) = 0. 

Označme dn = max {d : d e < 0, \(bn — an)), cp'(d) = 0}, kde cp(x) = x2 sin l/x. 
Klaďme /(x) = cp(x — an) pre x e (a„, a„ + J„), f(x) = cp(dn) pre x e < a „ + 
+ dn9 bn- dn> a/(x) = cp(bn - x) pre x e (bn - dn, bn). Je zřejmé, že/'(x) existuje 
na každom intervale (a„, bn) a f'(x) = (/>'(x) pre x e (a„, an + d„), fř(x) = 0 pre 
x e (an + d„, b„ - dn} a /'(x) = ~cp'(bn - x) pre x e (bn - dn9 bn). 

Nech xeP. Ak je x < an < u < bn platí: |[/(w) —/(^)]/(w — x)| < |<JÍ>(II — 
- an)j(u - an)\ = u - an< dn< \(bn - an) pre an < u < an + dB, | [ / ( M ) -
- /(x)]/(« - x)| = \cp(dn)l(u - x)\ = d2

nl(u -x)<dn = i(bn - an) pre an + 
+ dn = u = bn-dn a | [ / ( I I ) - f(x)]l(u - x)\ = \cp(bn - u)l(u - x)\ = 

= d2
nj(u — x) < dn = \(bn — an) pre bn — dn < u < bn. Ak je an < u < bn < x, 

platí tiež \[f(u) — f(x)\l(u — x)| < 4(bn — a„). Z toho sa lahko odvodí, že/ r(x) = 0 
pre každé x e P. 

Keďže pre každé x e I je |<p'(x)| < 3, je aj |/ '(x) | < 3. Teda/' je ohraničená funkcia 
na <0, 1> a Lebesgueova miera jej množiny Df, bodov nespojitosti má mieru váčšiu 
ako 1 — 8. Pre to/ ' nie je riemannovsky integrovatelná. 

H. LEBESGUE ukázal, že množina bodov nespojitosti derivácie móže mať „plnu" 
mieru, t. j . \Df\ = |/ |. Konštrukcia takej derivácie je nasledovná: Nech Pn je doko­
nalá nikde hustá v intervale / = <0, 1> množina a taká, že |/ — Pn\

 s< \\n a nech/. 
OC 

je funkcia Volterrovho typu. Položme P = \J [Pn : n = 1, 2, 3, ...} a h(x) = 
oo n = 1 

= Y, anf'n(
x)> ^ ^ e an Su" i a ^ é reálné čísla, pre ktoré rad ]T an absolutné konverguje. 

n = 1 n = 1 

Potom h ako súčet rovnoměrné konvergentného radu je derivácia nejakej funkcie. 
n o - 1 

Ak x 0 e P, označme n0 = inf {n : x 0 e P.,}. Potom /i(x) — /i(x0) = ^ an(fn(
x) ~ 

oo n = 1 no~ 1 

- f'n(x0)) + a„o{f'„0{x) - fno{x0)) + X an{f'„{x) - f'£x0)). Zrejme platí: lim £ a„. 
n = n o + l x-*xon=l 

oo oo 

• ( / ^ ) - f W ) = O.Ďalejje|lim £ an(//,(x) - f;(x0))| ^ £ 6|a„| a oscilácia 
x-+JCo n = « o + l oo n — n o + 1 

funkcie a„0(/„'0(x) - f„'0(x0)) v čísle x 0 je 2|a J . Ak rad £ a„ má tú vlastnost', že 
oo n = 1 

\an\ > 6 X lai| P r e každé n (napr. je tomu tak, ak volíme an = 13~n), sú bodmi 
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. nespojitosti funkcie h všetky body z P. Keďže |P | = 1, je Lebesgueova miera množiny 
Dh bodov nespojitosti funkcie h (uvědomme si, že funkcia h je derivácia nejakej 
funkcie!) rovná 1 čiže množina Dh má „plnu" mieru. 

Po týchto príkladoch, na ktorých sme si ilustrovali, aké móžu byť, co sa týká 
mohutnosti a miery, množiny bodov nespojitosti derivácie, přistupme k otázke, čo 
možno vo všeobecnosti povedať o množině bodov nespojitosti derivácie z hradiska 
topologického. Z toho, že derivácia je z prvej Baireovej triedy, vyplývá, že množina 
bodov nespojitosti derivácie je množina prvej kategorie v intervale I. Množina bodov 
nespojitosti akejkolvek funkcie je množina typu Fa (veta 1.). Preto množina bodov 
nespojitosti derivácie je množina typu Fa a prvej kategorie v intervale I. Ale obrátene, 
ak je daná množina E typu Fa a prvej kategorie v 7, vždy existuje derivácia f funkcie 
f, ktorej množina Df. bodov nespojitosti, je právě množina E. Množinu E móžeme 
totiž písať ako spočetné zjednotenie nikde hustých v intervale I uzavretých množin 
En. Pre každú množinu En zostrojíme funkciu Volterrovho typu a metodou Lebes-
gueovou dostaneme deriváciu, ktorej množina bodov nespojitosti je právě množina E. 
Tým dostáváme výsledok, ktorý ako vetu formulovali A. M. BRUCKNER a J. LEONARD 
([5])-

Veta 9. (A. M. Bruckner a J. Leonard ([5])) Nutná a postačujúca podmienka, aby 
množina E a I bola množinou bodov nespojitosti nejakej derivácie, je, aby E bola 
typu Fa a prvej kategorie ví. 

V rámci tejto časti článku připomenuli by sme si ešte jednu zaujímavú vec. Z. Za-
horski ([32]) pri vyšetřovaní vlastností derivácií zaviedol niekolko tried funkcií, 
Ako triedu Ji x označoval triedu všetkých funkcií definovaných na intervale I z prvej 
Baireovej triedy s Darbouxovou vlastnosťou. Funkcia f reálnej premennej má 
Darbouxovu vlastnost', ak obraz pri funkcii f každého intervalu je súvislá množina. 
Je známe, že každá derivácia funkcie s Darbouxovou vlastnosťou je funkcia z prvej 
Baireovej triedy s Darbouxovou vlastnosťou, teda z triedy Jtx. Ovšem trieda Jix je 
širšia trieda ako trieda všetkých derivácií s Darbouxovou vlastnosťou, existujú totiž 
funkcie z prvej Baireovej triedy s Darbouxovou vlastnosťou, ktoré nie sú deriváciami 
([32]). G. CHOQUET ([16]) a L MAXIMOFF ([23] a [24]) dokázali, že pre každú funkciu 
f: <0, 1> -> (—oo, oo) z, prvej Baireovej triedy s Darbouxovou vlastnosťou existuje 
rastúca spojitá funkcia h : <0, 1> —> <0, 1> tak, že h(0) — O a /?(l) = 1 a složená 
funkcia f(h(x)) je derivácia nejakej funkcie. Táto veta ukazuje, že z istého topolo­
gického hladiska sú funkcie z prvej Baireovej triedy s Darbouxovou vlastnosťou 
„ekvivalentně'' deriváciam funkcií. 

Ak funkcia f: I -> (— oo, oo) má v I hustú hladinovú množinu Ha(f) pre nějaké 
číslo a, potom zrejme Cf c= Ha(f). V roku 1887 udal J. KÓPCKE ([17]) příklad 
funkcie f, ktorá malá všade ohraničenu deriváciu a množiny {x :f'{x) > 0} a 
{x :f'{x) < 0} sú husté v intervale I. A. DENJOY ([9]) uviedol štyri konštrukcie 
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takýchto derivácií, t. j . derivácií, ktorých ako množina všetkých bodov, v ktorých je 
derivácia kladná, tak aj množina všetkých bodov, v ktorých je derivácia záporná, 
je hustá v intervale/. Pre derivácie týchto typov je H0(f)množinouhraničnouhustou 
v intervale I. Iný příklad derivácie takéhoto typu podal D. POMPEIU ([26]). Pomocou 

oo 

jednej vety É. Bore la dokazuje tu D. Pompeiu, že funkcia/(x) = £ anlj(x — d„), 
oo n= 1 

kde an > O pre n = 1, 2, 3, . . . má všade deriváciu, ak rad ^ -sJan je konvergentný. 
7 1 = 1 

Přitom {dn}n= x znamená nejakú v intervale I hustú postupnost reálných čísel. S. MAR-
cus ([22]) zlepšil toto tvrdenie D. Pompeiua v tom zmysle, že podmienku konvergen­

ce oo 
cie radu J] \Jan nahradil podmienkou konvergencie radu £ an. Funkcia zavedená 

n= 1 co n= 1 

D. Pompeiuom f(x) = £ an \J(x — dn) má konečnú deriváciu vo všetkých bodoch, 
oo n= 1 

v ktorých rad ]T an(x — dn)~2'3 konverguje a všade inde/'(x) = oo. Keďže funkcia/ 
7 1 = 1 

je rastúca, existuje k nej inverzná funkcia g, ktorej množina H0(g') nulových bodov 
derivácie g' obsahuje množinu {f(d1),f(d2),f(d3),...}, čiže je hustá v intervale 
/(/) . Keďže množina H0(g') je súčasne množinou typu Gd, pretože g' je z prvej 
Baireovej triedy, je H0(g') reziduálna množina. 

Studiu Pompeiuových funkcií věnoval S. Marcus citovaný článok [22], kde sa 
zavádzajú rózne typy takýchto funkcií. Funkciu / nazývá Pompeiuovou funkciou 
na intervale 7, ak má na intervale I ohraničenu deriváciu a ak H0(f) je hraničná 
hustá množina v intervale 7, t, j . H0(f) = I — H0(f) = I. Pomocou jednej vety 
G. Choqueta ([16], str. 216) sa tu napr. dokazuje existencia Pompeiuovej funkcie, 
ktorej derivácia je spojitá v každom bode danej v intervale I hraničnej a hustej 
množiny E typu Gó a ktorej množina nulových bodov derivácie sa zhoduje s množi­
nou E. S. Marcus dokázal, že derivácia každej Pompeiuovej funkcie nie je rie-
mannovsky integrovatelná na žiadnom intervale J intervalu I. Keď si uvědomíme, 
že spojitá funkcia je riemannovsky integrovatelná na každom uzavretom intervale 
a derivácie patria v Baireovej klasifikácii do najbližšej triedy po triede spojitých 
funkcií, vidíme silu tohto tvrdenia. Ovšem ešte silnejšie tvrdenie v tomto směre odvodil 
A. M. Bruckner ([4]). S. Marcus nazval funkciu f funkciou typu P2 na intervale I, 
ak má všade na I konečnú deriváciu a ak H0(f) je hraničná hustá množina v inter­
vale I. A. M. Bruckner v citovanom článku ukázal, že existujú funkcie typu P2, 
ktorých derivácie nie sú lebesgueovsky integrovateíné na intervale I. 
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