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DERIVACIA A SPOJITOST*)

LApisLAV MiSik, Bratislava

Tento ¢lanok sa zaobera troma problémami: 1. siivisom bodov nespojitosti s dife-
rencidlnymi vlastnostiami funkcie, 2. otazkou bodov nespojitosti funkcie a 3. niekto-
rymi Specialnymi funkciami.

Kvoli strucnejSiemu a lahSiemu vyjadrovaniu zavedieme nasledujiice oznacenia:
f:I - (—o0, ) redlna funkcia definovana na intervale I;

C, mnozZina bodov spojitosti funkcie f;

D, mnoZina bodov nespojitosti funkcie f;

A}‘ mnoZina bodov, v ktorych existuje konecna alebo nekonecna derivacia funkcie f;
A, mnoZina bodov, v ktorych existuje kone¢na derivéicia funkcie f;

A‘f“’) mnoZina bodov, v ktorych existuje derivacia funkcie f a je rovna oo;

AY™ ) mnozina bodov, v ktorych existuje derivacia funkcie f a je rovna — co;

Ha( f ) mnozina bodov, v ktorych funkcia f nadobtda hodnotu a;

|A| bude znamenat vonkajsiu Lebesgueovu mieru mnoziny 4;

card 4 bude znamenat kardinélne ¢islo mnoZiny A.

PretoZze budeme potrebovat aj Diniho derivované &isla, pripomenieme si ich
definiciu. Cisla

[ (x) = lim inf L0 =S

t-x~ t— X
/7 (x) = lim sup _f_(%;f(_x) ,
tox- —x

f*(x) = lim ing S = /(%) ,

toxt t— X

. t) —

]’+(x) = lim sup i_._f_.(x_)
t-x* t— X

sa nazyvaju Diniho derivovanymi ¢islami funkcie f v bede x.

Celkom v kratkosti pripomenieme si aj definiciu vonkajsej Lebesgueovej miery
na priamke a lebesgueovsky merateInych mnoZin na priamke. Vonkaj§ia miera
|A| mnoZiny A redlnych éisel je infimum mnoZiny cisel ]J,,[, kde A= U J,, J,

n=1 n=1
st otvorené intervaly pre n = 1,2,3,...a ]J,,[ je di?ka intervalu J,. MnoZina A
sa vold lebesgueovsky meratelnd, ak pre kaZdii mnoZinu B redlnych Cisel plati:
|B| = [Bn A| + |B — A|. Ak A je lebesgueovsky merateln4, &islo |A| sa vola Le-
besgueovou mierou mnoZziny A.

*) Prednesené na II. konferencii slovenskych matematikov v Jasnej 1970.
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KedZe v &lanku sa budu vyskytovat otazky velkosti mnoZin z hladiska ich mohut-
nosti, z hladiska topoldgie a z hladiska Lebesgueovej miery, je dobré si uvedomit, aké
paradoxné situacie tu mdZu nastavat. Kazdd podmnoZina intervalu I mdze mat
mohutnost najviac mohutnosti kontinua, a preto z hladiska mohutnosti ,,malymi‘
mnoZinami su mnozZiny, ktoré st najviac spoetné. Zrejme z tohto hladiska ,,naj-
men$ou*‘ je prazdna mnoZina.

Aj z hladiska topologického je prazdna mnoZina ,,najmensia‘*‘. Po nej z hladiska
topologického povaZujeme za ,,najmensie* také podmnoziny intervalu I, ktorych
uzavery neobsahuju Zziadny otvoreny interval. Takéto mnoZiny nazyvame nikde
hustymi mnoZinami v intervale I. Od nich za ,,vaé8ie‘* povaZujeme spocetné zjedno-
tenia takychto nikde hustych podmnozin v intervale I a nazyvame ich mnoZinami
prvej kategdrie v intervale I v zmysle Bairea alebo kratko mnoZinami prvej kategdrie
v intervale I. PodmnoZina intervalu I, ktora nie je prvej kategdrie v intervale I, sa
nazyva mnoZinou druhej kategdrie v intervale I. Je zndme, Ze kazdy otvoreny alebo
uzavrety interval v intervale I je mnoZina druhej kategérie v intervale I. Vyplyva to
z Baireovej vety o kategériach ([ 19], str. 320). MnoZiny druhej kategdrie v intervale 1
mézu byt také, Ze ich komplement vzhladom na interval I je druhej kategdrie alebo
prvej kategdrie v intervale I. Tie mnoziny druhej kategdrie v intervale I, ktorych
komplement vzhladom na interval I je prvej kategorie, tzv. rezidudlne mnoZiny v I,
povaZujeme z topologického hladiska za ,,va&Sie‘* neZ tie mnoZiny druhej kategdrie
v intervale I, ktorych komplement vzhladom na I je druhej kategérie v intervale I.

Z hladiska Lebesgueovej miery je zas ,,najmenSou‘‘ mnoZinou mnoZina prazdna.
Prirodzene velkost meratelnych mnoZin z hfadiska Lebesgueovej miery posudzujeme
podIa velkosti ich miery. Po prazdnej mnoZine su ,,najmensimi‘‘ meratelnymi mno-
Zinami z hladiska Lebesgueovej miery tie merateIné mnoziny, ktorych Lebesgueova
miera je 0. Z hladiska Lebesgueovej miery ,,najvaésimi‘ merateInymi mnoZinami su
meratelné mnoZiny, ktorych miera je rovna ,,plnej‘‘ miere, t. j. miera ich komplementu
vzhladom na interval I ma mieru 0.

Teda mbZeme urobit tieto prehladné schémy:

Usporiadanie podmnozin intervalu I podla ,,velkosti* vzhladom na mohutnost:
0, t. j. prazdna mnoZina; najviac spocetné, mohutnosti kontinua.

Usporiadanie podmnoZzin intervalu I podla ,,velkosti“ vzhladom na topoldgiu:
0, nikde husté v I, prvej kategdrie v I, druhej kategérie v I, rezidualne v I.

Usporiadanie podmnoZin intervalu I podla ,,velkosti“ vzhladom na Lebesgueovu
mieru:

0, miery 0, kladnej miery a komplement vzhladom na I tieZ kladnej miery, ,,plnej*
miery.

Paradoxné situacie ¢o sa tyka velkosti mnozin moZno najlepsie popisat pomocou
dyadickych diskontinuf ([15], str. 134). Tvoria sa podobnym spdsobom ako Can-
torovo diskontinuum, t. j. ako prienik postupnosti neprazdnych uzavretych pod-
mnoZin uzavretého intervalu, priCom nasledujiica z tychto mnoZin vznikne z pred-
chadzajlcej tym, Ze z kazdej komponenty tejto vynechame vhodny otvoreny interval.
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Toto vynechavanie vhodnych otvorenych intervalov méZeme tak urobit, Ze Lebes-
gueova miera tohoto dyadického diskontinua je rovna ¢islu a, kde a je nezaporné
¢islo mensie ako Lebesgueova miera intervalu I ([15], str. 135). KaZdé takéto dyadické
diskontinuum je nikde hustd v intervale I a perfektnd mnoZina, t. j. uzavrend,
v sebe hustd, a je teda mohutnosti kontinua ([15], str. 135). Teda dyadické diskon-
tinuum je topologicky ,,mala‘‘ mnozina — nikde hustd v intervale I — a vzhladom
na mohutnost ,,velka‘‘ mnoZina, zatial¢o napr. mnoZina racionalnych &isel v inter-
vale I je spoCetnd, teda vzhladom na mohutnost ,,mala‘, ale je topologicky ,,vacsia‘

ako dyadické diskontinuum, pretoZe je prvej kategdrie v I. Ak v intervale I = <0, 1)
@
vezmeme dyadické diskontinud C, také, zZe |C,,| =1 - 1/n, je mnoZina 4 = Y C,

n=1
prvej kategorie v intervale I a ,,plnej** miery v intervale I, je totiZ |A[ = 1. Komple-
ment ] — A vzhladom na interval I je mnoZina rezidualna v I a Lebesgueovej miery 0.
Teda A je ,,menSia‘‘ ako I — A vzhladom na topoldgiu, ale ,,vacsia‘‘ vzhladom na
Lebesgueovu mieru.

Ak teda mame vysetrovat ,,velkost’* vynimo¢nych mnoZzin podla tychto troch
hladisk, musime si byt vedomi takychto paradoxnych situacii. O zdkladnych pojmoch
z tedrie mnoZin a topoldgie mobZe Citatel ziskat informdcie aj z knihy [1].

Pripometime si eSte definiciu mnoZin typu G; a F,. PodmnoZina A4 intervalu I je
typu G,(F,), ak je prienikom (zjednotenim) postupnosti otvorenych (uzavrenych)
podmnoZin intervalu I.

Prv nez by sme pristupili k vlastnej problematike, spomenuli by sme tri vety, ktoré
maju uzky suvis s najou problematikou.

Veta 1. (W. H. YOUNG (1903)) Pre kaZdi funkciu f je C, typu Gy a D, typu F,
([15], str. 251 a 304).

Veta 2. (V. JARNIK [17]) Ak funkcia f md v kazdom bode z I derivdciu (konecni
alebo nekonecni), je f' z prvej Baireovej triedy, t. . limitou postupnosti spojitych
Sfunkcii.

Veta 3. (R. BAIRE (1899)) Funkcia f je z prvej Baireovej triedy vtedy a len vtedy,
ked parcidlna funkcia f|[P md aspori jeden bod spojitosti v mnoZine P pre kazdu
perfektnii mnoZinu P ([2], [19], str. 326).

1.

Je dobre zname, Ze funkcia majica v bode x koneént derivaciu, je v bode x spojita.
Teda A, = C; alebo D, = (I — A}) U (A} — A;). Funkcia v bode nespojitosti
mdZze mat derivaciu, napr. f(x) = sign x mé vSade derivéciu a plati pre fiu: f'(x) = 0
pre x + 0af'(0) = co. Co moZno vieobecne povedat o mnoZine D,? O celej mnoZine
D, nemoZno vieobecne (okrem tvrdenia W. H. Younga) ni¢ povedaf. MoZno viak
vzdy nie€o povedat o jeho Casti obsaZenej v AY — A,. MnoZinu D s moZno rozloZit
na dve disjunktné &asti, a to D'V =D, n (I — A}) a D = D, n (A} — A)).
O Casti D A. L. BRUDNO dokézal, Ze je vZdy najviac spodetna.
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Veta 4. (A. L. Brudno [6]) Plati: card D < N,,.

Této veta ihned vyplyva z jednej inej vety W. H. Younga ([29]): KaZdd funkcia
md najviac spocetne mnoho bodov asymetrie. Kazdy bod z D(fz) je totiz bodom asy-
metrie v zmysle W. H. Younga, a teda card D}Z) < No. Bod x je bodom asymetrie
funkcie f v zmysle W. H. Younga, ak {«: existuje x,€I, x, < X,y pre n = 1,2,

3,.., lim x, =x a a= lim f(x,)} + {«: existuje x,el, x, > x,,; pre n=

= 1,2",*3?.., lim x, = x amloim f(x,) = a}. Totiz pre kazdy bod x e D, n A{”

plati: lim sup }Zto)o < f(x) < llrgﬁl:;ff(t) a hm 1nff(t) < lim sup f(¢) a pre kazdy bod

xeD; tr:xA( ®) plati: lim mff(t) > f(x) 2 > hm supf(t) ati;:n sup f(t) > lim 1nff(t)
tx- toxt

Teda kazdy bod x z D je bodom asymetrie.
Z vety A. L. Brudna ihned vyplyva tato veta:

Veta 5. (Z. ZauHorsk1 [31]) Ak funkcia f nemd derivdciu (konecni ani neko-
neénit) v najviac spocetne mnoho bodoch, mnoZina bodov nespojitosti funkcie f je
najviac spoletnd, a teda funkcia f je z prvej Baireovej triedy, t. j. card (I — A}) <
< No = card D, £ N, = f je z prvej Baireovej triedy.

Z poslednej vety je zrejmy dosledok: Ak mnoZina bodov nespojitosti funkcie f je
nespocetnd, je mnoZina bodov, v ktorych funkcia f nemd derivdciu (konecni ani
nekonecnit), nespocetnd, t. j. card D, > Ny = card (I — A}) > N,.

V stvislosti s tymto treba spomenit, Ze B. Bosarsk1 ([3]) a G. Piranian ([25])
dokazali, Ze pre kaZdiu spocetnit mnoZinu E typu G4 existuje neklesajica funkcia f,
ktord md v bodoch mnoZiny E derivdciu oo a v bodoch nepatriacich do mnoZiny E
derivdciu rovnu 0.

Z Brudnovovej vety je jasné, Ze charakter mnoZiny bodov nespojitosti podstatie
zavisi od mnoziny D( ). Tak mnoZina Dy je nespocetnd, ak D“) je nespocetnd, mad
Lebesgueovu mieru 0, ak md Lebesgueovu mieru 0 mnoZina I — A} a je prvej kate-
gorie v intervale I, ak I — Af je prvej kategorie v intervale I.

Tvrdenie A, = C, ukazuje, Ze mnoZina D, vplyva istym spdsobom na charakter
mnoZiny A,. Tak je napr. A, prvej kategdrie v intervale I, ak funkcia f ma vSade
derivdciu a mnoZina bodov nespojitosti funkcie f je hustd v intervale I, t. j. A; =1
a D, =1. Vtedy je totiz D, = AL UAS"™ (lebo I — A} =0) atedal =D, =
="A0 U AL ). Pretoze f' existuje na celom intervale I a pretoze f' je z prvej
Baireovej triedy, je A{ U A"”) mnozina typu G,. KedZe A U Ai™% je husta
v intervale I a typu Gy, je rezidualna v intervale I, a preto A, je prvej kategdrie v inter-
vale I. Neskor ukdZeme, Ze funkcie s takymito vlastnostiami skutoéne existuju.

Je zrejmé, Ze pre kazdy bod x nespojitosti funkcie f plati: bud lim inf f(r) + f(x)s

t—x~

alebo lim sup /() + f(x), alebo hm 1nff(t) * f(x), alebo lim sup f() +/(x). Z toho

t—+xt t=x*

sa Tahko odvodi, Ze pre kazdy bod nespojitosti funkcie f plati: bud [f'(x)| =
alebo [f'7(x)| = o alebo |f'*(x)| = oo, alebo [f'*(x)| = c0. Teda D, = {x:sup
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(U= 7 L # L T = 0} = &y, kde £ (), T (x).£*() a T*(x)
st Diniho derivované &isla. O poslednej mnozine A, dokdzal W. H. Young ([30]
a lema 1. z [6]), Ze je mnoZzinou typu G,. Je zrejmé, ze A, = I — A,. Z tvrdenia
W. H. Younga, Ze A, je mnoZina G, a z poslednej inklizie je zrejmé, Ze A, je prvej
kategorie v intervale I, ak mnoZina Zf je husta v intervale I (této mnoZzina je v tomto
pripade rezidualna v intervale I). Z naSich uvah je zrejmé, Ze D, = I = Z, je husta
vintervale I, a teda A, je prvej kategdrie v intervale I. Takto dostavame vetu M. K.
FORTA JR.:

Veta 6. (M. K. Fort Jr. [12]) Pre funkciu s hustou mnoZinou bodov nespojitosti
je mnoZina bodov, v ktorych existuje konecnd derivdcia, prvej kategdrie v intervalel,
t.j. D, = 1= A, je proej kategdrie v1.

Z tvrdenia W. H. Younga dé sa odvodit aj veta S. Cetkovica ([7]): Ak mnoZina
bodov spojitosti funkcie f a mnoZina bodov nespojitosti funkcie f su husté v I,
Jje mohutnost mnoZiny vsetkych bodov spojitosti, v ktorych f nemd konecnit derivdciu,
v kazdom podintervale J intervalu I mohutnosti kontinua, t. j. D, = C, =1=
= (J interval = I = card ((C, — A;) n J) = 2™).

Kym vety, ktoré sme zatial spominali davali ohraniCenie ,,velkosti‘ v topologic-
kom zmysle mnoZiny A,, podarilo sa F. M. FiLipczakovi odvodif tvrdenia, ktoré
davaja ohranicenie ,,velkosti‘ mnoZiny A’f" v topologickom zmysle.

Veta 7. (F. M. Filipczak [10] a [11]) Ak mnoZina bodov nespojitosti funkcie f je
v kazdom podintervale J intervalu I mohutnosti kontinua, je mnoZina bodov, v kto-
rych existuje derivdcia (koneénd alebo nekonecnd) funkcie f, prvej kategdrie
Bairea v intervale I, t. j. (J interval < I =>card (D, n J) = 2%°) = A% je pruej
kategorie v 1.

Existuja vsak aj vysledky v obratenom smere, t. j. zo znalosti, Ze A7 je v topolo-

gickom zmysle velmi silné, sidi sa na ohranifenie mnoZiny bodov nespojitosti. Tak
K. M. GARG dokazal: .

Veta 8. (K. M. Garg [13]) Ak mnoZina bodov, v ktorjch funkcia f md konecni
alebo nekonecnit derivdciu, je rezidudlna v intervale I, je mnoZina bodov nespojitosti
proej kategorie v a existuje taky systém navzdjom disjunktnych intervalov {Jn},T:l,

o0

Zel = U J, a na kazdom intervale J, mad funkcia f skoro vSade konecni derivdciu,
n=1

t. j. Af je rezidudlna v I = D, je prvej kategdrie v I a existuje disjunktny systém

{Ja}n=y intervalov, Ze I = \J J, a |J, — Ay = 0 pre kazdé n

n=1
F. M. Filipczakovi sa vSak podarilo v takychtc pripadoch, t. j. ked Af je rezidualna
v I, uplne charakterizovat mnoZinu bodov nespojitosti funkcie .

Vety existencného razu tykajice sa tejto problematiky moéze Citatel najst v ¢lankoch

[10], [11], [13], [20] a [21].

305



2.

Casto prvé predstavy Studenta pri pojme derivacie su spojené s predstavou jej
spojitosti. V pripade konecnej alebo nekonecnej derivacie uz derivacia funkcie
f(x) = sign x predstavuje nespojitd funkciu, totiZ f'(x) = 0 pre x # 0 a f'(0) = co.
V pripade konecnej derivacie taky jednoduchy priklad v jednom bode nespojitej
derivacie nejakej funkcie poskytuje derivacia funkcie ¢(x) = x*sin I/x pre x + 0
a ¢(0) = 0. Jej derivécia je funkcia ¢’(x) = 2x sin 1/x — cos 1/x pre x # 0a ¢'(0) =
= 0. KedZe ¢'(1/2nn) = —1 pre n =1, 2, 3,... a ¢'(0) = 0, nie je derivacia ¢’
v bode 0 spojita.

Ale uz v roku 1875 zostrojil G. DarBoux ({8]) derivaciu funkcie, ktora je nespojita
v kaZzdom raciondlnom ¢&isle. Jeho konsStrukcia vyuZiva nasledovné zname tvrdenie:

Ak rad ) f,(x) na intervale I rovnomerne konverguje a ak funkcie f,(x) su deriva-
n=1

ciami na I nejakych funkcii pre kazdé n, potom aj sucet Z f,,(x) je derivacia nejakej
n=1

funkcie. Za funkciu f,(x) G. Darboux bral v svojom priklade funkciu a /n

(¢(sin (nmx))’, t. j. funkciu, ktorej hodnota v &isle x v pripade |nx| % 0, 1, 2, 3, .

na, cos (nnx) (2nnx sin (1/sin (nmx)) — cos (1/sin (nnx))) a pre ostatné &isla x je 0

0

Konstanty a,, n=1,2,3,..., sa pritom tak volia, aby nekone¢ny rad ) a, bol
absolatne konvergentny. KedZe pre &isla x spliiajuce nerovnost |x| < lje |<p’:(=x1)| < 3,
je rad i f(x) na (= oo, o) rovnomerne konvergentny, a teda jeho stcet je derivacia
na (——':;j o) nejakej funkcie.

KedZe f,(x) je viade spojitd okrem bodov tvaru m/n, kde m je celé &islo, st funkcie

fo(x) pre n = 1,2, 3, ... spojité v kazdom iracionalnom ¢isle, a pretoZe rad . f,(x)
n=1

na (— oo, o) rovnomerne konverguje, je stiiéet radu Zf,,(x) funkcia spojitd v kazdom
n=1

iraciondlnom ¢&isle. To, Ze sudet radu Z fu(x) je v racionalnych &slach nespojita
n=1

funkcia G. Darboux nedokazoval, to len tvrdil. Ddkaz tohoto tvrdenia moZno najst.
v ¢lanku [14]. Tu L. HALPER.N poznamendva, Ze funkciu tohoto typu moZno dostat
aj pomocou jednoduch3ej funkcie. Funkcia f definovani na (— oo, o0) nasledovne:
f(x) = cos 1/x pre x + 0 a f(0) = 0 je derivaciou funkcie g definovanej nasledovne:

g(x) =J 2tsin 1/t dt — x?sin 1/x pre x + 0 a g(0) = 0. VoIme prostd postupnost
0
{a,},, cisel. Potom rad Z n~?f(x — a,)je na (— oo, o) rovnomerne konvergentny,

a teda jeho sucet je derlvacmu nejakej funkcie. MnoZinou bodov nespojitosti tejto
derivacie je prave mnoZina {a,, a,, as, ...} &isel.

Z predchadzajiceho prikladu vidiet, Ze pre kaZdu najviac spoletnu mnoZinu A
redlnych Cisel existuje funkcia f, ktorej derivdcia existuje vSade a ktorej mnoZina
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D;. bodov nespojitosti derivdcie je prdve mnoZina A. Vznikd otdzka, ¢ méZe byt
mnoZina bodov nespojitosti derivdcie existujiicej na nejakom intervale nejakej
funkcie nespocetnd. Ukazuje sa, Ze ano. Prvy takyto priklad udal uz v roku 1881
G. VOLTERRA ([28]). Tento priklad ma viak dalSiu vlastnost. Je to ohranicend deri-
vdcia, ktorej Riemannov integrdl neexistuje. Volterrov priklad je zhruba nasledovny:

Nech I ={0,1), 0 < g <1 a P je nikde husta perfektnd mnozina v I, ktorej

komplement méa Lebesgueovu mieru mensiu ako ¢. Nech pre n =1,2,3,... I, =

= (a,, b,) su vietky komponenty komplementu P, t. j. [ — P=U{I,:n=1,2,
n=1

3,...}, 1, st otvorené intervaly pre n = 1,2,3,...al,nI, =0 pren + m.

Definujme funkciu f: I — (—o0, o) nasledovne: Pre x € P kladieme f(x) =0.
Ozna¢me d, = max {d :de <0, 4(b, — a,)), ¢'(d) = 0}, kde ¢(x) = x* sin 1/x.
Kladme f(x) = ¢(x — a,) pre xe(a,,, a, +d,), f(x)=¢(d,) pre xe<a,+
+d,, b, — d, > af(x) = ¢(b, — x) pre x € (b, — d,, b,). Je zrejmé, Ze f'(x) existuje
na kazdom intervale (a,, b,) a f'(x) = ¢'(x) pre xe(a,, a, + d,), f'(x) =0 pre
xela, +d,b,—dyaf(x)=—¢'(b, — x)pre xe (b, — d,, b,).

Nech xeP. Ak je x <a, < u <b, plati: |[[f(u) — f(x)]/(u — x)| < |e(u —
—a)(u—a)<u—-a,<d, <ib,—2a,) pre a,<u<a,+d, |[f(u)-
— f(x)]/ u—x)|—|(p(d) u—x)] <d/(u~x)<d < ib,—a,) pre a,+
Fd2usb—dy a0 = FE = 0] = [0, - )il - 2] =
gd/(u—x)<d<(b—-a)preb d,<u<b, Ak je a,<u < b, < x,
plati tiez || f(u) — f(x)]/(u — x)| < 4(b, — a,). Z toho sa Tahko odvodi, Ze f'(x) = 0
pre kazdé x € P.

KedZe pre kazdé x e I je |¢'(x)| < 3,jeaj|f'(x)| < 3. Teda f* je ohranitena funkcia
na <0, 1) a Lebesgueova miera jej mnoZiny D, bodov nespojitosti ma mieru vacsiu
ako 1 — ¢. Preto f' nie je riemannovsky integrovatelnd.

H. LeBeSGUE ukéazal, Ze mnoZina bodov nespojitosti derivacie mdzZe mat ,,plna‘
mieru, t. j. [D,[ = lI] Konstrukcia takej derivacie je nasledovna: Nech P, je doko-
nala nikde husta v intervale I = <0, 1> mnoZzina a taka ze lI - P I < 1/n a nech f,,

je funkcia Volterrovho typu. Poloime P = U {P,in=1.23.}ah(x)=
= ia,, +(x), kde a, su také realne &isla, pre ktorZ': ;rlad Y a, absolitne konverguje.
Po’;;;n h ako sucet rovnomerne konvergentného radu 5'e= ]derivécia nejakej funkcie.
Ak x, € P, oznaéme nq = inf {n : Xo € P,}. Potom h(x) — h(x,) = "Ela (fu(x) =
= fu(x0)) + an(fro(x) = fro(x0)) + Z a,,(f (x) = fa(x0)). Zrejme platl1 lim nozla

n= ng x—=xgn=1

-(fu(x) = fa(x0)) = 0. Dalej je | lim Z a,(fi(x) = fix0))] < Z 6|a,| a oscilacia

xX—xp n=ng+1 [c9} n=ng+1
funkcie a,,o(f,,o(x) fr(x0)) v &isle x, je 2|a,,|- Ak rad ) a, ma ti vlastnost, Ze
n=1

la,| > 6 Z [a | pre kazdé n (napr. je tomu tak, ak volime a, = 137"), si bodmi
i=n+1
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_nespojitosti funkcie h vSetky body z P. Kedze |P[ = 1, je Lebesgueova miera mnoZziny
D, bodov nespojitosti funkcie h (uvedomme si, Ze funkcia h je derivacia nejakej
funkcie!) rovna 1 &iZze mnoZina D), ma ,,plnd‘* mieru.

Po tychto prikladoch, na ktorych sme si ilustrovali, aké mozu byf, ¢o sa tyka
mohutnosti a miery, mnoZiny bodov nespojitosti derivacie, pristupme k otazke, ¢o
mozZno vo vSeobecnosti povedat o mnozine bodov nespojitosti derivacie z hladiska
topologického. Z toho, Ze derivacia je z prvej Baireovej triedy, vyplyva, Ze mnoZina
bodov nespojitosti derivacie je mnoZina prvej kategdrie v intervale I. MnoZina bodov
nespojitosti akejkolvek funkcie je mnoZina typu F, (veta 1.). Preto mnoZina bodov
nespojitosti derivaicie je mnoZina typu F, a prvej kategdrie v intervale I. Ale obratene,
ak je dand mnozina E typu F, a prvej kategorie v I, vZdy existuje derivacia f’ funkcie
/> ktorej mnoZina D, bodov nespojitosti, je prdve mnoZina E. MnoZinu E m6zeme
totiz pisat ako spocetné zjednotenie nikde hustych v intervale I uzavretych mnozZin
E,. Pre kazdi mnozZinu E, zostrojime funkciu Volterrovho typu a metédou Lebes-
gueovou dostaneme derivaciu, ktorej mnoZina bodov nespojitosti je prave mnozina E.
Tym dostavame vysledok, ktory ako vetu formulovali A. M. BRUCKNER a J. LEONARD
(i5)).

Veta 9. (A. M. Bruckner a J. Leonard ([5])) Nutnd a postacujiica podmienka, aby
mnozina E < I bola mnoZinou bodov nespojitosti nejakej derivdcie, je, aby E bola
typu F, a prvej kategorie v .

V ramci tejto asti ¢lanku pripomenuli by sme si este jednu zaujimavu vec. Z. Za-
horski ([32]) pri vySetrovani vlastnosti derivacii zaviedol niekolko tried funkcii.
Ako triedu .#, oznadoval triedu vSetkych funkcii definovanych na intervale I z prvej
Baireovej triedy s Darbouxovou vlastnostou. Funkcia f realnej premennej md
Darbouxovu vlastnost, ak obraz pri funkcii f kaZdého intervalu je suvisld mnoZina.
Je zname, Ze kazda derivacia funkcie s Darbouxovou vlastnostou je funkcia z prvej
Baireovej triedy s Darbouxovou vlastnostou, teda z triedy .# ;. Ovsem trieda ., je
SirSia trieda ako trieda vSetkych derivacii s Darbouxovou vlastnostou, existuju totiz
funkcie z prvej Baireovej triedy s Darbouxovou vlastnostou, ktoré-nie si derivaciami
([32]). G. Croquer ([16]) a I. MaxiMorr ([ 23] a [24]) dokazali, Ze pre kaZdi funkciu
f:40, 1) - (—oo, oo) z prvej Baireovej triedy s Darbouxovou vlastnostou existuje
rastica spojitd funkcia h : 0,1y — €0, 1) tak, 2e h(0) = 0 a h(1) = 1 a sloZend
funkcia f(h(x)) je derivdcia nejakej funkcie. Tato veta ukazuje, Ze z istého topolo-
gického hladiska su funkcie z prvej Baireovej triedy s Darbouxovou vlastnostou
,.ekvivalentné‘“ derivaciam funkcii.

3.

Ak funkcia f: 1 - (—c0, 00) ma v I husti hladinovii mnoZinu H,(f) pre nejaké
&slo a, potom zrejme C, = H,(f). V roku 1887 udal J. KopckE ([17]) priklad
funkcie f, ktord mala vSade ohranicenii derivdciu a mnoZiny {x:f'(x) > 0} a
{x:f'(x) < 0} st husté v intervale I. A. Dexyoy ([9]) uviedol 3tyri konstrukcie
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takychto derivécii, t. j. derivacii, ktorych ako mnoZina vsetkych bodov, v ktorych je
derivacia kladna, tak aj mnoZina vSetkych bodov, v ktorych je derivacia zporna,
je husté v intervale I. Pre derivacie tychto typov je Ho(f') mnoZinou hraniénou hustou
v intervale I. Iny priklad derivacie takéhoto typu podal D. PompEIU ([26]) Pomocou

jednej vety E. Borela dokazuje tu D. Pompeiu, Ze funkcia f(x) Z ns/(x = d,),

kde a, > O pre n = 1,2, 3, ... md vSade derivdciu, ak radz \/a je konvergentny
n=1

Pritom {d, },> ; znamena nejaku v intervale I hustl postupnost realnych &isel. S. MAR-
cus ([22]) zlepsil toto tvrdenie D. Pompeiua v tom zmysle, Ze podmienku konvergen-

0

cie radu Y \/a, nahradzl podmienkou konvergencie radu z a,. Funkcia zavedena
n=1 n=1

D. Pompeluom f(x) = Z »3/(x — d,) ma kone¢nu deriviciu vo vietkych bodoch,
v ktorych rad Z o(x — d )~ %'* konverguje a viade inde f’(x) = oo. KedZe funkcia f

je rastuca, ex1stUJe k nej inverzna funkcia g, ktorej mnozina Ho(g ) nulovych bodov
derivacie g’ obsahuje mnoZinu {f(d,),f(d,),f(ds), ...}, &iZe je husta v intervale
f(I). KedZze mnoZina Hy(g') je su¢asne mnoZinou typu G, pretoZe g’ je z prvej
Baireovej triedy, je Ho(g') rezidudlna mnoZina.

Studiu Pompeiuovych funkcii venoval S. Marcus citovany &lanok [22], kde sa
zavadzaji rozne typy takychto funkcii. Funkciu f nazyva Pompeiuovou funkciou
na intervale I, ak md na intervale I ohraniceni derivdciu a ak Ho(f’) je hraniéna

hustd mnoZina v intervale I, t. j. Ho(f') = I — Ho(f') = I. Pomocou jednej vety
G. Choqueta ([16], str. 216) sa tu napr. dokazuje existencia Pompeiuovej funkcie,
ktorej derivdcia je spojitd v kaZdom bode danej v intervale I hranicnej a hustej
mnoZiny E typu Gs a ktorej mnoZina nulovych bodov derivdcie sa zhoduje s mnoZi-
nou E. S. Marcus dokazal, Ze derivdcia kaZdej Pompeiuovej funkcie nie je rie-
mannovsky integrovatelnd na fiadnom intervale J intervalu I. Ked si uvedomime,
7e spojita funkcia je riemannovsky integrovatelna na kaZdom uzavretom intervale
a derivacie patria v Baireovej klasifikacii do najblizsej triedy po triede spojitych
funkcii, vidime silu tohto tvrdenia. OvSem eSte silnejSie tvrdenie v tomto smere odvodil
A. M. Bruckner ([4]). S. Marcus nazval funkciu f funkciou typu P, na intervale I,
ak md vSade na I koneénii derivdciu a ak H(f") je hraniénd hustd mnoZina v inter-
vale I. A. M. Bruckner v citovanom ¢lanku ukazal, Ze existuju funkcie typu P,,
ktorych derivdcie nie su lebesgueovsky integrovatelné na intervale I.
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