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“ naeum, ktery zacal vychazet v roce 1883, a zudastnil se rovnéZ sport o Rukopis
kralovédvorsky a Rukopis zelenohorsky na strané jejich odptrcti. KdyZz byla zaloZena
roku 1890 Ceskd akademie pro védy, slovesnost a uméni, stava se jednim z prvnich
¢lent této instituce. :

Zivot Seydlertiv byl kratky. Umira ve v&ku 42 let na plicni tuberkuldzu a byl poht-
ben na OlSanskych hibitovech ve druhém oddéleni v hrobé €. 65 na patém hibitove.
Prof. Seydler vykonal mnoho pro rozvoj fyziky a astronomie a dnes Ize opravdu fici,
7e je zakladatelem moderni tradice obou t&chto v&dnich oborli u nas. Jak vyznamné
postaveni zaujimal v eském kulturnim Zivot€ v druhé polovin€ 19. stoleti, o tom
sv&d¢i slova vyznamného lékafe a jeho soucasnika i pfitele prof. dr. E. Alberta,
ktera pronesl nad jeho rakvi: ,,...poznal jsem, Ze je Seydler jednim z nejhlubSich
duchii v Cechach a jednim ze srdci nejSlechetn&jsich*.

HILBERTOVY PROBLEMY

O TRETIM HILBERTOVE PROBLEMU

JAROSLAV SEDIVY, Praha

Tteti Hilbertiiv problém patfi do sféry elementarni euklidovské geometrie. Ocitujme
nejprve vytah z &asti Hilbertovy pfednasky:
Gauss vyjadtil politovani nad tim, Ze n&které znamé vysledky se ve stereometrii
ziskavaji exhaustni metodou. . . Specialn& se zmitiuje o vété z Euklidovych Zdkladi,
podle které jsou objemy &tyfsténi se shodnymi vySkami v témZ poméru jako
obsahy podstav téhto &tyfsténd. ...zda se mi, Ze dikaz této véty nelze provést
pomoci shodnych rozdgleni &tyfsténd, ale to lze samoziejmé potvrdit jen pfesnym
zdtivodnénim nedokazatelnosti véty. To by bylo podéano, kdyby se podafilo najit
takové dva Ctyfstény se shodnymi vy$kami a s podstavami se stejnym obsahem,
které nelze Zadnym zptsobem rozdélit na shodné &tyfstény a které nelze shodnymi
&tyfstény doplnit na shodné rozloZitelné mnohostény.
Naznaéme podstatu problému trochu Jifeji, neZ je objasnéna v uvedeném citétu,
protoZe Hilbert pouzil fady termint, které dnes jiZ nejsou tak bézné jako na pocatku
stoleti.
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1. PODSTATA PROBLEMU

Pojmy obsah rovinného tutvaru a objem prostorového té€lesa se dnes chapou jako
zvlastni pifipady mér geometrickych utvar, tj. jako funkce definované na jistych
systémech podmnoZin roviny, resp. prostoru.

Necht je M neprazdnou bodovou mnoZinou, ktera je vybavena systémem zaklad-
nich okoli iednotlivych bodu, a déale grupou shodnych zobrazeni. Zvolime-li n&jaky
soubor Q podmnoZin mnoZiny M, nazveme mirou na souboru Q kazdou funkci pu,

ktera ma tyto vlastnosti:

1. Pro kazdé X e Q plati: p(X) je nezdporné realné &islo.
2. Pro kazd4 X, Ye Q plati: X je shodné s Y= p(X) = p(Y).
3. Prokazda X, Ye Q a X u Ye Q plati:
X a Y nemaji spole¢ny vnitini bod = u(X U Y) = u(X) + pu(Y).
4. Existuje K € Q, pro které plati: u(K) = 1.

Aplikujme tuto obecnou definici ve dvou specialnich pfipadech a zvyraznéme
zapisem ve dvou sloupcich analogii, kterou lze mezi nimi pozorovat.

Zvolime M jako euklidovskou rovinu,
soubor Q vSech mnohouhelnikid v roving
a jednotkovy étverec K; mirou u na sou-
boru Q bude obsah mnohouhelnika.

KaZdy mnohouhelnik P v roviné€ lze
nekoneéné mnoha zpiusoby vyjadrit jako
sjednoceni koneéného poctu trojihelnik
Ty, Ty, ..., Ty, z nichZ Zddné dva nemaji
spoleny vnitini bod; piSeme

k

P=UT,
i=1

a mnoZinu {T, T,,..., T,} nazyvame
rozd€lenim mnohouhelnika P.

Plati .
u(P) = 'glﬂ(Ti)-
Jsou-li mnoZiny trojuhelniki
A={T,,T,,..., T},
B ={T}, T, ... T{}

rozdélenimi dvou mnohouhelnikt P, P*

Zvolime M jako euklidovsky prostor,
soubor 2 v§ech mnohostént a jednotko-
vou krychli K; mirou g na souboru Q
bude objem mnohosténu.

Kazdy mnohostén P 1ze nekonedng
mnoha zplsoby vyjadfit jako sjzdnoceni
konecného poctu &tyfstént Ty, T, ...,
Ty, z nichZz 7adné dva nemaji spoledny
vniténi bod; piSeme '

\

k
P=UTI
i=1

a mnozinu {T, T,,..., T,} nazyvame
rozdé€lenim mnohosténu P.

Plati
k
u(P) =3 u(T).
i=1
Jsou-li mnoZiny ¢tyfstént

A4 = {TD T2a LR 7;(} >
B={T}T),... '}

rozdélenimi dvou mnohosténi P, P*
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‘a lze-li A zobrazit na B tak, Ze vzor a ob-

raz jsou shodné trojuhelniky, fikame, Ze
P, P* jsou shodné rozdélitelné mnoho-
dhelniky.

Pro kazdé dva mnohouhelniky X,Y
plati:

w(X) = u(Y) pravé tehdy, jsou-li shodné
rozdglitelné.

(v&ta Bolyaiova-Gerwienova).

a lze-li A zobrazit prosté na B tak, Ze
vzor i obraz jsou shodné Ctyfstény,
fikame, Ze P, P* jsou shodné rozdélitelné
mnohostény.

Pro kazdé dva mnohostény X, Y plati:
w(X) = p(Y) pravé tehdy, jsou-li X, Y
shodné rozdélitelné.

Hilbertiv problém spociva v tom, jak
vyvratit platnost této véty.

Uvédomime-li si, Ze F. BoLyar a P. GERWIEN dokazali citovanou vétu o mnoho-
uhelnicich jiz na pocatku 30. let 19. stoleti a Ze je$t€ ani na konci stoleti nebyla
dokézana obdobna véta pro mnohostény, pochopime, Zze Hilbert jisté zcela pravem
povazoval tuto situaci za problematickou. Je zajimavé, ze Hilbert daval formulaci

~wr

problému najevo, Ze nevéfi v platnost takové véty, ackoliv nékteti matematici 19. sto-
leti dosahli ¢astecnych uspéchili, napt. M. D. M. HiLL dokazal r. 1896 existenci &ty¥-
sténti shodné rozdélitelnych s hranoly (obr. 1 naznacuje rozdéleni obou téles na Ctyfi

éasti, rozdéleni na étyfstény je jiz snadné).

D,

H H, L
AN
AN
AN
AN
AN
A N\
A A —— ==L~
AR
;
Obr. 1.
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Treti Hilbertizv problém miiZeme redukovat na vlohu:

Dokazte existenci dvou mnohosténii, které maji stejny objem, ale nejsou shodné roz-
délitelné na ctyrstény.

Hilbert motivoval sviij postoj postfehem K. F. GAUSSE, Ze ve stereometrii se
pouZziva exhaustni metody daleko Cast&ji neZ v planimetrii. Exhaustni metoda vy-
poétu miry geometrického utvaru spocivd v tom, Ze méfeny tutvar ,,vypliiujeme*
utvary, jejichz miru dovedeme uréit; stanovime-li supremum mér takovych utvari,
miizeme za jistych podminek dokézat, Ze je mirou méfeného utvaru. Ve Skole se
exhaustni metoda naznaluje pfi uvedeni vzorce pro obsah kruhu, kdy se pouZziva
pravidelnych n-tithelnik? vepsanych do kruhu.

Viimnéme si nidpadného rozdilu v odvozovani vzorcli pro obsah trojuhelnika
a pro objem Ctyfsténu:

Piedpokladejme, Ze je jiz dokazan vzorec  Predpokladejme, Ze je jiZ dokazan vzorec
pro obsah rovnobé&Zznika P se zdkladnou pro objem hranolu P s podstavou o ob-

a, vyskou v, sahu A4, vyskou v,
wP)=a.v,. wP)=A4.v,.
c D
T o
T
A a B
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"Potom umime dok4zat vzorec pro Pesto pak nedovedeme dokazat vzo-
obsah kteréhokoliv trojuhelnika T tak, rec pro objem libovolného &tyfsténu T
Ze ho doplnime na rovnob&Znik pomoci tak, Ze bychom jej doplnili na hranol

shodného s nim trojuhelnika T': pomoci Etyfsténd s nim shodnych. Vzo-
rec
P=TuT (obr2).
( ) wT)=134.v,
Plati zfejmé, Ze 4(T) = u(T"), dokazujeme né€kterou z variant exhaustni
u(P) = w(T) + (T’ metody (obr. 3).

w(T) =3u(P)=1a.v,.

Schodovité téleso J, vepsané do étyfsténu vytvofime sjednocenim hranoli s vySkou
rovnou n-tin€ vySky Ctyfsténu a s podstavami podobnymi podstavé ABC; obdobné
vytvoifime opsané schodovité téleso O,. Je ziejmé, Ze pokud existuje ¢islo T, plati pro
kazdé n > 1:

w(J,) < W(T) £ w(0,) .

Snadnym vypoétem, ktery byval i ve stfedosSkolskych uéebnicich, ziskame vzorce
n(n —1)(2n — 1)
6n3

n(n + 1) (2n + 1)
6n® )

_ Lo o2 2
u(J,,)—Ava;;[l +22+ ...+ (n—=1)*] = Ay,

- ez 52 27 _
u(O,,)——Ava;;[I + 2%+ ...+ n?] = Ay,

Teprve limitnim procesem ziskame vysledek u(T) = 14 . v,

Vysledny koeficient 4 je dokonce kmenny zlomek; je proto podivné, nedovedeme-li
se k nému dopracovat jinak neZ pfes soucet nekonecné rfady. O téchto otazkach se
zmifiujeme proto, Ze o nich hovofil Hilbert v motivacni uvaze pfed formulovanim
tfetiho problému; v dal§im odstavci se vsak budeme zabyvat jen feSenim vyse zformu-
lované ulohy o shodné rozdélitelnosti mnohostént.

2. RESENI PROBLEMU

Uloha o shodné rozdélitelnosti mnohosténii majicich stejny objem napadné
pfipomina dlouhovéké problémy sestrojitelnosti jistych bodl kruZitkem a pravitkem,
vzpomenime na duplikaci krychle, trisekci thlu, kvadraturu kruhu, vpisovani pra-
videlnych mnohouhelnikt do kruZnice apod. Nyni mame rozhodnout, zda lze vidy
jeden ze dvou mnohosténli se stejnym objemem ,,rozfezat* na &tyfstény tak, Ze po
jejich preskupenti lze sloZit mnohostén shodny s druhym.

Oba typy problémi maji spole¢né to, Ze mohou vyvolat snahu o experimentalni
prové&fovani moznosti na hmotnych modelech, ale tim se usil{ dostava do slepé ulicky.
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Zminéné problémy jsou sice geometrické, ale nejsou rozhodnutelné geometrickymi
prostfedky, protoZe nedovedeme spolehlivé rozlisit dva body ziskané grafickymi kon-
strukcemi ani spolehlivé posoudit shodnost hmotnych mnohosténti. Pokud jde o roz-
liSeni dvou matematickych objektl, mame nejjemnéjsi nastroje v teorii &isel, ktera
veelku sp€Sné vypracovava metody, jak rozhodnout, zda &islo splitujici jisté pod-
minky je racionalni ¢i iracionélni, algebraické ¢i transcendentni nad oborem racio-
nalnich ¢isel apod. Vzpomerime v historické souvislosti s Hilbertovym problémem,
Ze v r. 1882 F. LINDEMANN dokazal trancendentnost &isla wt, a tim byla rozhodnuta
otazka proveditelnosti kvadratury kruhu kruZitkem a pravitkem. Nepiekvapi nas
proto, Ze i pti feSeni tfetiho Hilbertova problému vedla cesta do oblasti matematiky,
které studuji ¢iselné mnoZiny.

Nazna¢me nejprve ideu pfechodu od rozdé€lovani mnohosténti na Ctyfstény k ¢&i-
seln& teoretickym ivaham. Necht je dan mnohostén M (obr. 4a) a jeho rozdgleni na

|
|
|
lu

|

|
|t
)//

mnohostény M, M,, M, (obr. 4b); v obr. 4a jsou ¢arkovan€ vyznaleny usecky, které
se stavaji novymi hranami t&les M,, M ,, M kromé& t&ch, které se ,,dédi*‘ z pivodniho
télesa M. Pismena r, s, t, u, r', s, t’ pfipsana k t€mto se¢kam oznacuji jejich délky,
pismena o, 8, y oznacuji velikosti klint (velikost klinu sevieného dvéma polorovinami
vyjadfujeme velikosti tihlu, ktery je priinikem klinu a roviny kolmé k jeho hrang).
Hrany mnohosténu M lze odislovat a oznalit je pismeny x;, kde i = 1,2, ..., h.
Kazdé hrané x; pfitadime jeji délku d; a velikost v; vnitfniho klinu mnohosténu u této
hrany (v radidnové mife), pak vytvotime souciny d; . v; a soucet

Obr. 4a. Obr. 4b.

h
H(M) = Z d;.v; kde h je poCet hran mnohosténu M .

i=1
Obdobné ur&ime &isla H(M,), H(M,), H(M) a snadno zdivodnime, Ze plati
H(M) = H(M,) + HM,) + HM;) + u(@ + f+7) = (r +s+1). 1 —
~(r+s+1t).m.
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Cislo m se dostava do pfedeslého vyrazu jako soudet radidnovych mér téch klint
v télesech M, M,, M3, které po slozeni t€lesa M maji hranu uvnitf nékteré stény.
Soudet @ + B + y = 2m, protozZe po sloZeni télesa M dostaneme kolem hrany u plny
klin, hrana u lezZi v t€lese M a obsahuje jeho vnitini body.

V popsané uvaze jsme pracovali s kolmym hranolem a pouzili jsme jen nejjedno-
dussiho zpisobu jeho rozdéleni, podrobna diskuse vSech moznych zplisobli rozdéleni
mnohostén je znacné€ zdlouhava, vede vsak k vysledku, ktery shrneme v nasledujicim
lemmatu.

Lemma. O kazdém mnohosténu M plati: je-li M rozd€len na ¢tyistény Ty, T,, ..., T,
pak
H(T,) + H(T,) + ... + H(T,) = HM) + p.n + q . 2m,

kde p je souctem délek viech hran Ctyfsténi, které leZi na povrchu mnohosténu M
zatimco ¢q je souctem délek vSech hran Ctyfsténa, které leZi uvnitf mnohosténu M.

Z uvedeného lemmatu nedostavame jesté Zddnou vyhodnou ¢iselnou charakteristiku
shodn& rozdélitelnych mnohostént M, N, protoZe &isla H(M), H(N) se mohou li3it
o realné nasobky Cisla n. Pfesto vSak hraje vztah uvedeny v textu lemmatu dtleZitou
roli v motivaci dalSiho kroku k feSeni Hilbertova problému, kterym eliminujeme
nepfijemny vliv zpisobu sloZeni ¢tyfstént na Ciselnou charakteristiku H(M), tj. Cisel
p, q. Misto soudinii d; . v; pouZijeme soudint d; . f(v;), kde f bude aditivni funkce na
mnozing 4 = {m, v, v,, ..., 0}, ktera pfifazuje &islu © hodnotu f(r) = 0.

To je ta genidlni mySlenka, kterd umoZiiuje roziesit tfeti Hilbertiiv problém; misto
&isla H(M) pfifazujeme kazdému mnohost&nu &islo

I(M) ziid" S(v),

které H. HADWIGER nazval invariantem mnohosténu M (vzhledem k f).
PrepiSeme-li text lemmatu pomoci tohoto pojmu, ziskame vyrok

(T)+I(Ty) + ...+ IT,)=1M)+ p.0+q.0.

Odtud je jiZ jen krok k dikazu véty, ktera se bezprostfedné uplatiiuje v feSeni pro-
blému. '

Hadwigerova véta. Nechf jsou M, N dva shodné rozdélitelné mnohostény.
Ozna¢me pismeny vy, v,, ..., U, velikosti vnitfnich klini mnohosténu M a pismeny
Wy, W, ..., w, velikosti vnitfnich klint mnohosténu N. JestliZze lze na mnoZiné A =
= {m, vy, ..., Uy Wy, ..., W,} definovat takovou aditivni funkci f, Ze plati f() = 0,
pak

I(M) = I(N).

Obmeénou Hadwigerovy véty ziskame navod k feSeni problému:

Budeme hledat dva mnohostény M, N s tymz objemem, kterym lze pfifadit takovou
funkci f popsanou v textu Hadwigerovy véty, Ze invarianty I(M), I(N) jsou navzijem
rizné; takové mnohostény pak nejsou shodné rozdélitelné.
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Prvni pfiklad takovych téles publikoval jiZ v r. 1900 némecky matematik M. DEHN
(tehdy tfiadvacetilety!), nalezl je dokonce mezi pravidelnymi télesy. Jeho puvodni
postup byl vSak zna¢né sloZity a nepfehledny, proto se v soucasné literatufe nere-
produkuje. Jednodussi dikazy podala fada matematiki, napt. V. F. KAGAN (1913,
1933), Suss (1921), H. HADWIGER (kolem r. 1950), V. G. BoLTJaNSKDI (1956). Na-
znadéime zde ideu diikazu publikovaného poslednim jmenovanym autorem v [1] a [2].

Dehnova véta. Zadna krychle neni shodné rozdélitelna s pravidelnym &tyfsténem,
ktery ma stejny objem jako krychle.

Dukaz. PouZijeme-li stejného oznaceni jako v Hadwigerové vét€, ziskame v, =
=0, =...=0, =41, wy=w, =... =ws = ¢, kde ¢ = arccos4. Vysledek
cos ¢ = % snadno ziskame pomoci pravouhlého trojuhelnika, jehoZz vrchol je téZistém
jedné stény a preponu tvoii téZnice dalsi st€ny Ctyfsténu. Dostdvame velmi ,,malou‘
mnoZinu A = {r, m, ¢}, na které mame definovat vhodnou funkci f. Podstatnou
pomoc zde poskytuje teorie Cisel tim, Ze nabizi tento poznatek: ¢islo arccos 4 neni
racionalnim nasobkem &isla 7. To znamena, Ze z volby f(n) = 0 plyne sice f(3n) = 0,
ale maze byt f(¢) + 0.

Zvolme funkci f takto: f(n) = 0, f(3n) = 0, f(¢) = 1; snadno ovéfime, Ze jde
o funkci s vlastnostmi poZadovanymi v Hadwigerové vét&. Uréeme nyni &isla I(M),
I(N); pro krychli M, jejiz hrany maji délku a dostaneme I(M) = 12a. f(3m) = 0,
pro &tyistén N je &islo I(N) rovno soudtu délek hran télesa, plati tedy I(N) = 0.
ProtoZe je I(M) # I(N), neni krychle shodné rozdglitelna s pravidelnym G&tyfsténem.

3. DALSI VYSLEDKY

Treti Hilberttv problém byl rozfesen vzapéti po svém publikovani. Nestal se tedy
,ofiskem*, prfi jehoZ tusilovném feSeni se po dlouhou dobu rozviji néktera oblast
matematiky. Potvrdilo se Hilbertovo ofekavani, Ze na rozdil od roviny neni shodna
rozdélitelnost prostorovych utvartt ekvivalentni rovnosti jejich m§r. Ve vysoko-
Skolskych udebnicich geometrie se tento poznatek uplatiuje jako vystraha pied
unahlenymi analogiemi p¥i pfenaseni poznatk z prostoru jedné dimenze do prostoru
s jinou dimenzi.

Pozoruhodné vysledky byly ziskany pfi uplatnéni grupového hlediska, jehoz
iniciatorem byl, jak zndmo, F. KvLEIN v r. 1872. Pii vytvafeni jednoho télesa ze
Ctyfsténi ziskanych rozdélenim jiného télesa, pfemistujeme tyto Ctyfstény; nazorné
piedstavy o pfemistovani lze vystihnout pomoci pfimych shodnych zobrazeni
v prostoru a jejich skladani. MnoZina vsech pfimych shodnych zobrazeni je grupou
vzhledem k operaci skladani zobrazeni, proto je moZni chapat Hilbertiiv problém
jako zaleZitost tykajici se grupy pfimych shodnosti v prestoru.

Grupa pfimych shodnosti v roviné ma nepfeberné mnoZstvi podgrup, mezi nimi
muiZeme viak vytknout zejména

— grupu S viech translaci a sttedovych soumérnosti,

— grupu T vSech translaci.
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 Problematika shodné rozdélitelnosti mnohouhelnikit s tymZ obsahem byla kladné
zodpovézena jiz Bolyaiovou-Gerwienovou vétou, v niz se také mlc¢ky pfedpokladalo
uziti zobrazeni z grupy pfimych shodnosti. Svycarsti geometii H. HADWIGER a
J. P. GLUR dokazali r. 1951 silngj§i vétu, jejiz obsah si vysvétlime po definici néko-
lika pojmil, zejména S-rozdélitelnosti mnohothelniku.

Jsou-li mnofiny A = {T,, T, ..., T,}, B = {T{, T,', ..., '} po radé rozdélenimi
mnohothelniki P, P* a lze-li prosté zobrazit A na B tak, Ze vzor a obraz jsou troj-
uhelniky zobrazitelné navzdjem nékterym zobrazenim z grupy S, pak P, P* na-
zveme S-rozdélitelnymi mnohothelniky.

Volné feceno, pii jakékoliv poloze P, P* lze P rozdélit na trojihelniky takovym
zpuisobem, Ze z nich sestavime P* a pfitom budeme jednotlivé trojuhelniky jen po-
souvat nebo otacet o 180° (vyludujeme otaceni o jiny uhel). Pokud bychom pouZili
dokonce jen posouvani (tj. prvkdt mnoZiny T), mohli bychom hovofit o T-rozdélitel-
nosti mnohothelnik.

Hadwigerova-Glurova vé&ta. Pro kazdé dva mnohouhelniky X, Y plati: p(X) =
= u(Y) pravé tehdy, kdyz X, Y jsou S-rozdélitelné.

Diikaz v&ty je podan v [1] a [3]. Vznika otazka, zda obdobna véta neplati pro
T-rozdé€litelnost mnohothelnikli. V tomto sméru dava vycerpavajici odpovéd bro-
Zura [1]:

Boltjanského véta. Grupa S je nejmensi podgrupou grupy pfimych shodnosti
v roviné, pro kterou lze dokézat ekvivalenci mezi rovnosti mér a rozdélitelnosti
mnohouhelnikti v takové grupé.

Pojem T-rozdélitelnosti mnohotuhelnikit tedy neni ekvivalentni rovnosti jejich mér.
V. G. Boltjanskij dokazal vsak fadu dalSich vét o pojmu 7T-rozdélitelnosti mnoho-
uhelniki, napf. objevil, Ze konvexni mnohothelnik X je T-rozdéglitelny se ¢tvercem Y
o stejném obsahu pravé tehdy, kdyz X je stfedové soumérny.

Uvedena problematika ukazuje, Ze tzv. elementarni geometrie umoziuje formulo-
vat fadu problémi, pfi jejichZ feSeni je tfeba pouzit aparatu, ktery nikterak neni
elementarni v onom zlehCujicim smyslu slova. V poslednich desetiletich se zejména
studuji problémy kombinatorické geometrie (Stenaf se s nimi seznami v nékterém
z dalSich ¢isel Pokrokil). Zajemce o hlubsi poznani problematiky souvisejici s tfetim
Hilbertovym problémem plné uspokoji publikace [2] a [3] s bohatou bibliografii.
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