Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Oldtich Kowalski
O geometrii laplasianu. I

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 26 (1981), No. 1, 23--41

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/137716

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematikt a fyzikt, 1981
Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to

digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/137716
http://project.dml.cz

O geometrii laplasianu I
Oldrich Kowalski, Praha

Predmluva

Tento &lanek vznikl urditym rozsifenim autorovy série pfednasek na Zimni Skole
o abstraktni analyze v Krkonosich (sekce geometrie) v unoru 1980. Rozsifeni se tyka
hlavné podrobnéjsiho vysvétleni nékterych zakladnich pojmi.

Je vzdy uréitym problémem rozhodnout, které partie z moderni diferencidlnt geo-
metrie by mohly vzbudit §irsi zdjem ¢tenarl nespecialistii. ZkuSenosti ukazuji, Ze dobrou
Sanci maji takova témata, kterd bud souvisi s matematickou fyzikou, nebo netrividlnim
zplsobem roz§ifuji ¢tenafovy znalosti z klasické analyzy. Zvlast pfitazlivou se mi z to-
hoto hlediska zdala monografie M. Bergera a jeho spolupracovnikii o spektru laplasianu
Riemannovy variety (Lecture Notes in Mathematics, sv. 194), ze které jsem ve svém
vykladu Cerpal predevsim. Bylo by ovSem $koda nevyuZzit moZnosti a nepojednat o geo-
metrii laplasidnu i v nékterych jinych smérech, zejména vSeobecné o harmonickych
funkcich v souvislosti s ,,neklasickymi‘ vétami o priméru.

ProtoZe nejcennéjsi na predloZenych vysledcich je urdita jejich geometrickd intuitiv-
nost, pokusil jsem se dosti podrobné uvést étenafe do zakladnich mysSlenek a pojmi
Riemannovy geometrie. Clinek je rozdélen na dvé &sti a jeho obsah je podrobngji
¢lenén podle kapitol.

Obsah 1. &asti:

1. Zéakladni pojmy z Riemannovy geometrie.
2. Zakladni pojmy z tenzorové analyzy.*)
3. O lokalni geometrii laplasidnu.

Obsah II. &asti:

4. Spektrum Riemannovy variety.
5. Geometrické véty o prvni nenulové vlastni hodnoté.
6. Rovnice vedeni tepla na varieté a spektralni geometrické invarianty.

1. Zikladni pojmy z Riemannovy geometrie

1.1. Zikladnim pojmem, se kterym budeme déle pracovat, je pojem Riemannovy va-
riety. Nebudeme se zde zabyvat abstraktni definici (viz napt. [5], [8]), ale k objasn&ni

*) Podrobnéj$i vyklad ke kapitolam 1 a 2 najde &tenaf v knize LEo BoCKA Tenzorovy pocet, Mate-
maticky semindi SNTL, Praha 1976.
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pouzijeme modelu, ktery je stejné ndzorny jako zcela obecny. Podle zakladniho vysledku
J. F. Nashe Ize totiZz kazdou abstraktni Riemannovu varietu modelovat jako nékterou
podmnoZinu eukleidovského prostoru dostatecné vysoké dimenze.

Hladkou varietou (pfesngji: podvarietou) dimenze n v eukleidovském prostoru
R H[xy, <.+y Xu44] Tozumime neprazdnou podmnoZinu M < R"** této vlastnosti: ke
kazdému bodu x € M existuje okoli U, v prostoru R"** takové, ze prinik U, | M je
popsan jako mnozZina feSeni soustavy rovnic tvaru

Filxgs oo Xuin) = 0, o filxys oo Xpyx) = 0,

kde f,, ..., f; jsou funkce tf¥idy C* (,,hladké“) definované v U, a hodnost ptislusné
Jacobiovy matice v bodé x je rovna k. Nazorny piiklad dava sféra S" v prostoru
R"™ [xy, ..., x,4 1], ktera je jako celek (nejen lokain&) popsina rovnici (x;)* + ... +
+ (xpr)? = 1.

Z definice vidime, 7e v okoli kazdého bodu x e M lze pfisluSncu &ast podvariety
M < R"* popsat explicitng soustavou relaci, v nichZz nékteré proménné x; v poétu k
jsou hladkymi funkcemi zbyvajicich n proménnych.*) Téchto zbyvajicich n prom&nnych
pak mlzZeme povaZovat za ,,lokalni soufadnice* v okoli bodu x nasi podvariety. Pfes-
né&ji a obecnéji, soustavou lokdlnich souradnic v okoli bodu x variety M nazveme prosté
zobrazeni okoli tvaru U, () M na otevienou podmnozinu ¥ n-rozmérného kartézského
prostoru R"[ty, ..., 1,] takové, Ze pfisluiné inverzni zobrazeni [t,...,1,] = [x, ...,

ws Xpii] (tzv. parametrizace kousku variety) je hladkym zobrazenim s Jacobiovou
matici hodnosti n.

Necht tedy M = R"** je hladkd podvarieta dimenze n. V kaZdém bod& x € M lze
definovat tzv. tecny prostor M, variety M. M, je vektorovym prostorem dimenze n
a jeho prvky jsou teéné vektory variety M v bodé x. Na M, potom miZeme definovat
operaci skalarniho soudinu: pro kazdé dva vektory u, v e M, jejich skaldrnim soucinem
v M, nazveme pfislusny skalarni soucin téchto vektorti v eukleidovském prostoru
R"*¥ Operaci skalarniho sou¢inu v M, oznadime g, a souhrn viech téchto operaci pro x
probihajici M oznalime g a nazveme Riemannovou metrikou na variet¢é M. Dvojici
(M, g) nazyvame (hladkou) Riemannovou varietou dimenze n.

Riemannova varieta mé pfirozenou strukturu metrického prostoru, ke které dojdeme
takto: mé&me ddnu hladkou parametrizovanou kfivku v R"** tj. hladké zobrazeni
y:{a, by = R"** Délku k¥ivky y definujeme vztahem

h
L{y) = j

kde [dy/dtl oznaluje velikost te¢ného vektoru (fyzikalng: vektoru rychlosti) v pfisluiném
bodg ktivky. Tato definice se snadno zobecni na k¥ivky po &astech hladké. (Ukazuje se

@y,
dr

*) Viz vétu o implicitnich funkcich. Pripoustime ovSem i trivialni pfipad k = 0; pak jde o tzv.
otevienou pcedvarietu — viz dale.

24



také, Ze délka parametrizované kfivky nezdvisi na zpiisobu parametrizace). Pokud
celd kiivka lezi na varieté M < R"*¥ jsou vektory rychlosti dy/dt teCnymi vektory
této variety, jejich velikosti |dy[di] jsou jednoznagn& uréeny znalosti Riemannovy
metriky g, a tedy i délka k¥ivky L(y) je uréena touto Riemannovou metrikou. Vzddle-
nosti dvou bodit x, y na varieté M pak nazveme infimum délek vSech po Castech hlad-
kych parametrizovanych kfivek, které spojuji body x, y a leZi celé na varieté M.

Hlavnim pfedmétem Riemannovy geometrie je studium téch vlastnosti Riemanno-
vych variet, které se neméni pfi izometrickych zobrazenich, naptiklad p¥iizometrickych
deformacich v eukleidovském prostoru. Jde nam tedy o vnitfni metrické vlastnosti
a vlastnosti z nich odvozené, nikoliv o vlastnosti polohy. (Z toho vychazi i abstraktni
definice Riemannovy variety, ktera ji charaterizuje jako objekt ,,sam o sob&* s vyuZitim
topologickych prostfedktd. V Riemannové geometrii se ovS§em studuji i hluboké vztahy
mezi vnitfnimi metrickymi vlastnostmi a vlastnostmi ,,moZnych poloh* v eukleidov-
skych prostorech.)

Poznamenejme konecné, Ze eukleidovsky prostor je z naseho hlediska nejjednodussi
Riemannovou varietou.

1.2. Ptejme se nyni, které vlastnosti eukleidovského prostoru lze zobecnit na vSechny
Riemannovy variety. Zacnéme s témi nejzakladnéj$imi: s pojmem rovnobéZnosti a poj-
mem pirimky. Zde jiz se ukaze vhodnym trochu formalng&jsi pfistup.

Necht M je hladka podvarieta dimenze n v R***. Funkce f definovand na M se na-
zyva hladkd, je-1i v okoli kazdého bodu x € M restrikci nékteré hladké funkce defino-
vané na R"**, Podobné vektorové pole X na M (tj. sloZené z te€nych vektord variety M)
nazveme hladkym, jestlize je v okoli kazdého bodu x € M restrikci nékterého hladkého
vektorového pole v R"**. Definujeme derivaci hladké funkce f podle hladkého vekto-
rového pole X v bodé x € M:

(Xf), = %{ 168

kde (1) je libovolnd hladka parametrizovana k¥ivka na M spliiujici pocateéni podminky
7(0) = x, dy(0)/dt = X(x). Pro x probihajici M pak takto dostaneme hladkou funkci
Xfna M. (Symbol Xf je ovSem tieba rozliSovat od symbolu fX = f- X, ktery oznacuje
vektorové pole.)

Ke dvéma hladkym vektorovym polim X, Y na M definujeme hladké vektorové pole
[X, Y] (Lieovu zdvorku vektorovych poli X, Y) jako to jediné vektorové pole, které
na kazdé hladké funkci f nabyva hodnoty derivace dané vztahem

[X, Y](f) = X(¥f) - Y(Xf).

Naptiklad jestlize varieta M je eukleidovsky prostor R"[x, ..., x,], potom derivace
funkce f podle vektorového pole X se slozkami X*(xy, ..., X,), ..., X"(xy, ..., x,) je ddna
vzorcem
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Xf = é:lXi(xl, e Xy) :—f

i

a Lieova zavorka dvou vektorovych poli X, Y se slozkami X'(xy, ..., x,) a Y'(xy, ..., X,)
je vektorové pole se sloZkami

v (Ey - i), i=1,..n.
i=1 ax_, 5x_,

Hladkost vSech studovanych objektld budeme vSude v dal§im mléky predpokladat,
pokud nebude feéeno jinak.

Nyni formalni pfistup k obecnému pojmu rovnobéZnosti zalezi v tom, Ze nejprve de-
finujeme op:raci derivovani vektorovych poli podle jinych vektorovych poli. To je vidy
uréita dodateCna struktura, kterd se nazyva afinni konexe. Rovnobéznost vektorovych
poli bude, zhruba feéeno, charakterizovana anulovanim pfislusnych ,,derivaci®. Vyznam
tohoto pojmu pro nase ucely je v tom, Ze Riemannova metrika vzdy urcuje jistou pfiro-
zenou afinni konexi, kterd se nazyva Levi-Civitova konexe.

Ptesné feCeno, afinni konexe na varieté M je operace V, ktera kazdé uspofadané dvo-
jici vektorovych poli X, Yna M pfifazuje dalsi vektorové pole VyY na M, pficemz plati
tyto Ctyfi axidomy:

(A1) V(Y +Z) = VyY+ VyZ,

(A2) VixsyZ = VyZ + VyZ ,

(A3) VxY=f.VyY, (f je funkce)
(A4) V(fY) = f.VeY + (Xf). Y.

Vektorové pole VyY se nazyva kovariantni derivace vektorového pole Y podle vektoro-
vého pole X (vzhledem k dané afinni konexi). Vzhledem k axiému (A3) jsou definovany
v kaZzdém bod& x € M kovariantni derivace V,Y libovolného vektorového pole Y podle
teénych vektortt u € M,; to jsou opét teéné vektory v bodé x.

K dané afinni konexi je nyni jednoznacné urena geometrickd operace paralelniho
prenosu vektort podél parametrizovanych kfivek. Necht y : {(a,b) — M je regularni
parametrizované kf¥ivka, tj. takova, Ze dy/dt = O pro kazdé te {a, b). Potom vekto-
rovéa funkce X, definovana podél y na M (tj. zobrazeni, které kazdému t € {a, b) pfi-
fazuje nktery vektor X.,(f)e M,,) se nazyvd paralelnf, jestlize |Vg4,4, X, = 0 pro
kazdé te {a, b). Pfitom kovariantni derivace vektorové funkce X, se definuje jako
kovariantni derivace takového vektorového pole X, které lokalné rozsifuje vektorovou
funkci X, na nékteré okoli uvaZovaného bodu v M. Ukazuje se, Ze to je korektni de-
finice. Déle se ukaZe, Ze vSechny vektorové funkce paralelni podél y vyhovuji lokalné
jisté linearni vektorové diferencialni rovnici 1. fadu. Proto kazdému vektoru zvolenému
v pocatednim bod& y(a) odpovida jedind paralelni vektorova funkce podél y a to je
paralelni pFenos vektoru podél krivky y. Paralelni pfenos zfejmé zachovava linearni re-
lace mezi vektory. Ty parametrizované k¥ivky y na M, pro néZ vektorova, funkce dy/dt
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sloZend z teénych vektori je paralelni, se nazyvaji geodetické krivky. Geodetické k¥ivky
jsou lokalné urceny jako fesSeni jisté nelinearni diferencialni rovnice 2. fadu. Rozborem
této rovnice se da ukdzat, Ze kaZdym bodem a z ného vychazejicim teCnym vektorem je
urena praveé jedna ,,maximalni“ geodetickd kfivka.

P¥iklad. V eukleidovském prostoru R"[xy, ..., x,| definujme kovariatni derivaci VyY
jako vektorové pole se sloZkami

"Xjéz_i

bl
=1 Ox;

Snadno se ukdZe, Ze viechny axiomy (Al1)—(A4) jsou spln&ny. Vektorova funkce je
paralelni podél kfivky, pravé kdyZ je paralelni v obyCejném eukleidovském smyslu.
Proto paralelni pfenos vektorti mezi dvéma body nezavisi na kfivce, kterd tyto dva body
spojuje. Geodetickymi kfivkami jsou pravé v§echny pfimky probihané s linearni para-
metrizaci.

Ukazuje se, Ze analogie mezi geodetickymi kfivkami a pfimkami jdou dosti daleko.

Tak napiiklad na kaZzdé Riemannové varietd (opatfené Levi-Civitovou konexi) je geo-
deticka kfivka nejkratsi spojnici kazdych dvou svych dostateCn€ blizkych bodt. Existu-
je-1i nejkrat$i spojnice mezi dvéma body, je to vidy geodetickd kfivka. A pokud je
Riemannova varieta metricky Giplnd a souvisld, maji kazdé dva jeji body (alespoti jednu)
nejkratsi spojnici.
1.3. Zamétime se nyni na to, v ¢em se obecnd varieta s afinni konexi, resp. obecnd Rie-
mannova varieta odliSuje od eukleidovského prostoru, a to i lokalné. S lokalnim cho-
vanim paralelniho pfenosu a geodetickych kifivek jsou spojeny duleZité geometrické
charakteristiky nazyvané torze a kfivost. V§imnéme si nejprve torze; o kiivosti pohovo-
fime aZ v souvislosti s Riemannovymi varietami.

Operace torze (dané afinni konexe) pfifazuje kazdé usporadané dvojici vektorovych
poli X, Y tfeti vektorové pole T(X, Y) na zdklad® pravidla

T(X, Y) = VxY — VX — [X, Y].

S vyuZitim definice Lieovy zdvorky [X, Y] a axiémd (A1)—(A4) se snadno ukaZe, Ze
tato operace je bilinearni a Ze v kazdém bod¢ variety je hodnota vektorového pole
T(X, Y) jednoznatn& urfena pkislu§nymi hodnotami vektorovych poli X, Y. O takové
operaci fikdme, Ze ma tenzorovy charakter. T se proto také nazyva tenzorové pole torze
afinni konexe V.

Tenzor torze vyjadfuje miru neuzavienosti ,,nekone¢né malého geodetického rovno-
be€Znika* na varieté s konexi. Pfesn&ji: necht jsou v bod€ x € M dany dva te¢né vektory
u, v a necht s > 0 je malé Cislo. Provedme tuto konstrukci malého ,,geodetického
rovnob&znika‘ (viz obrazek): sestrojime nejprve oblouk geodetické kfivky urdené
vektorem u a zakonéime jej v bod€ odpovidajicim hodnoté parametru s. V koncovém
bodé sestrojime dalsi geodeticky oblouk, tentokrat uréeny paralelnim pfenosem vektoru
v podél prvniho oblouku. Druhy oblouk opét zakoncime v bodé odpovidajicim hodnoté
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parametru s. Tfeti geodeticky oblouk bude uren paralelnim pfenosem vektoru (-u)
podél prvnich dvou oblouki a &tvrty bude uréen paralelnim pfenosem vektoru (-v) podél
prvnich tfi obloukd. Koncovy bod &tvrtého geodetického oblouku oznacime h(s). Pro
s = 0 polozme h(0) = x. Potom Ize dokazat, Ze s — h(s) je hladka ktivka, jejiz te¢ny
vektor dh(0)/ds v po&atku je nulovy. Provedeme nyni substituci k(s*) = h(s). Potom
k(t), t 2 0, je op&t hladka kfivka a plati dk(0)/dt = T(u, v),

Levi-Civita dokdzal po¢atkem tohoto stoleti, Ze na kaZdé Riemannové varieté (M, g)
existuje jedind afinni konexe V, kterd spliiuje tyto poZadavky:

a) Riemannova metrika g je paralelni vii¢i konexi V. Jinymi slovy, jsou-li dany dvé
paralelni vektorové funkce podél néjaké ktivky, pak skalarni souin odpovidajicich
vektorit podél této kfivky je konstantni.

b) Torze afinni konexe V je identicky rovna nule.

Pro eukleidovsky prostor byla Levi-Civitova konexe popsana v piikladé na konci
odst. 1.2. Pro obecnou Riemannovu varietu se da tato konexe popsat explicitné pouze
v lokalnich soufadnicich:

Predpokladejme jako obvykle, Ze (M, g) = R"**[x,, ..., x,,,]. Necht U je oteviend
mnoZina v M, v niZ existuje lokdlni soufadnicova soustava (t,, ..., 1,), tj. prosté zobra-
zeni mnoZiny U na otevienou podmnoZinu V < R[t,, ..., t,] takové, Ze inverzni zobra-
zeni @: [ty ..., t,] > [X1s ..o, X,4] je na V hladké (a dava parametricky popis ,,kousku**
U variety M). V kazdém bod€ x € U definujme souradnicové vektory dp[oty, ..., dp|ot,
timto zpisobem: jestliZe [ay, ..., a,] je soufadnicové vyjadieni bodu x (tj. ¢([ay, ..., a,]) =
= x), potom d¢[dt; (i = 1, ..., n) je vektor poate¢ni rychlosti k¥ivky

t>(ay, o ai_q, a; + 6 Aq, e ay)

Na mnoZing U nyni definujeme funkce g;; (soutadnicové slozky metrického tenzoru g)
pravidlem

g:; = (0p[ot, dpfot;) i,j=1,...n.
Funkce g;;¢ ¢ definované na ¥V (tj. pfislusnd vyjadieni funkci g,; v soufadnicich
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ty, ..., 1,) budeme pro jednoduchost oznalovat opét symboly gi;j- Afinni konexe V
na U bude podle nafich axiémii (A1) —(A4) tpln& popséana, jestliZe vyjadiime explicitnd
vSech n? kovariatnich derivaci soufadnicovych vektorovych poli 6q)/6!i podle téchto
vektorovych poli. Pro Levi-Civitovu konexi dostivame pak tento vzorec:

dp do .
Voo — = 2l qq, (i,j=1,....n),

ot; 0
kde
1« 09 09u  09:;
rgj =-Y, gt Gui n Wik 9ij
2 0t ot oty
a g* jsou prvky matice inverzni k matici (g;;)}Z1"7

1.4. Piejdéme nyni k pojmu kfivosti Riemannovy variety (M, g), pfi¢emz V bude stile
oznacovat Levi-Civitovu konexi takové variety.

Tenzorové pole krivosti ptifazuje kazdé uspofadané trojici X, Y, Z vektorovych poli
na (M, g) dalsi vektorové pole R(X, Y) Z na zéklad® pravidla

R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVyZ — Vix yiZ

Opét se ukdze, zZe hotejsi operace ma skutecné tenzorovy charakter. V kazdém bod¢ x
variety je tedy tfem vektoriim u, v, w pfifazen &tvrty vektor, ktery oznacime R(u, v)w.
V pevném bodé¢ variety hovofime o tenzoru kfivosti R,. UkdZeme jednoduchy geo-
metricky vyznam tohoto tenzoru.

Necht u, v jsou dva linedrn& nezdvislé te¢né vektory v bodé x e (M, g) a necht w je
tfeti te€ny vektor v x. K vektortim u, v a ke kazdému malému kladnému s sestrojme
geodeticky rovnobézZnik jako na pfedchozim obrazku; tim nam specialné vznikne hladka
kiivka h(s), s = 0, s jejiz pomoci se kazdy geodeticky rovnob&znik uzavird. Paralelni
prenos vektoru w podél uzaviené kiivky odpovidajici parametru s > 0 nyni oznacme
w(s) a pfirozen& polozme w(0) = w. Dostdvame tak hladkou vektorovou funkei w(s)
s hodnotami v te¢ném prostoru M,. Ukazuje se, Ze prvni derivace w'(0) je nulova
a druhé derivace w”(0) je rovna pravé dvojnasobku vektoru R(u, v)w. (Viz napf. [2].)

V eukleidovském prostoru ziejmé dostavame piti této konstrukci obycejné rovnobéz-
niky a pojem paralelniho pfenosu je zde absolutni, proto je tenzor kfivosti identicky
roven nule.

1.5. Ze zakladniho tenzoru kfivosti se odvozuji nékteré dalsi. Z nich nejdilleZit&jsi je
sekcionalni kiivost neboli kiivost ve dvojsmérech. Necht L je néktery dvojrozmérny
podprostor te¢ného prostoru M, Riemannovy variety (M, g). V L vybereme nékterou
ortonormdlni bazi {u, v}. Cislo K(L) = g(R(u, v)v, u) nezdvisi na vybéru ortonormalni
baze {u, v} a nazyva se sekciondlni krivost v dvojsméru L < M. Sekcionalni kfivost
je ovsem identicky nulova v eukleidovském prostoru.

V piipadé dvojrozmérné variety (M. q) existuje v kazdém bodé x € M jediny dvojsmér
L = M,; sekcionalni kfivost K zavisi jen na bodé€ variety a nazyva se Gaussova krivost.
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Néazornou geometrickou interpretaci Gaussovy kiivosti dostaneme, jestliZe je dvojroz-
mérna varieta (M, g) modelovina jako plocha v R®. (Podotknéme, e ne kaZdd dvoj-
rozmérnd Riemannova varieta se da takto modelovat jako celek; podle klasické vty M.
Janeta je to viak za pfedpokladu analyti¢nosti vidy moZné ndélat lokalng.)

1. interpretace. Provedme v bodé x plochy M libovolny normélovy fez N a oznaéme
ky kiivost prisedné rovinné kfivky v bodé x. (Vzhledem k tomu, Ze na plofe se pfedpo-
klida orientace, tj. jsou definovany kladné sméry p¥isluSnych normal, miiZze mit Cislo
ky i zéporné znaménko). Potom K(x) = min ky . max ky, kde N probiha viechny not-
malové fezy v bodé x. V této interpretaci je vidét, jak je vnitini geometrie spojena
s vilastnostmi polohy. PTi chybani plochy v prostoru se obecné méni minimalni i maxi-
malni k¥ivost normalovych Fezll ve zvoleném bodé€ plochy, jejich soudin viak ziistiva
zachovan, nebol je roven invariantu K(x) zavislému pouze na vnitinich metrickych
vlastnostech plochy. To je znima Gaussova ,,Theorema egregium‘*.

2. interpretace. UvaZujme na plose (M, g) « R® kruh o stfedu x a poloméru r
{ve smyslu Riemannovy metriky!). Oznaéme D_(r) obsah tohoto riemannovského kruhu;
pak plati

Dr) = nr? (1 - 51%‘) 4 0(r4)).

Zde oviem mr? je obsah kruhu o poloméru r v eukleidovské roving. MiZeme tedy Fici,
Ze u ploch s kladnou Gaussovou kiivosti pFislugnd ,,zak¥ivend™ metrika zmensuje
obsahy kruhit a u ploch se zapornou kfivosti je naopak zvétsuje (pokud polom&r zl-
stava dostatedné maly).

Plachy, které splfiuji identicky K = 0, spliiuji téZ R = 0 a jsou lokalné izometrické
s eukleidovskoun rovinou. Plochy s konstantni kfivosti X > 0 jsou viechny lokdlné
izometrické se sférou §? = R3[x, y, z] urlenou rovnicf x* + y* + z? = 1/K. Plochy
s konstamini kiivosti K < 0 jsou vesm#s lokdlng izometrické s nékterou Lobadevského
rovinou*).

Zcela analogicka situace nastava ve vysSich dimenzich.

1.6. Riccigv tenzor kfivosti variety (M, g) v jejim bod& x je bilinedrni forma g, defino-
vana na teéném prostoru M, timto zplisobem: pro kaZdé dva vektory u, v € M, poloZme

o.{u, v) =i=il g.{R(e,, ulv, e)

kde {e, ..., ¢,} je libovolnd ortonormaini baze teného prostoru M,.
Ukazuje se, Ze pro dvojrozmérné variety je Riccifiv tenzor o, v kaZdém bodé x va-
riety Umérny skaldrnimu soudinu g.. Pokud takova imérnost nastane pro Riemannovu

*) Aby plocha M c R byla presnym modelem n&které Lobadevského roviny, je nutné a stadi,
aby byla navic jednoduse souvisla a metricky Oplnd ve své Riemannové metrice. Podle klasického
vysledku D. Hilberta nelze Loba&evského rovinn modelovat globdlné jako plochu v R Podle véty
D. Branudi Ize Lobadevského rovinu modelovat v prostoru R® (zatim nejsilndjil visledek).
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varietu dimenze n = 3, pak se ukazuje, Ze faktor umérnosti je nutn& konstatni a (M, g)
se nazyva Einsteiniiv prostor.
Skaldrni kFivost 1(x) v bodé x variety (M, g) se definuje vzorcem

7(x) =i:ZI ox(es e;) s

kde o, je Riccidiv tenzor a {ey, ..., e,} je libovolna ortonormalni baze v teném prostoru
M

x*

Tenzor G definovany v kazdém te¢ném prostoru M, jako bilinedrni forma
G (u, v) = 0, (u, v) — 37(x) g, (u,v)

se nazyva Einsteiniw tenzor. Tento tenzor vystupuje explicitné ve znamé Einsteinové gravitaéni rovni-

ci. U Einsteina v8§ak nejde o Riemannovy variety v na§em smyslu, nybrZ o obecnéj$i, tzv. pseudo-Rie-
mannovy variety, u nichz zakladni skaldrni sou¢in nemusi byt pozitivné definitni. ZvIa§tni vyznam
pro obecnou teorii gravitace ma &tyfrozmérny piipad se signaturou (1, 3), pro ktery se v geometrii
pouziva nazev étyFrozmérnd Lorentzova varieta. Pro pseudo-Riemannovy variety zGstdvaji v platnosti
viechny naSe zdkladni pojmy, zejména pojem Levi-Civitovy konexe. Tyto variety v§ak pochopiteiné
nemuZeme modelovat jako podvariety eukleidovskych prostorti. (Dva riizné body na varieté mohou
mit nulovou vzdalenost.)

Dopliime jesté, Ze skalarni k¥ivost ma ve vy$Sich dimenzich obdobny vyznam jako
Gaussova kf¥ivost v dimenzi 2: oznaéme V,(r) objem malé koule o stfedu x a poloméru r
na Riemannov& varieté (M, g) (o definici objemu viz déle odstavec 2.4). Necht V(r)
oznaduje objem eukleidovské koule téZe dimenze n a s tymZ polomérem r. Potom

i) = vl (1= ot

6(n + 2)

V pifipadé¢ dim M = 2 médme 7 = 2K.

2. Zakladni pojmy z tenzorové analyzy

2.1. Necht (M, g) je Riemannova varieta dimenze n a V jeji Levi-Civitova konexe.
Skalarni soudin g, budeme kratce oznaCovat kulatou zavorkou.

Divergence vektorového pole X v bodé x € M se definuje jako stopa endomorfismu
u> V,X, u e M,. Jinymi slovy, pro kazdou ortonormélni bazi {e,, ..., e,} teného pro-
storu M, plati

(@ X) (3) = (V. ).

Gradient funkce f na (M, g) se definuje jako vektorové pole X splitujici relaci(X, Y) =
= Yf pro kaZdé vektorové pole Y na M.V kaZzdém bodé x € M jetakto gradient urden
jednoznadng. Oznadujeme: X = grad f.
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Konetn& Laplaceiv diferencidlni operdtor (nebo struéné laplasidn) A na (M, g)
definujeme vyrazem

Af = —div(gradf).

Znaménko (—) je zde konvence, kterd je pouZivana vétSinou odbornikii pracujicich
v globalni analyze, neni vSak zcela ustalena.

V eukleidovském prostoru R"[x;, .., X, ] dostavaji naSe definice vyznam obvykly
v klasické analyze. Oznalme {ey,...,e,} standardni ortonormalni bazi prostoru
R'[xy, ..., x,] a necht Eq, ..., E, jsou vektorova pole v R" vznikla paralelnim posouva-
nim vektord ey, ..., e,. Potom Ize kazdé vektorové pole X na R” psat ve tvaru Y X'E;
a podle definice eukleidovské konexe

vex=Y XE, dvx=y &

i=1 0x; i=1 Ox;

Déle z defini¢ni relace pro gradient

(Y (grad f)’E,, Y Y'E) = Y Y! bi{ ’

kterd md byt splnéna pro kaZdou n-tici funkci Y, ..., Y", dostdvame

A
(grad f)’ =5—CJ:, i=1,..,n.

i
Konecéné

_ n —aZf
(2.1) Af = i; ek

Na obecné Riemannové varieté lze nase zakladni veliiny vyjadrit v lokalnich soutad-
nicich. Necht na mnoZin& U = M je zaddna soustava (1, ..., ,) lokélnich soufadnic
a pouzijme opét oznadeni zavedend v posledni ¢asti odst. 1.3.

Pro vektorové pole X = ) X Z—(p v U plati
t

il

divX =071 Z Q(Q—X») ,
i=1 at;

kde
9 = \/det (gU) .
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Pro funkci f definovanou v U mame

n a
grad f = 3. 1<%
i=1 't

kde

Con o
t=) gV — i=1,...,n.
f jg ot
Koneéné laplasian A je v U dan vyrazem

Uvedme nakonec jeden konkrétni pfiklad, ale bez podrobnych vypoétd, které jsou
pfenechany &tendfi. Necht S? < R3[x, y, z] je jednotkova sféra, kterou parametrizu-
jeme ,,skoro celou‘ pomoci sférickych soufadnic u, v takto:

ue(0, )

X =sinucosv, y =sinusinv, z = cos u, .
ve (0, 2m)

Na zakladé definic odst. 1.3 dostdvame soufadnicové slozky metrického tenzoru ve tvaru
guu = 1’ g“l} = gUU = 0’ gvu = Slnz u. OdtUd pak

Af = _[ﬂ+coszl§£+ 1 (ﬁ]

ou?  sinu du  sin? u 0v?

2.2. V této poznamce bych chtél upozornit na to, Ze na obecné Riemannové varieté
zOstava beze zmeény zdkladni vlastnost laplasianu byt ,,eliptickym diferencialnim ope-
ratorem*. Zvolme v bodé x (M, g) ortonormalni bazi {e,, ..., e,} te¢nych vektord
a ke kazdému vektoru u = Yu'e; z M, sestrojme piisluSnou maximalni geodetiku
(1) = »(u’, 1). (Pro ni plati potate¢ni podminky y(0) = x, dy(0)/d¢ = u). D4 se ukazat,
ze pro Y (u)? < 8, kde § je dostatetn& malé &islo, je vidy jeste definovan bod y,(1)
geodetiky y,(t). Pfipadnym zmensenim &isla 6 > 0 pak dosahneme toho, Ze zobrazeni
(u') = 7,(1) je prostym zobrazenim okoli nulového vektoru o v M, na okoli bodu x
v M a inverzni zobrazeni (1) (u', ..., u") je jista lokalni soufadnicovd soustava,
které fikame normdlni. V normalnich soufadnicich pak v bod¢€ x plati

(8f)s = — (,i (60:"f)z>uf=o'

2.3. Pfipomenme, Ze antisymetrickd k-linedrni forma na readlném vektorovém prostoru
V je realna funkce k vektorovych proménnych z V, kterd je linedrni v kazdé proménné
a méni znaménko na opacné pfi transpozici kterychkoliv dvou argumentt. Specialné
na prostoru V dimenze n tvofi vSechny antisymetrické n-linearni formy jednorozmérny

33



vektorovy prostor. Kazda forma je totiZ jednoznacéné€ uréena svou hodnotou na nékteré
bazi prostoru V.

Element objemu v bod& x n-rozmérné Riemannovy variety (M, g) je antisymetricka
n-linedrni forma w,, ktera na nékteré ortonormalni bazi teénych vektord v tomto bodé
nabyva hodnoty 1. KaZdou bazi {f;,....f,} tetného prostoru M,, pro kterou
o(f1, -..s fu) > 0, nazveme kladnou bdzi vzhledem k ,. Zvoleny element objemu tedy
uréuje n¥kterou orientaci teéného prostoru M. Obracen, kazda orientace jednoznadnd
uréuje néktery element objemu. Absolutni hodnota |w,(f;, ..., f,)| m4 tento geometricky
vyznam: je rovna objemu n-rozmérného rovnobéZnosténu sestrojeného na vektorech
fis-os fu baze v M,. Pokud jde o numerické vyjadfeni, oznatme g;; = (fi.f)) (i.j =
=1,...,n) a nechf (g;;) oznaluje pfisluSnou matici ¥adu n. Potom

(2.2) |0 f1, .. s fu)] = J/det (g4) -

2.4. Necht (¢4, ..., t,) je lokalni soufadnicova soustava na oteviené mnoZin& U = M
a ¢ ptislusna parametrizace mnoZiny U pomoci mnoZiny V < R"[t,, ..., t,] jako v odst.
1.3. Oznagme opét g;; = (d¢/0t;, d¢p[dt;). Konverguje-li Lebesguetiv integral

J‘J‘Vj Jdet (g;) dty ... dt,,

nazveme jeho hodnotu objemem mnoZiny U. Ze vzorce (2.2) vidime, Ze (riemannovsky)
objem mnoZiny U < (M, g) dostaneme integraci (eukleidovskych) objemi soufadnico-
vych rovnobéZnosténit podél U v piislusnych lokalnich soufadnicich. Obecnéji, je-li f
libovolna funkce definovand v U (a vyjadfend pomoci lokalnich soufadnic ¢, ..., 1,)
a konverguje-li Lebesguetiv integral

(2.3) HV .-[f\/det (g:;) dty ... ds,

nazveme jeho hodnotu integrdlem funkce f podle objemové miry na U.

Z véty o substituci v Lebesguové integralu se snadno dokaZe, Ze konvergence, resp.
hodnota integralu (2.3) nezavisi na volbé& soustavy lokélnich soufadnic v U. P¥islusny
integrél pak kratce oznadujeme symbolem [yf dv.

JestliZe je kone&né dana spojita funkce f na celé variet€ M, umime uréit integral juf dv
v kazdém soufadnicovém okoli U = M, pokud takovy integral konverguje. S vyuZitim
topologické konstrukce, tzv. rozkladu jednotky na varieté, lze definovat formalné
integrél [, f dv (obecnd ve tvaru nekone¢né fady konvergentnich integréll pfedchoziho
typu). Pokud tento formalng definovany integral spliiuje (pomérné silné) kritérium kon-
vergence, jeho hodnota je jiZ jednozna¢né urena. Jestlize naptiklad (M, g) je vzhledem
ke své metrice ohranifend, pak integral [, f dv konverguje pro kazdou spojitou ohrani-
genou funkci f. Specidlng integral [y, dv se nazyvé objem variety (M, g). (Viz podrobny
vyklad napf. v [8].)

34



Poznamka. Z definice integrdlu [yfdv vidime, Ze jestliZe f = 0 v M, potom
{mf dv = 0, a pokud navic f = 0, plati [,fdv > 0 (to vSe oviem za ptedpokladu kon-
vergence).

2.5. Pfedpokladejme nyni, Ze (M, g) je souvisla kompaktni Riemannova varieta. Bez
diikazu uvedeme toto zobecnéni klasické véty Gaussovy-Ostrogradského:

Obecnd Greenova véta (pro variety bez hranice).

Pro kazdé vektorové pole X na M plati [y (div X) dv = 0.%).

Dusledek. Pro kaZdou funkci f na M plati

fM(Af)dv - 0.

Posledni vzorec obdrzime tim, Ze aplikujeme Greenovu vétu na vektorové pole X =
= —grad f.

Kazda (hladkd) funkce f, ktera je feSenim rovnice Af = 0 v n&které oblasti U = M,
se nazyva harmonickd v této oblasti. Funkci harmonickych v okoli nékterého bodu je
,»pomérné mnoho*, zatimco funkci harmonickych na celé kompaktni varieté je ,,velmi
malo*. Plati totiz:

Véta Hopfova. JestliZe f je funkce, pro niZ Af 2 0 na M, potom f = konst. Spe-
cidlné, jediné funkce harmonické na celé varieté M jsou konstantni funkce.

Diikaz. JestliZe Af = 0 na M, potom ze vztahu [y (Af)dv = 0 plyne Af = 0 na M,
tj. f je harmonick4. Staci tedy dokazat druhou &ast véty. Z definice gradientu, diver-
gence a laplasianu se snadno odvodi klasicky vztah

A(f?) = 2f A — 2grad £, grad f)

Podle disledku Greenovy véty
f A(f?[2) = j fAfdv —J (grad f, grad f) dv = 0.
M M M

ProtoZe Af =0, mame odtud [y |grad f|*dv = 0, coZ diva gradf =0 na M, tj.
f = konst.

2.6. Linedrni diferencidlni forma na hladké varieté M je zobrazeni a, které kazdému
X € M pfifazuje linedrni formu o, na te¢ném prostoru M,, pfiemZ toto zobrazeni je
hladké v tomto smyslu: pro kazdé (hladké) vektorové pole X na M je funkce o(X):
: x > o (X(x)) hladka.

Na Riemannové varietd (M, g) existuje vzdjemng jednozna&na korespondence mezi
vektorovymi poli a linearnimi diferencialnimi formami. K jejimu popisu pouZijeme na-
zorné konvence zavedené M. Bergerem [1], ktery mluvi o ,,muzikalnich* izomorfismech:

*) Greenova véta pro variety s hranici se dokazuje pro orientované variety. Pro variety bez hra-
nice neni orientovatelnost nutna.
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A. Ke kazdému vektorovému poli X pfifadime pravé jednu linedrni diferencialni formu
X® predpisem:

X*(Y) = (X,Y) pro kazdé vektorové pole Y.

B. Ke kazd¢ linedrni diferencialni formé o ptifadime prdvé jedno vektorové pole of
predpisem:

(«*.Y) = o(Y) pro kazdé vektorové pole Y.

Konvence bude dobfe srozumitelnd priniku mnoziny Ctenafd ovladajicich noty
s mnoZzinou ¢tenafll obeznamenych s klasickym tenzorovym poftem: operace b, # od-
povidaji totiZ tzv. sniZovani, resp. zvedani indexli u tenzorll v Riemannové prostoru.

Ke kazdé funkci f na M je ptifazena linearni diferencialni forma df, tzv. diferencidl
funkce f, a to na zdkladé pravidla

(df) (X) = Xf pro kazdé vektorové pole X .

Thned vidime, Ze (df)* = grad f a (grad f)° = df.

2.7. Necht (M, g) je opét souvisla a kompaktni Riemannova varieta. Budeme nyni de-
finovat t¥i specialni pre-Hilbertovy prostory (tj. Hilbertovy prostory bez pozadavku
Giplnosti):

1. Prostor hladkych funkci #(M). Pro funkce f, g na M definujme jejich skaldrni
soucin v #(M) vztahem

<f,g>=jfgdv.

M

2. Prostor hladkjch vektorovych poli 2'(M). Pro vektorova pole X, Y na M definujme
jejich skalarni soudin v 2'(M) vztahem

X, Y :f (X, ¥) do.
M

3. Prostor linedrnich diferencidlnich forem % (M). Pro linearni diferencialni formy
, f na M definujme jejich skaldrni soudin v &,(M) vztahem

{a, B = (o, B*) .

(K oveéfeni toho, Ze jde o pre-Hilbertovy prostory, lze vyuZit zejména poznamky
z konce odst. 2.4.)

Vyse zavedenou operaci diferencidlu f— df mizZeme chédpat jako endomorfismus
vektorovych prostort

d: F(M) - 2,(M).
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Definujme nyni adjungovany endomorfismus, tzv. kodiferencidl

J: @l(M) — 37(M)
vztahem

(24) (o, fy = <o, df

pro kazdé x e 2,(M), f e F(M). Z obecné Stokesovy véty (viz napk. [1]) Ize odvodit
explicitni vyjadfeni pro kodiferencial:

do = —div (a¥).

Odtud vidime, Ze také kodiferencial je lokalni pojem, ktery dava smysl v kazdém jedno-
tlivém bodé variety M.

Z posledniho vztahu pak obdrzime
(2.5) Af = o(df).

UvaZujme nyni laplasidn jako linedrni diferencidlni operator A: #(M) — F(M).
Potom

{Af,g> =<f,Ag>,

tedy operator A je samoadjungovany. Déle
CAff> = <df.dfy = |df]?,

tedy operator A je pozitivni.
Dukaz obou vlastnosti z (2.4) a (2.5) je pfenechin &tenafi jako snadné cvifeni.

3. O lokalni geometrii laplasianu

3.1. Jednou ze zakladnich vlastnosti laplasidanu je, Ze jednoznaéné uréuje pfislu$nou
Riemannovu metriku. Presngji feceno, plati:

Véta. Necht'(Ml, g1). (M, g,) jsou dvé Riemannovy variety, pro né existuje difeo-
morfismus*) @: My - M,. Oznaéme A, A, prislusné laplasidny. JestliZe pro kaZdou
funkei f na M, plati A(f o @) = A,f, potom je @ izometrie.

Ctenaf, ktery znd abstraktni definici Riemannovy variety, si mtzZe pfedeslou vétu
preformulovat v této jednodussi formé:

Véta. Necht g4, g, jsou dvé Riemannovy metriky na téZe varieté M a oznacme A,

*) Difeomorfismus je prosté a hladké zobrazeni jedné variety na druhou takové, Ze inverzni
zobrazeni je rovnéZ hladké.
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A, jim pfislusné laplasiany. Jestlize A,f = Ayf pro kaZdou funkci f, potom g, = g,.
(Viz napt. [6].)

3.2. V eukleidovském prostoru R"[xy, ..., x,] plati klasickd véta o praméru: je-li f
harmonické funkce definovand v oblasti U = R”", potom pro kazdou sféru $"7!(X; r) =
< U o rovnici (x; — %;)® + ... + (x, — X,)* = r? plati

(1) i) = [ ste)ae / j o=,

Zde (sn-1f(x) do oznaluje integrél funkce f podle objemové miry do variety S"~(%; r)
a [gn-1do je oviem objem této variety. Obraceng, vlastnost (3.1) pfedpoklidana pro viechny
body X € U a pro vSechny dostateéné malé poloméry r > 0 dava harmoni¢nost funkce f.

Pfirozenou otdzkou nyni je, pro které Riemannovy variety (M, g) plati véta o pri-
méru pro harmonické funkce. K formulaci problému je jen tfeba podotknout, Ze ke
kazdému bodu ¥ € (M, g) existuje &islo r; > 0 takové, Ze pro kazdé r < rs je geodetickd
sféra S"~*(x; r) hladkou podvarietou, kterd je difeomorfni s eukleidovskou sférou.
Stagi vzit v ivahu dostate¢n& malé (tzv. normdlni) okoli N; bodu X a v ném normaélni
soufadnicovou soustavu (u, ..., u") (viz odst. 2.2.). Potom kaZda geodetickd sféra
S"~1(%; r) s dostare¢n& malym polomé&rem r leZi v N5 a jeji rovnice v normalnich soufad-
nicich ma tvar (u')* + ... + (u")? = r?. (Naproti tomu ,,velké* sféry nemusi byt jiz
sférami v béZném smyslu; napiiklad ,,sféra* o poloméru m na obycejné jednotkové ku-
lové plose se sklada z jediného bodu.) JestliZe (M, g) uvaZujeme jako hladkou podva-
rietu v R"*%, potom kazdd dostate¢n& mald geodetickd sféra v (M, g) je opét hladkou
podvarietou v R"*¥, a tedy ma pfirozenou Riemannovu metriku (kterd ovSem zavisi
jen na pivodni metrice g, nikoli na poloze variety (M, g) v eukleidovském prostoru).

Pfi pravé uvedeném omezeni se vyraz ux(f; r) na levé strang formule (3.1) (stfedni
hodnota funkce f na sféfe) okamzZit§ zobecni pro piipad Riemannovy variety. Zde je
oviem tfeba integrovat podle objemové miry piislusné geodetické sféry S"~*(%,r).

Uloha uréit explicitn€ viechny Riemannovy variety (M, g), pro které plati véta o pri-
méru (tzv. harmonické prostory*)) ziistava stale jests oteviend, ale pfi nejmensim zaji-
mavym zplsobem oteviend. Nazveme Riemannovu varietu (M, g) dvojbodové homo-
genni, jestlize ke kaZdym dvéma uspofddanym dvojicim bodi (x, y), (x’, y’) takovym,
Ze d(x, y) = d(x', y'), existuje izometrie variety (M, g) na sebe, ktera dvojici (x, y)
zobrazuje na dvojici (x’, y'). Ukazuje se, Ze vSechny dvojbodové homogenni Rieman-
novy variety spliiuji v&tu o priiméru pro harmonické funkce (a to v obou smérech tak
jako v klasickém pfipadg). Na druhé stran& nebyl dosud nalezen Zadny p¥iklad harmo-
nického prostoru, ktery by nebyl lokaln€ izometricky s nékterym dvojbodové homo-
gennim prostorem. Pro dim M < 5 bylo dokadzano Lichnerowiczem, Ze takovy ptiklad
ani nemuze existovat. Pro dim M = 5 jde o 35 let starou zndmou hypotézu: kazdy har-
monicky prostor je lokdlng izometricky s dvojbodové homogennim prostorem.

Pokud bude tato hypotéza potvrzena, bude tim vyfeSen i plivodni problém, protoZe

*) 'V moderni teorii potencidlu se oviem ndzvu ,,harmonicky prostor* pouZiva v jiném smyslu.
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dvojbodové homogenni prostory byly explicitng popsany. Ukazuje se totiZ (coZ je sam
o sob& hluboky vysledek), Ze dvojbodové homogenni prostory jsou pravé vSechny
eukleidovské prostory a vSechny tzv. symetrické prostory hodnosti 1.*)

Symetrické prostory hodnosti 1 (ostatnd i viechny tzv. ireducibilni symetrické pro-
story) se rozdé&luji na dv& tfidy, tzv. prostory kompaktniho a nekompaktniho typu, které
jsou lokalng (nikoliv v8ak globalng) ve vzajemn& jednoznaéné korespondenci. Plati pak
tato klasifikace (v niz kazdy ,,prostor* zastupuje vlastn& celou t¥idu prostorii navzajem
homotetickych):

A. Prostory kompaktniho typu:

eukleidovské sféry S", .

realné projektivni prostory P"(R) (lokélné izometrické se sférami),
komplexni projektivni prostory P"(C) (dimenze 2n),
kvaternionové projektivni prostory P*(Q) (dimenze 4n),

Cayleova projektivni rovina P*(Cay) (dimenze 16).

B. Prostory nekompaktniho typu:

realné hyperbolické (Lobadevského) prostory H"(R),
komplexni hyperbolické prostory H"(C),
kvaternionové hyperbolické prostory H'(Q),
Cayleova hyperbolickd rovina H*(Cay).

Poznamka. VSechny ireducibilni symetrické prostory, tj. takové, v nichZ Zadny
vlastni podprostor nékterého te¢ného prostoru neni invariantni vici vSem paralelnim
pfenostim podél uzavienych k¥ivek, byly klasifikovany E. Cartanem (viz napf. [6]).

3.3. O obecnych vlastnostech harmonickych prostortt je toho znamo pomérné malo.
Nepfili§ hluboka je tato charakteristika:

Véta. Riemannova varieta (M, g) je harmonickym prostorem, prdavé kdy% splituje
nékterou ze dvou navzdjem ekvivalentnich podminek:

A. Vokoli kazdého bodu p € M existuje nekonstantni harmonickd funkce f, kterd zd-
visi jen na vzddlenosti d(x, p) proménného bodu x od bodu p.

*) Struéné vysvétleni: symetricky prostor je Riemannova varieta (M, g) sttedové soumérnd podle
kazdého svého bodu — sttedova soumérnost se pritom definuje pomoci geodetickych kfivek, které
zde zastupuji obvyklé piimky. (Vlastnost symetrie nemusi mit nic spole¢ného s konkrétni polohou
variety (M, g) v nékterém eukleidovském prostoru — je to opé&t vnitfni metrickd vlastnost.) Kazdy
symetricky prostor je homogenni a metricky uplny.

Hodnost symetrického prostoru M je maximalni mozna dimenze takové podvariety N < M, ktera
je vytvorena geodetikami prostoru M a pfitom ma ve vSech svych dvojsmérech nulovou sekciondlni
kfivost. Podotknéme jesté, Ze symetrické prostory hodnosti 1 jsou (kromé eukleidovskych prostori)
pravé ty symetrické prostory, v nichZ lze kazdé dva jednotkové te€né vektory sestrojené v témie
bodé piemistit na sebe nékterou izometrii daného prostoru. Vedle eukleidovskych prostori také tvori
jedinrou znamou vyznacnou tiidu Riemannovych variet, u kterych zname explicitni formule pro vy-
pocet objemu geodetické koule, resp. ,,povrchu’ geodetické sféry (viz napr. [3]).
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B. V okoli kazdého bodu p e M je funkce A(d*(x, p)) hladkou funkci, kterd zdvisi jen
na vzddlenosti d(x, p).*)

Déle je znamo, Ze kazdy harmonicky prostor je Einsteinovym prostorem (viz déle
odstavec 3.5). O harmonickych prostorech zevrubn& informuje monografie [10].

3.4. Uvedme jesté pro zajimavost tuto poznamku o harmonickych pseudo-Riemanno-
vych prostorech (srv. poznamku na konci odst. 1.6). Funkce vzdalenosti d(x, y) nedefi-
nuje na pseudo-Riemannové varieté metriku, ale pouze pseudometriku, proto ztraci
smysl obvykla definice geodetické sféry (ktera zde miZe mit sloZitou topologickou
strukturu) i klasick4 formulace véty o priim&ru. Harmonické prostory se proto v tomto
pfipadé definuji pomoci navzajem ekvivalentnich podminek A. a B. z pfedchoziho od-
stavce. JestliZe harmonicky prostor je Lorentzova varieta (tj. metricky tenzor g ma
signaturu (—, +, ..., +)), potom ma konstantni sekciondlni kfivost. Tento vysledek
A. Lichnerowicze a A. G. Walkera lze pokladat za uspokojivé feseni problému harmo-
nickych prostorti pro Lorentzovy variety.

3.5. Vratme se opét k riemannovskému pfipadu. A. J. Ledger nalezl urcitou nekonec-
nou posloupnost relaci mezi tzv. invarianty kfivosti, které uplné€ charakterizuji harmo-
nické prostory. (Invarianty k¥ivosti jsou, stru¢né feeno, tenzory, které vzniknou z ten-
zoru kfivosti algebraickymi operacemi a postupnym kovariantnim derivovdnim.)
Splnéni kone¢ného podsystému ,,Ledgerovych podminek* do urcitého fadu 2r pak zna-
mend pro Riemannovu varietu, Ze v ni plati aproximativni véta o priuméru Fddu
2r + 2. Takovymi aproximativnimi vétami se (v souvislosti s problémem harmonickych
prostoril) zabyvali A. Gray a T. J. Willmore [4] a do3li k témto zajimavym vysledkim:

1. Na libovolné Riemannové varieté (M, g) plati pro kaZzdou harmonickou funkci f
formule

pdfsr) =f(x) + 0(r*) (xeM,r— +0).

2. Na Riemannové variet¢ (M, g), dim M = 3, plati pro kazdou harmonickou funkci
f formule

pdfir) = f(x) + 0(r®) (xeM,r > +0)

pravé tehdy, kdyZ je (M, g) Einsteindv prostor.
3. Na Riemannové varieté (M, g), dim M > 5, plati pro kaZzdou harmonickou funkci f
formule

w(fir) = f(x) + 0(r®) (xe M, r - +0)

pravé tehdy, kdyZ Riccitiv tenzor ¢ je umérny metrice g (tj. (M, g) je Einsteindv prostor)
a navic je metrice g umérny také tenzor ¢ definovany pro kazdy bod x € M formuli

*) Podotknéme, Z: funkce A(d(x,p)) ma pro kazdou Riemannovu varietu (M, g) v poateénim
bod¢& p singularitu, proto jsme pii formulaci podminky B. pouZili funkce d%(x, p).
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au,0) = ¥ (R(u, ) s R(v.€) ¢)),

i,j=1

kde u,ve M, a {e;, ..., e,} je libovolna ortogonalni baze v M.

Pro posledni typ prostorit zvolili Gray a Willmore ndzev ,supereinsteinovsky‘
{0 vhodnosti tohoto ndzvu by se oviem dalo diskutovat).

Dalsi piivodni vysledky uvedeného typu byly ziskdny autorem; viz [9].

(Pokracovani)
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Mezigalakticka latka v kupach galaxii
Jiri Svestka, Praha

Aplikace véty o viridlu na pravdé€podobné stabilni kupy galaxii vede k zavéru o exi-
stenci ,,skryté hmoty* v kupach galaxii. (Sou€et hmotnosti jednotlivych galaxii v kupé
je mensi neZ hmotnost kupy vyplyvajici z véty o viridlu.) Analogicky s nasi galaxii, kde
je znaéna &ast latky ve formé€ mezihvézdného prachu a plynu, miizeme pfedpokladat,
Ze diftizni latka mezi galaxiemi je odpovédna alespoil za €ast ,,skryté hmoty*. Kdyby
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