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VYUCOVANI MATEMATICE A FYZICE

UCEBNICE ,MATHEMATIKWERK FUR GYMNASIEN*

LupMiLA FRANTIKOVA, Presov

Ucebnice této série jsou dilem Sirokého autorského kolektivu a byly vydany
nakladatelstvim Schwann v Diisseldorfu. K dispozici jsem méla svazky 4 az 7 a svazek
Analysis I. Svazky 4, 5, 6, 7 jsou stf¥idavé vénovany algebfe a geometrii a jsou uréeny
pro zaky 14 —19leté; to odpovida nasi 9. tfidé ZDS a tfiddm gymnasia. Udebnice
Analysis I je urena pro studenty 19 —20leté, tedy pravdépodobné pro jakysi druh
nastavby po osmi tfidach gymnasia.

Utebnice nejsou zavazné pro viechny Skoly v NSR, protoZe stiedni §koly v tomto
stat® nemaji jednotné osnovy (vedle Skol statnich, jejichZ uebni plany jsou razné
v jednotlivych spolkovych zemich, existuje fada $kol soukromych a cirkevnich).

Urdité je vSak tato série u€ebnic jednou z nejnovéjsich nejen datem vydani, ale i svou
koncepci.

OBSAH UCEBNIC

Nemohu podrobné rozebirat vSech pét svazki, proto nebudu komentovat partie,
které se v podstaté shoduji s koncepci naSich uéebnic\h plant a ucebnic. Upozornim
jen na ty tseky, jejichZ pojeti je odlisné od naSeho nebo které jsou zajimavé svym
zpracovanim. Nejprve v8ak uvedu nazvy kapitol citovanych ulebnic, aby se ¢tenaf
lépe orientoval v hodnoceni jejich naplné.

Ctvrty svazek ma podtitul Algebra I, ma rozsah 229 stran rozdélenych do deviti
kapitol: 1. Opakovani a rozsifeni teorie mnozin. 2. Zakladni pojmy teorie rovnic
a nerovnic. 3. Uspofadané t&leso racionalnich ¢isel. 4. O dukazech. 5. Algebraické
vyrazy a jejich tupravy. 6. ReSeni rovnic a nerovnic. 7. Dé&leni. Operace, rovnice

a nerovnice s lomenymi algebraickymi vyrazy. 8. Rovnice a nerovnice s parametry.
Slovni tlohy. 9. Relace a funkce.

Paty svazek ma podtitul Geometrie I, rozsah 225 stran je rozd€len do sedmi kapitol:
1. Opakovani a prohloubeni zakladnich geometrickych pojmu. 2. Posunuti. 3. Oto-
Ceni. St¥edova soumérnost. 4. Osova soumérnost. 5. Skladani shodnych zobrazeni.
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6. Pouziti vét o shodnosti k diikaziim a konstrukcim. Pojednéani o &tyfuhelnicich na
zaklad& v&t o shodnosti. 7. Plosny obsah a elace.*)

Sesty svazek — Algebra II méa 210 stran rozdélenych do Sesti kapitol: 1. Systémy
linearnich rovnic a nerovnic se dvéma neznamymi. 2. Uspofadané téleso realnych
¢isel. 3. Relace a funkce. Inverzni funkce. 4. Druhé mocniny a cdmocniny. Kvadra-
tické funkce a relace. Kvadratickd rovnice a nerovnice. 5. Mocniny s pfirozenymi,
celoCiselnymi a raciondlnimi exponenty. Exponencialni funkce. 6. Logaritmicka
funkce.

Sedmy svazek — Geometrie II — ma rozsah 181 stran a pét kapitol: 1. Véty
Eukleidovy a Pythagorova. Véta o primétech. 2. VE&ty o svazcich pfimek protatych
soustavou rovnobéZek. Rovnobézné a stfedové promitani roviny na jinou rovinu.
3. Grupa podobnych zobrazeni. 4. Kruh. Pravidelné tétivové a te¢nové mnohotihel-
niky. Obvod a obsah kruhu. 5. Télesa a jejich objem.

Analyza I mé osm kapitol na 322 stranach. 1. Dopliikky k logice. 2. Dopliiky
k teorii &isel a k teorii funkci. 3. Ciselné posloupnosti. Konvergence, limita, hromadné
body. 4. Aritmetické a geometrické posloupnosti a fady. 5. Limita a spojitost funkci.
6. Uvod do poétu diferencidlniho. 7. Uvod do poétu integralniho. 8. Metoda ditkazu
v matematice.

V dal§im textu budou tyto svazky v odkazech oznacovany Alg I, Geom I, Alg II,
Geom II, An I, znacka Alg I, 12 bude znamenat 12. kapitolu ucebnice Algebra I
apod.

ZARAZEN{ ZAKLADU LOGIKY

Matematické logice je vénovano nékolik kapitol. V Alg 1,2 se zavadi pojem vyroku
a vyrokové formy, pravdivostni hodnota vyroku, obor proménné a obor pravdivosti
vyrokovych forem, obecny a existenéni vyrok aj. Z logickych operaci se uvadéji
konjunkce a disjunkce a ukazuje se, s kterymi mnoZinovymi operacemi souviseji.
Tato problematika se znovu objevuje v An I,1— 3, kde se uvadé&ji tabulky pravdivost-
nich hodnot, obecny a existen¢ni kvantifikator, neguji se obecné a existencni vyroky.
Terminologie i symbolika se v mnoha smérech lisi od obvyklého zpisobu vyjadfovani,
uziva se napf. termint subjunkce a bijunkce pro oznadeni téch operaci s vyrokovymi
formami, které odpovidaji implikaci a ekvivalenci. Poznatkt z logiky se jiz v Alg I
bohaté& vyuziva pfi feSeni rovnic a nerovnic.

Ve srovnani s jinymi koncepcemi se formalni logika v plném rozsahu zavadi
pomé&rné pozdé. Ve Svycarskych udebnicich Calamovych a Suterovych, ve francouz-
skych ucebnicich série ,,Alef nula‘, ba i v naSich Komentdrich je formalni logika
zafazena mnohem dfive.

*) Jde o osovou afinitu, jejiz smér splyva se smérem osy. Elace patfi mezi tzv. unimodularni

afinity, jejichZ invariantem je obsah rovinného utvaru. V némeckém origindle se elace nazyva
Scherung.
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Ponékud nejasny je vyklad pojmu vyrok. Podle definice vyroku uvedené v uéebnici
Alg 1,2 by nebyly vyrokem véty, o jejichz pravdivestni hodnoté je mozné rozhodnout
aZ v budoucnosti. Obecny vyrok je definovan tak, jako by mohl byt pouze pravdivy,
ackoliv dale se hovofii o jeho negaci a nepravdivosti.

K této problematice patfi i pojednani o deduktivni vystavbé matematiky. Kapitola
Alg 1,12 nas seznamuje s primitivnimi pojmy a véiami — axiomy, s tvarem matema-
tickych vét a se zakladnimi zpisoby diikazii matematickych vét. V kapitole An I,2 je
uveden princip dlikazu matematickou indukci, ktery se odvozuje z véty teorie mnoZin,
7¢ kazdi neprazdna podmnoZzina mnoziny vSech pfirozenych &isel ma nejmensi
prvek. V poznamce se fik4, Ze je mozné tuto vétu pokladat za axiom.

Velmi p&kné je ukazano na ptikladech, k jakym chybam vede vynechani jedné ¢asti
dikazu matematickou indukci. Eulertv mnohoélen n? — n + 41, ktery nabyva
pro n < 41 prvociselnych hodnot, ale pro n = 41 je jeho hodnota ¢islem sloZenym,
varuje pfed undhlenym zobecnénim a vynechanim kroku od V(n) k V(n + 1). Ale
také vynechanim prvniho kroku, tj. ov&feni pravdivosti V(n) pro nejmensi uvazo-
vanou hodnotu n, mtzZe dojit k chybé. Neudélame-li tento krok, miZeme napf.
,,dokazat*, 7e pro kazdé n e N je ¢islo 2n liché. Je-li totiZ 2n liché, a pfejdeme-li od
V(n) k V(n + 1), dostaneme 2(n + 1) = 2n + 2. Pfi¢teme-li viak &islo dvé k lichému
¢islu, dostaneme opét liché Cislo.

Kapitola An 1,8 se vraci k metodam diikazt matematickych vét, zavadi pravidla
dedukce, velmi soustavné a peclivé probira pfimy dukaz i nejdulezitéjsi druhy nepfi-

mého dikazu a kazdy ilustruje pfikladem.

MNOZINY, BINARNI RELACE, GPERACE A ALGEBRAICKE STRUKTURY

Pojem mnozina je Zakim znam jiz z niz§ich ro¢nikd, v kapitole Alg I,1 se opakuje
a souasné se zavadéji zakladni mnoZinové pojmy a operace. Kartézsky soucin se
definuje jen pro dvé mnoZiny. Specialni ¢iselné mnoZiny maji své stabilni oznadeni:
Na mnoZina vSech pfirozenych &isel, Ga mnoZina viech celych &isel, Ra*® mnoZina
viech nenulovych racionalnich &isel, Ra>° mnozZina viech kladnych racionalnich &isel
a podobné. MnoZiny bodl se pomoci oznaleni neodlisuji od mnoZin pfimek, jako
je tomu napfiklad v uéebnicich Calamovych. Pojmu mnozZina se dusledné pouziva
ve viech ucebnicich, o nichZ hovofime; v An I se neurdity integral funkce f(x) v in-
tervalu <a, b) definuje jako jistd mnoZina M vech funkci F(x), které jsou diferenco-
vatelné v intervalu (a, b), zapisuje se M = {F; F'(x) = f(x)}.

Binarni relace se soustavné zavadéji pomérné velmi pozdé, afkoliv se napf.
o uspofadani mluvi uz v pfedchazejicich kapitolach, a to v Alg 1,9, kde binéarni relace
tvofi zaklad pro pojem funkce. Binarni relace se definuje jako mnozina uspofadanych
dvojic a teprve pozdé&ji se ukaze, Ze je to podmnozina kartézského souéinu dvou mno-
Zzin. V Geom 1 se uvadi shodnost geometrickych tutvart jako relace ekvivalence,
v Alg 11,10 se znovu uvadéji relace, které jsou funkcemi, stejné€ jako v An I,5. Zde se
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navic definuje relace R* inverzni k relaci R, ktera vznikne z relace R zaménou ¢lenti
ve vech uspofadanych dvojicich, pfiCemzZ je nutné provést i zaménu obou zaklad-
nich mnoZin. Tuto definici poklaidam za mnohem srozumitelnéjsi neZ definici v naSich
komentaftich.

Ani operace a jejich vlastnosti se neprobiraji obecné a souvisle, ale na n€kolika
mistech pfi riznych pfileZitostech. Napiiklad aritmetické operace, modulova aritme-
tika, s¢itdni vektordl, skladani shodnych, resp. podobnych zobrazeni. Operaci se
rozumi jen bindrni operace, ale nedefinuje se na zaklad€ ternarni relace. PouZiva se
pojmu neutralni prvek, inverzni prvek, ale nezavadi se pojem absorbujici prvek
vzhledem k dané operaci. V Alg I,4 se jako pfiklad nepfimého dikazu uvadi dikaz
unicity neutralniho prvku. V podstaté se zavadi z operaci jen to, co je nutné k defini-
cim algebraickych struktur.

Algebraické struktury se poprvé objevuji v AlgI,3, kde se nejprve uvadi
n€kolik mnoZin s tzv. vnitfni operaci, napf. mnoZina zbytkovych tfid s modulovou
aritmetikou, mnoZina vSech vektor{i v roviné a jejich s¢itani. Dale se vyslovuji axiémy
grupy, pologrupy, okruhi a télesa; jen zb&Zn€ se uvadi nékolik piikladti té€chto struk-
tur. Hlavnim obsahem celé kapitoly jsou racionalni &isla. Zavadé&ji se pomoci izo-
morfismu s aditivni grupou kolinearnich vektort v roviné, definuje se neutralni prvek
a inverzni prvky vzhledem ke s&itani, dale se definuji operace s racionalnimi &isly
a jejich vlastnosti. Cel4 kapitola konéi vyvozenim véty, Ze mnoZina vSech racionél-
nich &isel je uspofadané téleso. Axidmy grupy jsou znovu uvedeny v Alg I,4,kde s vé-
tami z nich odvozenymi slouzi jako ukdzka vystavby deduktivni teorie. Podobné se
postupuje v Alg II v piipad€ uspofddaného télesa redlnych &isel. V Geom 1,5 jsou
uvedeny piiklady mnoZin shodnych zobrazeni, které tvofi, resp. netvofi, grupu
vzhledem ke skladani zobrazeni. V Geom II,5 se totéZ probird pro mnoZiny podob-
nych zobrazeni.

Izomorfismus grup se neprobird jako samostatné téma, ale pfipad od pfipadu;
jeden byl uveden u &isel racionalnich, jako dalsi pfiklad dvojice izomorfnich grup se
v Alg 1,5 studuje multiplikativni grupa celogiselnych mocnin daného realného &isla
a aditivni grupa celych &isel, dale grupa vSech vektort v rovin€ vzhledem ke s¢itani
vektorti a grupa viech posunuti v roviné vzhledem ke skladani zobrazent.

Pojem realného &isla se vyklada pomérné naroénym zpisobem. V Alg II,2
je definovana posloupnost do sebe vnofenych intervalii racionalnich &isel jako mno-
Zina intervald, kterou lze uspofadat inkluzi, pfiCemz v této mnoZin€ existuje interval,
jehoZ délka je mensi neZ libovoln€ zvolené kladné racionalni ¢islo. Vyslovuje se véta,
Ze kaZda takova posloupnost mé nejvys jedno vnitini ¢islo, tj. €islo, které je obsaZeno
ve vSech jejich intervalech. Dale se ukazuje, Ze toto vnitfni &islo nemusi byt racio-
nalni. Dv€ posloupnosti do sebe vnofenych intervali raciondlnich &isel se nazyvaji
ekvivalentni, jestliZe maji stejné vnitini &islo. Realna &isla se zavadéji jako tiidy této
ekvivalence v mnoZiné€ vSech posloupnosti do sebe vnofenych intervalii racionalnich
Cisel.

156



CHARAKTERISTIKA TEXTU UCEBNIC

Bude vhodné zminit se o definicich, které se v ugebnicich vyslovuji. Neda se
fici, Ze by se autofi bali novych pojmii. Neni sice vZdy pfesné zfejmé, s kterymi pojmy
se uz zaci setkali a které jsou pro né skute&n& nové, ale v Alg I je zhruba 100 a v Alg 11
okolo 50 novych pojmii. V Geom I, kde jsou definice &islovany a vyznadeny barevnym
podlozenim, je jich 83, ve svazku Geom II je 40 a v An I je 96 definic. Definice jsou
velmi pfesné formulovany, takZe umoziiuji pfesnou klasifikaci pojmi. Naptiklad
rovnoramenny trojihelnik je definovan jako trojihelnik, ktery ma aspoii dv& strany
stejn€ dlouhé; neni tedy pochyby, ze kazdy trojuhelnik rovnostranny je také troj-
thelnikem rovnoramennym.

Mnohdy se pfisné rozliSuji pojmy, které spolu velmi tizce souviseji; nap¥iklad
gleiche Strecken (totoiné uiseCky), kongruente Strecken (shodné usecky), masgleiche
Strecken (use€ky o stejné velikosti). Obdobné se rozliSuje tihel a velikost thlu; dale
jesté uhel jako dvojice poloptfimek se spole¢nym podatkem a thel jako &4st roviny.
Riizné terminy jsou zavedeny pro kolmice — kolmice sestrojena k pfimce bodem,
ktery na ni leZi, se nazyva die Senkrechte, zatimco kolmice prochazejici danym bodem,
ktery na pfimce neleZi, je nazvana das Lot. Naproti tomu se pfili§ pfesné nepouziva
terminit kruh — der Kreis — a kruznice — die Kreislinie.

I pocet vét je ve vSech svazcich vysoky. V nékterych svazcich jsou véty barevné
podloZeny — né&kdy i jinou barvou neZ definice — a &islovany. V Geom I je 336 vét,
1 kdyZ nékteré z nich jsou trivialni, v Geom II je 122 a v An I 146 v&t. Autofi se snaZi
véty nejen dokazovat, ale také ulit zaky dokazovani, jak bude patrno z rozboru
cviceni.

Symbolika se zavadi postupné a dusledné se ji pouziva. Jen nékteré symboly, jako
na piiklad kvantifikatory, se zavadé&ji dost pozde.

Véty uvedené v textu jsou dokazovany viude tam, kde jsou k tomu vybudované
prostfedky. N&kdy je jedna v&ta dokazovana né€kolika zplsoby, naptiklad Euklidova
véta se dokazuje pomoci elace, z elace a otoeni a na zdkladé podobnosti. Véta
Pythagorova je odvozena pomoci elace a odvésnové véty Euklidovy, déle i pouZitim
dvou shodnych &tverctl, do nichZ jsou dvéma riiznymi zpisoby umistény Etyfi shodné
pravouhlé trojuhelniky (tak se Pythagorova véta dokazuje na nasi ZDS).

Text udebnice je prokladan jednak motivaénimi a ilustradnimi pfiklady a k jed-
notlivym paragrafiim jsou p¥ipojovana cviceni. Pocet téchto cvieni je velmi vysoky,
v n&kterych paragrafech, kde pfevlada procvicovani vypoctlt nebo mechanické
aplikace latky, dosahuje i nékolika set. To se tyka hlavné Algebry I, kde je naptiklad
uvedeno pies 600 cviceni na operace s algebraickymi vyrazy, pfes 300 cvideni na
feSeni rovnic. V Algebre II se to tyké paragrafii, které obsahuji systémy linearnich
rovnic a nerovnic, dale paragrafii o logaritmovani a pouziti logaritmického pravitka.
Stovky cvi¢eni nasleduji po paragrafech o mocninidch a odmocnindch. Rovnéz
v An I jsou desitky piikladd na diikazy matematickou indukei, na vypo€ty pomoci
vzorcli pro aritmetickou a geometrickou posloupnost a kone¢n& opét velky pocet
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piikladii na vypod&et derivaci a integrald. V obou svazcich geometrie je velmi mnoho
cviCeni na zvySeni zruénosti v rysovani.

V udebnicich pfevladaji cvieni, ktera nejsou naro¢na na logické mysleni; kromé
nich jsou vSak zafazena i cvieni, ktera Zaky nuti porovnavat jednotlivé partie uciva
podle toho, co je v nich spole¢ného a &im se li§i. V Geom I maji napi. porovnat definice
a vlastnosti jednotlivych shodnych zobrazeni. Uvadéji se tu axiomaticky,,minigeo-
metrie® a Zaci maji ukazat, Ze jisté modely (i s nematematickymi prvky) jsou jejich
spravnymi interpretacemi. Jind cvieni velmi u€inné zdtraziiuji rozdily mezi pojmy
,,aspoii jeden®, ,,pravé jeden* a ,,nejvys jeden‘ .

Dobra jsou cvigeni na sestavovani rovnic, které jsou ekvivalentni s danou rovnici,
a na sestavovani soustav linedrnich rovnic, které nemaji feSeni nebo maji nekoneéné
mnoho feSeni. Cenna jsou i cvifeni vyZadujici vymezeni oborit proménnych tak,
aby inverzni relace k dané funkci byla rovnéz funkci. '

Dikazovych tloh je pomérné malo, obvykle se zada, aby Zak provedl dikazy
obdobné s diikazy v textu. Nékdy jde o diikazy vét obecnéjsich, jindy o dikazy spe-
cialnich pfipadi vét, napf. diikazy nékterych vlastnosti grup jsou zjednoduseny tim,
Ze se predpoklada komutativni grupa.

V Geom II se ve cviCenich pozaduji diikazy vzorcli pro objemy nékterych téles,
naptiklad pravidelného tetraedru a oktaedru, komolého jehlanu a komolého kuzele,
dutého valce a kulového prstence (t&lesa, které vznikne z koule vyjmutim souosého
rotagniho valce a pfislusnych kulovych use&i).

Slovnim ulohdm je v€novan jen jeden paragraf v textu Alg I,8, k némuz je pfipo-
jeno 51 slovnich tloh ve cvigenich. Jde o tilohy téch typt, které zname z naSich
tradi¢nich udebnic.

Text je ve viech svazcich vhodné dopliiovan historickymi pozndmkami. Z4ci jsou
struéné& seznamovani s jmény matematikl, ktera se vazi k nékterym partiim uciva,
i s historickymi problémy, jako je naptiklad vypodet ¢isla n.

Vné&jsi Giprava u€ebnic ma vysokou uroveti po vech strankach. V textu je jen nepa-
trny pocet tiskovych chyb, vétSinou nezavaznych. Jen zanedbatelnd ¢ast z velkého
poctu dvoubarevnych obrazkl neni zcela pfesné natiSténa.

ZAVER

Nevim, kolik hodin je uréeno matematice v uebnim planu tam, kde se téchto
ulebnic pouziva. Jejich znaény rozsah by byl neimérny nasemu pocétu hodin véno-
vanych matematice. Velky poéet cvieni vSak nelze odsuzovat, ucebnice plni i roli
sbirek uloh. Nepfedpokladam, Ze by kazdy 7Zak vyfeSil vSechny pfiklady, ale ten,
kdo pocitat chee, si ma z ¢eho vybrat. Dale je jisté, Ze ma-li se ucivo obsazené v uéebni-
cich probrat, vyZaduje to nejen vybrané studenty, ale i vysoce kvalitni uditele.

Mohu konstatovat, Ze jde o uéebnice, které maji ucelenou koncepci uciva, vyzna-
¢uji se promyslenou strukturaci latky a snaZi se o splnéni pozadavki kladenych na
moderni ucebnice stiedoskolské matematiky.
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