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Henri Poincaré a psychologie matematiky*)
JiFi Fiala, Praha

Uvod

V roce 1908 fekl HENRI POINCARE ve své pfednaSce pro Psychologickou spoleénost
v Pafizi ([20], str. 50): ,,Reknu, Ze jsem za jistych okolnosti naSel diikkaz n&jaké véty;
tato vé€ta dostane jakysi barbarsky nazev, ktery mnozi z vas nepochopi, ale to neni diile-
Zité: pro psychologa neni duleZita véta, nybrZ okolnosti.

Tento citat miZeme vzit jako implicitni vymezeni obsahu tohoto ¢€lanku: jeho pfed-
métem neni vyklad matematického dila Henri Poincarého, nybrZ shrnuti n€kterych jeho
nazori na tvofivou prici matematika a na postaveni matematiky.

Pokusme se hned v zadatku formulovat pfesngji, co budeme rozumét psychologii
matematiky a k jakym zav&rim dochazi Poincaré.

Matematiku nelze nikdy brat odtrZené od jejich realnych kofeni: kaZzda matematicka
teorie ma pdvod v né&jaké realité, kterou popisuje nebo komplikované odrazi. Tento
vztah lze zhruba popsat takto: vychazime z né&jaké reality a hledime pro ni adekvatni
matematické vyjadfeni. Adekvatni zde znamena: existuje vztah mezi vybranymi ¢astmi
popisované reality a uréitymi ¢astmi matematického systému, ktery ji popisuje. Tento
vztah je dale takovy, e umoZfiuje urditou predikci. Tedy vyjdeme-li z urgitého stavu
reality, pfejdeme do modelu, v n€m provedeme pfislusné Gvahy (tfeba fet€zeni Gsudkid
¢i né&jaky kalkulus nebo algoritmus) a pak vratime-li se zpét do reality, méli bychom
dospét k pravdivym vztahtim,

Realita zde neni omezena jen na né&jakou fyzickou skuteénost. Sama miZe pfedsta-
vovat jiny, vysoce komplikovany i abstraktni systém. Tak je tomu napfiklad ve vztazich
mezi jednotlivymi matematickymi teoriemi. v

Jaké jsou cesty k nalezeni popisovaného vztahu a jaké jsou zpisoby odhaleni mate-
matické pravdy? Poincaré odpovida jednoznaéné: je to intuice, ktera zde hraje rozho-
dujici ulohu. Intuice se ov§em — aspoii zatim — vymyka jakémukoli pokusu o postiZeni
popisem, natoZ pak néjaké formalizaci. Tim se velmi komplikuje cesta k objasnéni
zdrojl a cest této intuice, a proto také vétSina matematikl rezignuje a pfedava své vy-
sledky ve formé& zbavené jakychkoli ndznaki intuice.

Intuici jsme tedy vedeni pfi volbé modelu. Pro tutéZ realitu vSak miiZe existovat vice
modeli, které jsou ji adekvatni a které ji vérné€ popisuji v tom smyslu, Ze umoZiuji
jistou predikci. Mezi témito modely musime volit a skuteénost, kterého modelu se
pfidrZime, je didna dal$imi faktory, jeZ mohou byt i zcela subjektivni povahy. Tento
vybér je zpravidla diktovan jednoduchosti modelu. Bod v roviné miiZeme popsat stejné

*) Clanek je pro tisk upravend prednaska, kterou autor proslovil 8. 11. 1976 v ramci cyklu ,,Po-
stavy svétové matematiky*, pofddaného prazskou pobockou JCSMF.
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dobie pravouhlymi i polarnimi soufadnicemi — zaleZi jen na nés, ktery zpisob budeme
v danou chvili pokladat za uZite¢néjsi a jednodussi.

V predchazejicich dvou odstavcich je obsaZena esence té ¢asti nazori H. Poincarého,
o kterych zde budeme hovofit. Vlastné by zde bylo moZno cely vyklad ukonéit, kdyby
z téchto nazort neplynuly nékteré zavaZné dusledky a kdybychom se s Poincarého na-
zory nechtéli seznamit hloubgji.

Poincaré nebyl ani filozofem, ani psychologem. Jeho nazory byly ziskany hlubokou
introspekci a porovnavanim s tviréimi postupy jinych velkych matematikt, pfedevsim
jeho soudasniki. Poincaré se ve svych pracich (a nejenom z této oblasti) vyjadfuje Casto
dosti elipticky a nepfesné; v fadach &lanku, které se vzajemné dopliluji a prekryvaji,
své nazory modifikuje a poopravuje. Nikdy se nepokusil vyloZit své nazory jako né&jaky
uceleny — at uZ filozoficky nebo psychologicky — systém a ani to nikdy udélat nechtél.
Poincarého produkce byla tak nesmirna, Ze ani nebylo moZné, aby své myslenky stacil
zachytit v néjaké Uplné a dokonalé podobé — stadi si vzpomenout, u kolika praci
ponechal rozpracovani jinym matematikim. A nebyli to Zadni podfadni matematici,
ktefi se této prace chopili (pfipomeiime tfeba BROUWERA) a ani to nebyly ‘nicotné pro-
blémy (stadi si prolistovat poznidmkovy aparat k pfekladu slavného memoaru Analysis
Situs v [15], dil III, abychom si uvédomili, Ze spravné dikazy k fadé tvrzeni Poincarého
se podafilo nalézt aZ v poslednich letech a Ze mnoho problémi je stile otevieno). Tim
komplikovangjsi je situace v oblasti Poincarého nizorii na tviréi proces v matematice
a na psychologii matematiky. Zde jsme nuceni dohadovat se a interpretovat jeho nazory
a navic je§té odliSovat tuto oblast od ostatnich jeho filozofickych tivah. PIERRE BOUTROUX
[23] k4 o Poincarém: jako filozof to byl autodidakt, nedavefivy ke viem filozofickym
systémim, vychazel z ,,tabula rasa““ a z matematickych zku$enosti. V. I. LENIN 0 ném
fekl [10], str. 175: Poincaré byl velky fyzik a maly filozof. Z €eskych filozofti se Poinca-
rém zabyval — pokud je mi znAmo — pouze zastiance psychologismu KAREL VOROVKA
[24].

Se jménem Poincaré je spojovan konvencionalismus. V oblasti psychologie matema-
tiky vSak konvence u Poincarého — bez ohledu na né€které jeho upfiliSnéné vyroky —
znamena v podstaté moZnost volby mezi vice adekvatnimi modely skuteénosti. Na rozdil
od skuteéného filozofického konvencionalismu, kde védec tvofi konvencemi i fakta
(LE Roy napf.), u Poincarého voli a vytvafi védec pouze jazyk, kterym dana fakta
vyjadfuje.

Matematikdim neni jisté tfeba Poincarého pfedstavovat. Jeho misto v matematice je
pevné a jasné. Poincaré patfil k nejvét§Sim matematikiim pfelomu stoleti. Jeho dilo je
nesmirné rozsihlé a stale aktualni. O vyznamu dila svédéi naptiklad nedavné velké t¥i-
svazkové vydani vybranych spisti, vydané v fadé Klasici védy Akademii véd SSSR [15].
Treti dil téchto spistt obsahuje mimo jiné také velmi podrobnou bibliografii praci Poin-
carého (pfes 500 poloZek), bibliografii praci o Poincarém a pak také fadu ¢lanka vy-
znamnych matematikti o pfinosu Poincarého v jednotlivych oborech matematiky. Zde
se vSak timto rozsahlym dilem nebudeme moci viibec zabyvat.

Z dila H. Poincarého, vénovaného problematice psychologie matematiky, vybirame
pouze dvé &asti: jeho ndzory na geometrii a na roli intuice v matematice. Dfive neZ
podame vlastni vyklad, uvedeme aspoii n€kolik udaji o samotném Henri Poincarém.
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Zivot

Henri Poincaré pochazel ze starobylé lotrinské rodiny, kterd dala Francii i svétu fadu
vynikajicich osobnosti. Jeho déd Jules Nicolas byl lékarnikem v Nancy a tam se mu
narodili dva synové — Léon a Antoni — a jedna dcera. Léon, 1€kaf a profesor na uni-
verzité v Nancy, byl otcem Henri Poincarého a dcery, kterd se pozdéji stala Zenou
a spolupracovnici filozofa Boutroux. Druhy syn, Antoni, byl otcem Raymonda (po-
zdé&jsiho francouzského predsedy vlady a prezidenta) a Luciena, ktery se stal zndamym
fyzikem.

Henri Poincaré se narodil v Nancy 29. dubna 1854. Détstvi proZival pfedevsim se svou
sestrou; zvlasté po dlouhé nemoci se stranil kamaradt. Velmi mnoho &etl a uz v raném
détstvi projevoval znamenitou pamét. Jeho vyjimeéné schopnosti k matematice se pro-
jevily az ve &tvrtém roéniku lycea, které studoval v Nancy. V lyceu vSak pokraoval
v klasické vétvi, zvlastni zalibu mél v historii. Pfi zdvére¢nych zkouskach v roce 1871
neuspél v pisemné prici z matematiky — dostal 0 bodd. 1872 — 3 navstévoval specialni
matematickou tfidu lycea, kde se seznamil s Paulem Appellem. PAUL APPELL napsal
pozdéji o ném knihu [1], o niZ se zde v tomto misté opirdme. V r. 1873 po vykonani
velice Gsp&inych pfijimacich zkousek vstoupil Poincaré na Ecole polytechnique. Pak
pokra&oval ve studiu na baiské §kole Ecole des mines a r. 1879 se stal dilnim inZenyrem.
Jeho praxe ve Vesoul byla vSak kratka: po tfech mésicich byl povolan na univerzitu
v Caen, aby tam pfednéSel matematickou analyzu. V témZe roce ziskal doktorat za praci
o integrovani parcialnich diferencialnich rovnic. To uZ se ale za¢inal zabyvat teorii
fuchsovskych (v nyné&jsi terminologii automorfnich) funkci, kterdA mu pfinesla prvni
velkou slavu.

R. 1881 byl Poincaré povolian na pafiZskou univerzitu a o pét let pozd&ji nastupuje
na misto LiPMANNOVO jako vedouci katedry matematické fyziky a poétu pravdépodobnosti.

R. 1887, v necelych 33 letech, byl zvolen ¢lenem Akademie véd. Po smrti TISSERAN-
DOVE se stava 1. 1896 hlavou katedry nebeské mechaniky. Poincaré pfednésel predevsim
své vlastni prace — kaZdy rok mél jinou pfednasku. Jejich soupis uvedl v pfehledu
vlastniho dila (viz napf. [15], dil III). VSechny pfednasky byly studenty zapsany a vydany.

Po smrti BERTHELOTOVE byl zvolen mezi ,,nesmrtelné‘ do francouzské Akademie, kde
zaujal kfeslo basnika SULLY-PRUDHOMME. V té dobé& byl uZ ¢lenem asi 40 akademii
a v&deckych spole¢nosti, nositelem fady &estnych doktoratii, medaili, poct...

Poincaré zemfel 17. Eervence 1912 po celkem lehké operaci. Pohfben je na montpar-
nasském hibitové u zdi u vychodu do ulice Emile Richard.

KdyzZ v roce 1893 XAVIER LEON zaklada Révue de Métaphysique et de Moral, je H.
Poincaré pfizvan k ucasti a stiva se pravidelnym pfispévatelem. H. Poincaré byl také
jednim z prvnich ¢lent Société frangaise de philosophie, kde vedl diskuse s vyznamnymi
filozofy matematiky té doby, na pfiklad s COUTURATEM, LE Roy, LALANDEM a také
BERTRANDEM RUSSELEM.

Své ¢lanky, vénované riznym otazkam védy, zvlast®é matematiky a fyziky, psycho-
logii tvorby apod. shrnul po tpravach do tii knih: Véda a hypotéza [18), Hodnota védy
[19], Véda a metoda [20]. Po jeho smrti vy3ly Posledni myslenky [21], shrnujici ostatni
&lanky.

207



Prostor pfed Poincarém

Na podéatku minulého stoleti byla vSeobecné pfijimana Kantova filozofie, podle niZ
je prostor formou sensibility. ZkuSenost je mozZna jen diky intuitivnim formam danym
apriori. Kantova slavna otazka, zda existuje poznani, které by bylo sou¢asné syntetické
i apriorni, i jeho kladni odpovéd, Ze totiZ timto pozndnim je geometrie, brzdila dalsi
rozvoj chapani prostoru. Podle Kanta jsou z jedné strany geometrické formy jasné
intuici a jsou tedy apriorni, z druhé strany vypovidaji o svété a jsou tedy syntetické.
Podle Kanta je tedy geometrie véda, ,,welche die Eigenschaften des Raumes synthetisch
und doch a priori bestimmt.*“ Vlastnosti prostoru — jeho tfirozmérnost, euklidovska
struktura — jsou nam tedy dany pfimo intuici.

Zlom nastal objevenim neeuklidovskych geometrii. Ukazalo se, Ze neeuklidovska
geometrie je stejné dobfe prijatelnd jako euklidovska. Byl to prvni HELMHOLTZ [7],
ktery poukézal na to, Ze je v jisté mife neeuklidovska geometrie pfijatelnd i intuici.

Reakce kantovcti byla zpocatku jednomyslna: odmitnuti neeuklidovské geometrie.
Pozdégji marburgska Skola (H. CoHEN, P. NATORP) smifila Kantovu filozofii s novymi
objevy tim, Ze poukazala na to, Ze Kantova geometrie neimplikuje nutnost myslet podle
principt euklidovské geometrie.

Objevy neeuklidovskych geometrii pfimo volaly po empirickém ovéfeni. Prakticky
vSichni tvirci neeuklidovskych geometrii pfesli na pozice empirismu.

Velky vyznam méla dalsi Helmholtzova prace [6], ve které se vychazelo z pfedpo-
kladu, Ze kaZzda metrika v prostoru spo¢iva na existenci volné pohyblivych téles. Helm-
holtz pfedloZil postulaty a podal ditkaz, Ze tyto postulaty jsou slucitelné pouze s eukli-
dovskou nebo neeuklidovskou geometrii. Tato Helmholtzova prace byla pozdéji velmi
kritizovana pro svou nedokonalost. R. 1890 SopHUS LIE v§ak tuto teorii znovu podpofil
a vysledky v podstaté potvrdil. Lieova véta fika ve zjednoduSeni toto: Jestlize
prostor ma n dimenzi, je v ném moZny volny pohyb tuhych téles a pro stanoveni po-
lohy takového télesa v prostoru je tfeba p parametril, pak je podet geometrii vyhovuji-
cich témto podminkdm koneény (viz napf. [12]). Poincaré pozdé&ji tuto vétu doplnil
o horni mez pro p, je-li dano n.

Poincaré zasahl do vSech téchto diskusi poprvé v r. 1887 v ¢lanku [16]. Jeho odpovéd
na Kantovu otdzku zné€la pfiblizné takto: Je tieba od sebe dusledné odlisit matematic-
kou a fyzickou geometrii. Matematickd geometrie je pfesnd, nemuze tedy zaviset na ne-
pfesnych pozorovanich. Matematicka geometrie je v kantovskych terminech apriorni
a analyticka. Neni v§ak synteticka. Je to teorie logické struktury. Naproti tomu fyzicka
geometrie predstavuje aplikaci Cisté geometrie na svét, a je tedy synteticka. Tedy, jak
fika Poincaré na jednom mist€ — geometrie je véda, jak uvaZovat dobfe o Spatné na-
kreslenych obrazcich. Kantiiv omyl spocival na smiSeni téchto dvou oblasti odlisného
charakteru. Zadna geometrie neni sou¢asné apriorni a synteticka.

Roku 1891 vysel dal§i vyznamny ¢€lanek Poincarého [17]. V ném se poprvé objevuji
terminy convention a définition déguisée (maskovani definice). Problém znél: Lze
rozhodnout o pravosti euklidovské nebo neeuklidovské geometrie pozorovanim? A od-
povéd Poincarého znéla: Tato otdzka nemd vibec smysl, je to totéZ jako ptat se: které
soufadnice jsou spravné: pravoihlé nebo polarni? Axiémy nejsou soudy, jsou to kon-
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vence, jsou to maskované definice. Euklidovska i neeuklidovska geometrie jsou jen dva
jazyky pro popsani téZe reality — prostoru. Tyto jazyky ovSem nejsou libovolné:
konstruujeme je z pfedem daného materidlu. Je vSak vice modelt a my si miZeme vy-
brat. A je to zkuSenost, kterd ndm dava pokyny, jak si vybrat. A pro¢ volime pravé
euklidovskou geometrii? ProtoZe vynika jednoduchosti a jsme na ni jako na dédictvi
pfedki zvykli.

Fyzické kontinuum

Poincaré vychazi z diisledného rozli§eni matematického a fyzického kontinua: mate-
matické kontinuum pfedstavuje jazyk pro popsani fyzického kontinua — prostoru.

Psychologie rozliSuje riizné druhy percepce, a tedy i rtizné druhy prostori: vizudlni
percepci odpovida vizudlni prostor, atd. Psychologicky experimentlni vyzkum téchto
prostori je velmi vyznamny a zajimavy. Vezm&me jako pfiklad vizualni prostor. V nej-
¢ist§i podobé je dvojrozmérny. Neni vSak homogenni (vSechny body sitnice nehraji
stejnou roli). Tfeti dimenze je ddna konvergenci o¢i a akomodaci. Tento prostor je viak
tfirozmérny jen proto, Ze konvergence a akomodace jsou koordinovany, jinak bychom
ho museli povaZovat za ¢tyfrozmérny. Vsechny tfi dimenze nejsou rovnocenné, takZe
prostor neni ani izotropni. Rada zajimavych experimentii poslednich let ukazuje na to,
Ze struktura vizualniho prostoru odpovida spise hyperbolické neZ euklidovské geometrii
(viz napf. zakladni praci [11]).

K vizudlnimu prostoru pfistupuje dale prostor taktilni, ktery je (matematicky) jesté&
komplikovanéjsi neZ vizualni, dale prostor motoricky odpovidajici svalovym vjemiim.
Vsechny tyto prostory slouZi jako zaklad pro vybudovani naseho pojmu prostoru.
Zadny izolovany vjem nas nemiZe dovést k pojmu prostoru. Musime sledovat zdkoni-
tosti sledt vjemii. Tyto sledy se nam projevuji jako zmény, modifikace v mnoZinach
vjemil. .

Fyzické kontinuum ma tuto zakladni vlastnost: nékteré prvky tohoto kontinua jsou
nerozliSitelné, jsou velmi blizko sebe. Tak napf. dva vpichy tésn& vedle sebe do kiiZe
vnimame jako jeden, dva odli§né body blizko sebe nam splyvaji. Pfi tom je velice dile-
Zité, Ze tento vztah nerozliSitelnosti je netranzitivni. Poincaré uvadi pfiklad: zavaZi
10 a 11 g nerozliSime v rukou, stejné tak 11 a 12 g, ale 10 a 12 g uZ ano.

Fyzické kontinuum je tedy podle Poincarého definovano takto: Je to mnoZina bodd,
na které je dana netranzitivni, reflexivni a symetrické relace — nerozliitelnost. Retézem
nazyvame fadu bodld X, X,,...., X, takovych, Ze X; je nerozlifitelny od X;,, (pro
i=1,2,...,n — 1); fikdme také, Ze fetéz spojuje body X; a X,

U kontinui budeme pfedpoklddat vidy souvislost: dva libovolné body kontinua lze
vZdy spojit n&jakym Fetézem. Zobrazeni jednoho kontinua do druhého se nazyva spoji-
tym, kdyZ zachovava relaci nerozliSitelnosti. Zfejmym zpiisobem Ize definovat pojem
izomorfismu (nebo chceme-li homeomorfismu).

Je pozoruhodné, Ze tento typ prostori byl v matematice jen velmi malo studovan.
E. C. ZeeMAN [25] je nazyva tolerantnimi prostory a pouZivi je pravé v souvislosti
s vizualni percepci (bez odkazu na Poincarého).
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Dimenzi kontinua definuje Poincaré takto: Rezem (coupure) je libovolna neprazdna
mnoZina. Rez C déli kontinuum, kdy? existuji dva body kontinua 4 a B tak, %e kazdy
fetéz, ktery je spojuje, obsahuje aspoii jeden bod, ktery je nerozlisitelny od nékterého bodu
patficiho do C. Kontinuum ma dimenzi 1, kdyZ existuje fez, ktery se sklada z navzajem
odliditelnych bodl a déli toto kontinuum. Mame-li uZ definovana kontinua dimenze n,
muZeme definovat kontinua dimenze n + I: jsou to takova kontinua, ve kterych lze
najit fez C, ktery by byl kontinuem dimenze n a ktery by toto kontinuum délil.

Touto definici dimenze poloZil Poincaré zaklady k soucasné teorii dimenze topologic-
kych prostorii. Brouwer dal r. 1913 pfesnou definici, k podstatnému rozvoji doslo
az v letech 1928—1932, kdy P. S. ALEKSANDROV zavedl tzv. homologickou teorii di-
menze.

Pro¢ je prostor tfirozmérny?

V fadé praci se Poincaré zabyva otazkou, pro¢ mé fyzické kontinuum tfi dimenze.
Tyto ¢lanky obsahuji zajimavé uvahy o genesi pojmu prostoru z hlediska psychologie.

K tomu, abychom vybudovali fyzické kontinuum, které by odpovidalo nékterému
z vnimanych prostori, je tfeba nejprve stanovit, co je to bod. Poincaré fika: bod ne-
definujeme, stejn€ jako ditéti nedefinujeme, co je to ovce, nybrZ fekneme prosté: pohled,
to je ovce.

Lokalizovat bod znamena, pfedstavit si pohyby, které by byly nutné pro jeho dosa-
Zeni. Existuje ovSem vice cest k dosaZeni téhoZ bodu a je tfeba mezi nimi zavést ekvi-
valenci.

Zakladni roli zde hraji pohyby. Pohyby vnimame jako zmény. Zmény lze rozdélit
na interni a externi. Interni jsou ty zmény, které jsou chténé a které jsou doprovazeny
muskularnimi vjemy. Externi zmé&ny jsou pak ostatni zmény. Nékteré externi zmény lze
korigovat internimi zménami. To znamena: vnimame uréitou externi zménu, pak pro-
vedeme interni zmé&nu a dosahneme stavu, ktery byl pfed provedenim externi zmény.
Ty externi zmény, které mohou byt korigovany néjakou interni zménou, oznacujeme
jako zmény polohy. Ostatni externi zmény pak tvofi zmény stavu. Jako pfiklad zmény
stavu lze uvést chemicky proces, ktery zméni barvu kapaliny ve zkumavce.

Na zéakladé€ tohoto rozdéleni externich zmén miiZeme nyni provést rozdéleni internich
zmén. Ty interni zmény, které mohou slouZit ke korigovani externich zmén a které pro-
bihaji beze zmény relativni polohy jednotlivych &asti téla, oznaujeme jako zmény po-
zice; ostatni pak oznaCujeme jako zmény drZeni té€la. Zmény drZeni téla tedy nemohou
provadét korekce externich zmén nebo je mohou provadét pouze netuplné a nedokonale.

Mezi internimi zménami Ize nyni zavést ekvivalenci: dv€ interni zmény pokladdme
za ekvivalentni, jestlize jsou ob& schopny korigovat touZ externi zmé&nu. Dvé takové
interni zmény odpovidaji tedy stejnému pohybu, pfemisténi. S tim je spojen zakladni
pozZadavek, bez néhoZ by nebylo viibec moZno geometrii vybudovat: KdyZ interni zména
koriguje dvé externi zmény a kdyZ jina interni zména koriguje jednu z téchto externich
zmén, pak musi korigovat i druhou.

Interni zmény jsou vnimany jako posloupnosti muskularnich vjemi. Ke kazdé takové
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fad& S existuje fada S', ktera je k ni inverzni v tomto smyslu: provedeme-li nejprve S
a pak 8’ (coZ budeme zapisovat jako § + S’), vratime se do plivodni polohy.

Nyni méZeme popsat prvni fyzické kontinuum — grupu pfemisténf: prvky tohoto
kontinua jsou mnoZiny internich zmén, které jsou schopny korigovat touZ externi zmg-
nu. DvE& takové interni zmEny a a § jsou poklddany za nerozlifitelné, kdyZ jsou bud
nerozliSitelné pfirozené, tj. jako vjemy blizko sebe, nebo konvenci: kdyZ « je schopno
korigovat stejnou externi zménu jako né&jaka tfeti externi zména, nerozlifitelna pfiro-
zent od §.

Zkudenost nas uti, Ze toto kontinuum mA § dimenzi. Daliim ztotoZn&nim internich
zmén dospéjeme ke kontinuu o niZ§im poétu dimenzi. Nejprve viak musime zjistit, kdy
pokladime dva body prostoru za stejné, tj. kdy miZeme Fici: objekt 4 zaujal v okamiiku
1, stejnou pozici jako objekt B v okamziku ¢,.

Nejprve pfedpokladejme, Ze se mezi obéma okamZiky nepchneme — to jsme schopni
posoudit na zaklad# naSich svalovych vjemd. Pak budou oba body stejné, jestliZe vijemy
o B v ckamZiku ¢, mi budou divany stejnymi nervovymi cestami jako pfed tim vjemy
o A.

MitZeme formulovat dv& podminky pro to, aby dva body byly stejné: 1. (nutni pod-
minka) Body M a M’ padnou do stejného mista O na sitnici, tedy geometricky: body O,
M a M’ leZi na pfimee.

2. (nutnd a dostadujicl) V okamZiku 7, se milj prst dotykéd objektu 4 a aniZ bych se
pehnul, v okamZiku ¢, se téhoZ prstu dotykd pfedmét B.

Pfi formulaci jsme si v§ak pomohli geometrif; jediné, co nim déiva zkulenost, je, Ze
prvii podminka miZe byt splnéna, aniZ by byla splngna druhé. To vyjadfujeme takto:
vidéni — na rozdil od taktilniho ynimani — se provadi na dalku.

Zatim jsme tedy hovofili o identit€ bodi za pfedpokladu, Ze jsme se nepohnuli. Kdy
budou nyni body zaujaté objektem 4 v okamZiku ¢, a objektem B v okamZiku ¢, totoz-
né? Jisté tehdy, kdyZ pohyb, ktery jsme vykonali mezi t&mito fasovymi okamZiky, se
sklada ze dvou ¥ad muskulirnich viemi S a S, které jsou inverzni. Toto ¥edeni je viak
jesté neuspokojivé: pro porovnini bedd mame jediny prostfedek: fady muskulirnich
vjemi. Tyto ¥ady viak tvoii kontinuum o velikém poctu dimenzi. I kdyZ nerozlifujeme
fady Z a Z + S + 8’ (S’ je inverzni k ), bude dimenz{ je$t® mnoho. Refeni spodiva
v rozpoznani této zkulfenosti: existuji fady muskularnich vjemi o, pii kterych se prst
nepohne. Musime tedy dat do jedné tfidy fady £ a ¥ + . Teprve ted ma toto konti-
nuum t¥i dimenze.

Cely problém jsme takto jeit& oviem nevyfesdili: vytvofili jsme sice tfirozmé&rné kon-
tinuutn, je to viak taktilni prostor pouze jednoho prstu. KaZdy prst tedy vyivaH svilj
vlastni taktilni prostor. Jak to, Ze jsou tyto prostory stejné?

UvaZujme dva prsiy, p, a p,. Budeme psat § = 5’ (mod p,), kdyZ fady muskulirnich
vieml § a 5 vedou ke stzjnému taktilnimu vjemu prstu p,. Pfedpokladejme ted, Ze
existuji dv& posloupnosti svalovich viemn s a s5,, pro které platf: Necht p, mi taktilnf
viem ze styku s objektem. Provedeme s, tento vjem zmizi, ale misto n&j bude mit vjem
objektu prst p; (pokud se oviem prst nepohne). Geometricky Fefeno: pohyby odpovida-
jici s uvedou prst p, na misto piivodné obsazené prstem p,. Existuji-li tyto posloupnosti

11



pak
S=Smodp)=>s+S+s, =5+ S5+ 5 (mod p,;),

— coZ davé izomorfismus obou kontinui, a tedy i stejnou dimenzi. Je v§ak také moZno
uvazovat pfipad, Ze tyto posloupnosti neexistuji. KdyZ napfiklad neexistuje s, pak by-
chom museli fici, Ze prst p, vnima objekt na vzdéalenost. Prostor by pak oviem mél vice
dimenzi.

Podobné je tomu s vidénim; bod sitnice hraje stejnou roli jako prst. Obecné lze takto
popsat izomorfismy prostori odpovidajicich rozli¢nym vjemovym kontinuim.

Z povrchniho pohledu by se mohlo zdat, Ze jsme ted na pozici empirismu. Experi-
mentalni fakta se vSak zde ovéfuji sice asto, ale ne vZdy (staci, aby se objekt pohnul
apod.). Musime odhlédnout od téchto vyjimek. ZkuSenost ndm tedy ukazuje pouze —
uzavira Poincaré — Ze je vyhodné pfisoudit prostoru tfi dimenze: pak je totiZ pocet té€chto
vyjimek nejmensi.

Pravé popsana konstrukce fyzického kontinua, rozvedena v pracich Poincarého do pod-
statné v&tsi hloubky, neZ jsme zde mohli udélat my, by mohla velmi poslouZit genetické
psychologii. Zde se nabizi hned otdzka: jaky je vztah téchto praci Poincarého k pozdéj-
$im pracim JEANA PIAGETA o genesi pojmu prostoru a geometrie u ditéte [13], [14]?
Z objemnych Piagetovych knih Ize jen s velikymi obtiZemi rozlustit skutenou podstatu
jeho uvah. Ani pfepracovani a zkricena vydani — jakkoli nesmirn& uZite¢na (napf. [8],
[9]) — v nejzésadnéjSich vécech nepomohou. Zd4 se viak, Ze Piagetova cesta je dost
obdobni Poincarého (i kdyZ chybi pfimé odkazy na Poincarého). Na rozdil od Poinca-
rého, ktery ve svych uvahéch je schopen se zcela oprostit od pojmu prostoru a geometrie,
které ma teprve vytvofit, a tedy je schopen i ve formulacich se petlivé obejit bez geo-
metrické terminologie, je tomu v Piagetovych pracich naopak. V podstaté se pfi viech
experimentech pouZiva geometricka terminologie a tato verbalizace — podle mého na-
zoru — silné€ ovliviiuje vysledky jeho pokusi. Pfi fad€ pokust je zfejmé, Ze jsou vlastné
testovany (skryté) védomosti a ne pfimo pfedstavy prostoru. Zde by pravé vzor dany
Poincarém mohl velmi pomoci.

Poincaré a teorie relativity

Jak uZ bylo feceno vySse, Poincaré zastaval nazor, Ze Zddnia méfeni nemohou rozhod-
nout, kterd z geometrii — euklidovska nebo neeuklidovska — je pravd a Ze dokonce
ani nema smysl se takto ptit. V této Casti se pokusime naznadlit, jaké davody vedly
Poincarého k této formulaci a jaky je jeho vztah k teorii relativity.

Helmholtz ptedlozil nasledujici problém: pfedstavme si dvourozmérny svét, ve kte-
rém Ziji dvourozmérni obyvatelé. My budeme védét, Ze Ziji na kulové plose. Mohou
se sami presvédEit vnitinimi méfenimi, zda Ziji na rovin€, nebo na kulové plose? Helm-
holtz odpovida ano: mohou napfiklad proméfovat thly trojihelnikti nebo mohou zjis-
tovat pomé&r poloméru kruZnice k jeji délce a tak mohou urcit kfivost v kazdém bodé.

Abychom si objasnili Poincarého postoj k tomuto problému, pfedstavme si dva fyziky
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F1 a F2 z tohoto své&ta (tento pfiklad je od R. CARNAPA [3], podobny pfiklad viak uvadi
i Poincaré [20]). F1 tvrdi, Ze Ziji na kulové plose, F2 v rovin€. Oba provadéji proméfo-
vani délek ve shodé s pfedpokladanou geometrii. F1 tvrdi: jsme na kulové plose a télesa
nepodléhaji zkracovani a prodluZovani. F2 tvrdi: ne, jsme v roving a télesa se zkracuji
a prodluZuji podle té€chto zdkont: ... Oba vykladaji svét riznymi formalnimi prostfedky,
a to tak, Ze jejich predikce pfesné souhlasi se skute¢nosti. Ktery ma pravdu? Poincaré
odpovida: tuto otazku neni viibec moZno polozit. Jsou to dvé metody popisu téhoz
svéta. ProtoZe je tedy moZnych vice metod popisu (vice jazykd), je tfeba si vybrat.
Tento vybér je konvenci — avSak, jak je krasné vidét z pfikladu — nikoli libovolnou;
smime volit jen mezi adekvatnimi popisy.

Poincaré vyslovil domnénku, Ze i kdyZ fyzikové pfijdou méfenimi k odliSnostem
ve struktufe prostoru, stejng daji pfednost euklidovské geometrii a rad&ji budou modifi-
kovat fyzikalni zakony. Hlavnim divodem zde bude jednoduchost euklidovské geo-
metrie a zvyk. AvSak r. 1915, tfi roky po Poincarého smrti, vystoupil ALBERT EINSTEIN
s obecnou teorii relativity, ktera zvolila jinou cestu. Tuto skutenost viak nelze chipat
jako spor Poincaré versus Einstein (jak je nazvana jedna kapitola knihy [3] Rudolfa
Carnapa), ani nelze souhlasit s ndzorem (L. DE BROGLIE), Ze to byla Poincarého filozofie,
ktera mu nedovolila uéinit objev obecné teorie relativity pfed Einsteinem. Omyl Poin-
carého zéleZel pouze v tom, Ze neodhadl, Ze pfece jen bude jednodussi vzdat se eukli-
dovské geometrie — Ze pak celek, i za cenu lokalni komplikovanosti, vyjde jednodussi.

UkaZme si jesté na jednom pfiklad€é (opét R. Carnap [3]), jak lze jedna a tataZ fakta
popsat adekvatn€ rliznymi jazyky. Podle teorie relativity md prostor strukturu, kterd
se v gravitaénim poli odchyluje od euklidovské. Vezméme jako dfive dva fyziky — F1
a F2. F1 zastava neeuklidovskou geometrii. Pro néj délka tyCe zavisi pak pouze na teplo-
té podle vztahu

I =1l + B(T — Tp)).

Fyzik F2 trva na euklidovské geometrii. Musi pak oviem modifikovat zdkony pro délku
tyce. Jeho zakon pak zni:

=11 + B(T — TO))<1 — ¢ cos? q))
r

kde C je univerzalni konstanta, m je masa, r je vzdalenost od télesa (feknéme Slunce)
a ¢ je uhel, ktery svird ty¢ se smérem k télesu. Mezi obéma popisy musime vybrat
a fyzika dala pfednost zmén& geometrie. Jedno z obecnych kritérii pro vybér formuloval
HANs REICHENBACH [22]. Reichenbach rozliSuje tzv. diferencialni a univerzalni sily (Car-
oprava délky ty€e na teplotu), univerzalni je spoleény viem vécem (gravitaéni plisobeni).
Reichenbachovo kritérium pak zni: fyzikové vzdy pfeformuluji teorii tak, aby z ni vymi-
zely univerzalni efekty.

V této souvislosti je oviem zajimavé vyjadfeni Alberta Einsteina k postoji Poincarého.
V &lanku Geometrie a zkusenost (Sesky v [4]) shrnuje Poincarého nizory takto: ,,0 cho-
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vani skuteénych véci nevypovidid nic geometrie G, nybrZ jen geometrie spolu se sou-
hrnem fyzikdlnich zadkonti F. Symbolicky miiZeme tedy fici, Ze kontrole zkuSenosti
podléha jen souCet G + F, G miZe byt voleno libovolné, rovnéz ¢asti F; viechny tyto
zakony jsou konvence. Abychom se vyhnuli rozporu, je nutno volit zbytek F tak, aby G
a celé F dohromady pfesn& vystihovaly skute€nost. Sub specie aeterni podle mého
minéni m4 Poincaré s timto pojetim pravdu.*

Role intuice v matematice

Roli intuice vénoval Poincaré velmi mnoho pozornosti. Nejjasnéji formuloval své
myslenky v ¢lanku Intuice a logika v matematice, ktery se pozdgji stal prvni kapitolou
knihy Hodnota védy. Poincaré zde uvadi dva protichidné pfistupy: analyticky a geo-
metricky (logicky a intuitivni). Tyto postoje nejsou dany ani vychovou, ani vyu¢ovanim:
Clovék se prosté narodi geometrem nebo analytikem, tvrdi Poincaré. Pfi povrchnim po-
hledu na klasiky se nAm budou vSichni jevit jako intuitivni. Pfi hloubé&j§im zkoumani
se nam vSak nakonec oddéli. Intuice nemlize dat pfesnost a jistotu. Poincaré uvadi
pfiklady: podle intuice by se zdalo, Ze kaZd4 kfivka ma te¢nu, teprve analytici prozkou-
mali tyto otazky detailn€ a zkonstruovali funkce bez derivaci (WEIERSTRASS). Podobné
je to tieba s Dirichletovym principem — zde se existence minima pfijimala intuitivné.

U analytikti se zd4, jako kdyby u nich nebyla zZadna stopa intuice. Je to viak iluze.
Pro tvofeni v jakékoli véde je tieba jesté néco jiného neZ Cista logika — a to cosi dalsi
je pravé intuice. Neni vak jen intuice smyslova ¢i geometricka, je vice druhil intuice —
zobecnéni indukci, intuice Cisla apod.

Logik rozloZi diikaz na elementarni kroky. Je pochopenim kazdého z nich pochopen
dikaz? Jisté ne, protoZe muiZe uniknout celkovy smysl. Je mnoho cest, jak fetézit asudky:
jde v8ak o to, vybrat spravnou cestu, vedouci k cili — a vybér této cesty nam napovida
pravé intuice. Logika je nastrojem diikazu, jen ona déava jistotu. Intuice je néstrojem
objevu.

Avsak vime dobfe, Ze netvofi pouze geometrové, nybrZ i analytici. Je v tom rozpor?
Ne, fika Poincaré. Prosté proto, Za i analytici jsou vedeni intuici, ov§em intuici jiného
druhu, feknéme intuici &isla, algebraickou intuici apod. Poincaré uvadi jako pfiklad
HEerMITA, ktery nikdy neevokoval v rozhovorech smyslové pfiklady. Pracoval vSak
uvnitf s abstraktnimi entitami a byl veden také zvlastni intuici. Tedy i mezi analytiky
jsou objevitelé, fika Poincaré na zavér ¢lanku, ale je jich méné neZ mezi duchy geo-
metrickymi.

Rozbor nazord Poincarého na roli intuice v matematice 1ze nalézt také v knize V. F.
ASMUSE [2].

Invence v matematice

Nejvice fekl H. Poincaré o tvofeni v matematice v pfednasce pro pafizskou Psycho-
logickou spole€nost [20], ze které jsme uZ citovali na zacatku tohoto ¢lanku.
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V &m zéleZi objev v matematice? Ne v tom, Ze sestavime nové kombinace uZ zna-
mych faktt. Tvofit, to znamena ned&lat neuZitetné kombinace, nybrZ jen uZite¢né —
a t&h je nepatrni menSina. Tvofit — to znamena umét rozpoznavat, umét vybirat.
Inventer — c’est choisir. Jak se provadi tento vyb&r? Poincaré uvadi sv&dectvi o své
vlastni préci, které zde ve volném pfekladu podavame:

»Dva tydny jsem se pokousel dokazat, Ze nemohou existovat Zadné funkce analogické
tém, které jsem pozdé&ji nazval fuchsovskymi (v soudasné terminologii automorfnimi —
a tohoto terminu se budeme drZet — pozn. J. F.). Nemél jsem oviem pravdu; denn&
jsem sedal k psacimu stolu a hodinu nebo dvé& jsem zkousel velké mnoZstvi kombinaci,
ale nedospél jsem k Zadnému vysledku.

Jednou veder jsem si dal proti svému zvyku ¢ernou kavu a nemohl jsem usnout.
Myslenky se shlukovaly, citil jsem, jak do sebe naraZeji, dokud se dv&é — abych tak fekl
— do sebe nezavésily a nevytvofily stabilni kombinaci. Rano jsem pak dokézal existenci
jedné tfidy automorfnich funkci — t&ch, které odpovidaji hypergeometrické Fadé.
Zbylo mi vlastn€ uZ jen sepsat vysledky a to zabralo par hodin.

Chtél jsem pak vyjadfit tyto funkce jako podil dvou fad; tato mySlenka byla védoma
a promyslend, vedla mne analogie s eliptickymi funkcemi. Ptal jsem se, jaké vlastnosti
by musely mit tyto fady, kdyby mély existovat a dospél jsem bez obtiZi k faddm, které
jsem nazval theta-automorfnimi.

V tu dobu jsem opustil Caen, kde jsem tehdy bydlel, abych se zi¢astnil néjaké geo-
logické exkurze, organizované bariskou $kolou (Ecole des Mines). Pritbéh této exkurze
mi dal zapomenout na mou praci. KdyZ jsem pfijeli do Coutances, nastupovali jsme
do autobusu k néjakému vyletu; v okamzZiku, kdy jsem poloZil nohu na schodek, obje- .
vila se mi idea — bez jakychkoli, zdalo by se, pfedchézejicich ivah — idea, Ze ty trans-
formace, kterych jsem pouZival pro definice automorfnich funkci, jsou identické s trans-
formacemi neeuklidovské geometrie. Neprovedl jsem ovéfeni, nemél jsem k tomu ani
&as, protoZe sotva jsme v autobusu usedli, pokradoval jsem v nadatém hovoru. Ale
jistotu uZ jsem mél. Po névratu do Caen jsem s odpocinutou hlavou ovéfil nalezeny
vysledek, spi§ pro klid duse.

Tehdy jsem se také zabyval n&€kterymi otazkami teorie &isel, pfi¢emZ jsem nedosahl
viibec Zadnych slu$nych vysledki; viibec jsem pfitom netusil, Ze by to mohlo mit néjaky
vztah k dfivéj§im vyzkumiim. Znechucen svymi neuspéchy odjel jsem na nékolik dni
na moiské pobieZi a pfemyslel jsem tam o Viplné jinych vécech. Jednou, kdyZ jsem se
tak prochédzel po pobfezi, se mné stejné nahle, rychle a s jistotou objevila myslenka,
Ze aritmetické transformace kvadratickych forem jsou totoZné opét s transformacemi
neeuklidovské geometrie.

KdyZ jsem se vratil do Caen a pfemyslel nad timto vysledkem, vyvodil jsem z n€¢ho
dusledky: pfiklad kvadratickych forem mné ukazal, Ze existuji automorfni grupy jiné
neZ ty, které odpovidaly hypergeometrické fadé¢; vidél jsem, Ze na né mohu aplikovat
teorii theta-automorfnich funkci, a Ze tedy existuji automorfni funkce, které se lii od t&ch,
které odpovidaji hypergeometrické fad€ — coZ byly jediné, které jsem do té doby znal.
Navrhl jsem si samoziejmé€ najit vSechny tyto funkce, zahajil jsem systematicky ttok
a likvidoval jsem jednu posddku za druhou. Zustavala vSak jesté jedna: jeji pad by
znamenal pad celé pevnosti. Aviak v§echno mé usili vedlo jen k tomu, Ze jsem pochopil,
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v Cem zaleZi obtiZnost problému — coZ uZ oviem néco znamenalo. VSechna tato prace
byla dokonale védoma.

Potom jsem odjel do Mont-Valérien, kde jsem mél konat vojenskou sluZbu a tak jsem
mél velmi rozmanita zaméstnani. Jednou, kdyZ jsem se prochézel po bulvaru, mne nahle
napadlo feSeni tohoto téZkého problému, ktery je§té zbyval. Nepokousel jsem se do ného
hned proniknout, to jsem udélal aZ po navratu z vojenské sluZby. Mél jsem vSechny
slozky, zbyvalo uZ jen posbirat je a uspofadat. Proto jsem bez nimahy a naraz tplné
sepsal svou praci.*

Ze vieho uvedeného vyplyvd vyznamna role podvédomé, subliminalni prace; tato
role je zakladni v matematické tvorb&. Poincaré déle fika: Vidime, Ze prdce matematika
neni mechanickd a nelze ji svéfit ¥ddnému stroji, jakkoli by byl dokonaly. Zde neni problém
v tom, sestavit pomoci danych pravidel co nejvice kombinaci. Tyto kombinace by byly
DFili§ pocetné, neufitecné a neuchopitelné. Skuteénd prdce védce spocivd ve vybéru kom-
binaci, tak aby se vyloucily neuZitecné, nebo jesté spise v tom, aby se viitbec neuZitecné
nesestavovaly. A pravidla, kterd je tFeba pritom pouZivat, jsou tak jemnd a presnd a hra-
nicné delikdtni, Ze je téméF nelze vyjddrit slovy: sndze se citi, ne? formuluji. Jak by bylo
moZno si za téchto okolnosti predstavit apardt, ktery by je automaticky realizoval?.

Pfednéaska Poincarého obsahuje fadu dalSich pfikladi a velmi hlubokych postiehit
a myslenek. Z této prednasky vychazel JACQUEs HADAMARD ve své prekrasné knize
o psychologii invence v matematice [5]. Poznamenejme, Ze rusky pfeklad této Hadamar-
dovy knihy obsahuje jako jednu z pfiloh také pieklad Poincarého pfednasky.

Pfi vybéru kombinaci pfistupuje jesté jedna slozka: krasa. Jaké jsou ty matematické
charakteristiky, kterym pFipisujeme vlastnosti krdsy a které jsou schopny probudit v nds
urcité estetické uspokojeni? Jsou to ty, jejich? sloZky jsou uspofdddny harmonicky tak,
Ze rozum bez usili je miiZe pojmout jako celek a podrobnosti uhddnout. UZite¢né kombinace
Jjsou také ty nejkrdsnéjsi, tj. ty, které nejvice piisobi na ten specificky cit matematické
krdsy, ktery je zndm vSem matematikiim a je nedostupny vsem profdnnim do takového
stupné, Ze maji casto sklon se mu smdt.
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Od ucitele matematiky na vysoké i stiedni Skole se vyZaduje nejen dii-
kladnd znalost vyucované védy. DobFe vyucovat matematice miiZe pouze
Clovék, ktery je ji sdm nadSen a chdpe ji jako Zivou, rozvijejici se védu.
Patrné mnozi Zdci stiedni Skoly védi, jak poutavou, a diky tomu snadnou
a srozumitelnou, se stdvd matematika u takovych uciteli.

Nutnost zvldstniho naddni pro studium a pochopeni matematiky se casto
zvelicuje. Dojem mimorddné obtiZnosti matematiky nékdy vznikne jejim
Spatnym, prilisné formdlnim vykladem ve vyucovaci hodiné. Béiné prii-
mérné lidské naddni plné dostacuje, aby pFi dobrém vedeni nebo z dobrych
knih bylo mozné si osvojit matematiku, kterd se vyucuje na stfedni skole.

A. N. KOLMOGOROV
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