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diskuse 

Brownov pohyb 
ako zdroj poučenia 
pre spravodlivého skúšajúceho 

Rudolf Hajossy, Bratislava 

Motto: 

Examinations are formidable even to 
the best prepared, for the greatest fool 
may ask more than the wisest man can 
answer. 

Charles Caleb Colton (?-1802) 

Kolko otázok má položiť skúšajúci, aby 
sa pri hodnotení nepomýlil viacej ako o pol 
stupňa? Aké „šance" má posluchač s chro­
nickými neznalosťami, že úspěšné absol­
vuje vysokoškolské studium? Dať, či nedať 
dekanskú výnimku? To sú otázky, na 
ktoré sa pokúsime nájsť odpověď. Pri hla-
daní konkrétných odpovědí využijeme 
analógiu, ktorá platí medzi skúšaním 
a potácavým pohybom námořníka Browna 
(Brownovým pohybom). 

Výpočtom dížky dráhy, ktorú absolvuje 
opitý námořník potom, ako ho vyhodili 
z krčmy, sa zaoberal FEYNMAN VO svojom 
známom kurze fyziky [1], Spomínaný 
autor riešil tento spoločensky zaujímavý 
problém v celej jeho dvojrozmernej obec­
nosti. My sa v našich úvahách obmedzíme 
na špeciálny případ drunken-sailor efek­
tu — na jeho jednorozmernú variantu 
s krčmou situovanou v střede úzkej ulič­
ky. V takomto zjednodušenom případe 
o vzdialenosti rn+l9 do ktorej sa námořník 
dostane po n + 1 krokoch, rozhoduje 
dížka jeho kroku d a vzdialenosť rn9 

v ktorej sa nachádzal po n krokoch. 
Zřejmé platí vzťah: 

(i) r„+í =r„ + d. 

V případe malého množstva krvi v alko­
hole sú výsledky chodeckých pokusov 
nevyspytatelné, preto je rozumnejšie zaují­
mat sa o strednú hodnotu absolvovanej 
vzdialenosti rn+1, pre ktorú, ako vyplývá 
zo vzťahu (1), platí nasledovný rekurentný 
vzorec: 

(2) ' Л + l + d = rи + 3. 

Za předpokladu, že počiatočná vzdiale­
nosť r0 od krčmy bola nulová (r0 = ř^ = 
= 0) a že v istom přiblížení priemerná 
dížka kroku 3 nezávisela od strednej 
hodnoty prekonanej vzdialenosti ř̂ , z re-
kurentného vzorca (2) vyplývá vzťah: 

(3) = иЗ. 

V případe triezveho námořníka vzťah 
(3) poskytuje triviálny výsledok: Tn ~ «, 
pretože všetky kroky takéhoto námořníka 
majú přibližně rovnakú dížku d0. Priemer­
ná dížka 3 = d0 zaručuje, že sa skúmaná 
osoba vzďaluje od krčmy priamoúmerne 
s počtom urobených krokov n. 

Pod vplyvom alkoholu však móže skú-
maný objekt vykročiť s rovnakou pravde-
podobnosťou lubovolným z obidvoch 
možných smerov, ktoré úzká ulička dovo­
luje. V zjednodušenom případe dížka 
kroku móže nadobúdať hodnoty d0, 
alebo — d0. V takomto případe bude 
priemerná dížka 3, a ako vyplývá zo 
vzťahu (3), aj priemerná vzdialenosť r~n9 

nulová. Nemožno však očakávať, že by 
počet krokov obidvoma smermi bol vždy 
presne rovnaký. Určité po „záverečnej" 
nebudu všetci milovníci ohnivěj vody 
sústredení vo dverách spoločenskej miest-
nosti. Budu rozptýlení v okolí bodu 
Tn = 0. Velkosť príslušnej disperzie Dn 

móžeme určiť vtedy, ak sa budeme žaují-
mať iba o absolutnu hodnotu vzdialenosti 
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|rn |, do ktorej sa klienti protialkoholickej 
poradné dostanu a nie o směr, ktorým 
sa chodecký výkon v rámci uličky usku-
točnil. Nepríjemnostiam s absolutnými 
hodnotami sa móžme vyhnúť tak, že 
budeme počítať priemernú hodnotu štvor-
ca vzdialenosti r2. Potom namiesto vztahu 
(2) dostaneme analogický rekurentný vzo­
rec: 

(4) r 2
+ 1 = (r„ + d)2 

= r2 + 2rnd + d2 = + d2 

Pri úpravách vztahu (4) sme využili sku-
točnosť, že Ťyž = Tnd = 0. Táto skutočnosť 
odzrkadluje fakt, že pri velkom počte skú-
maných osob ku každej hodnotě rnd > 0 
existuje hodnota rnd < 0. Nakolko r 2 = 
= r2 = 0 a T2 = [( + d0)

2 + (-d 0 ) 2 ]/2 = 
= ď0, potom zo vztahu (4) vyplývá, že 

resp. 

(5) 

r 2 = nd2 = ndц , 

Dn = V Г„= d0JП-

Vztah (5) představuje exaktný dókaz 
mravného ponaučenia, že nadměrné osob­
né zásluhy pri ničení metly ludstva sa 
nevyplácajú, pretože u osob zvlášť zaslú-
žilých dochádza k znižovaniu pohybových 
schopností. Zatial čo dížka dráhy překo­
naná triezvym jedincom sa zváčšuje line­
árně s počtom krokov [pozři vztah (3)], 
dížka dráhy potácajúceho sa objektu 
narastá iba s odmocninou z n [pozři vztah 
(5)]. Uvedené nevýhody 1—2 gramov 
alkoholu na 1 kg živej váhy ([2]) sa 
prejavujú hlavně na dlhších tratiach. 

Poznatky získané štúdiom potácavého 
pohybu námořníka Browna móže fyzik-
pedagóg priamo aplikovat' na vlastnú 
prácu, konkrétné, na skúšanie a známko-
vanie. Stačí si uvědomit', že vykonávanie 
hrdelného práva na študentoch skrývá 

v sebe náhodnost' typickú pre Brownov 
pohyb: zrejme počet bodov r n + 1 získaných 
po n + 1 odpovediach závisí od počtu 
bodov rn, ktoré skúšaný získal za pred-
chádzajúcich n odpovědí a od počtu bo­
dov d, ktoré móže získať za jedinú od­
pověď. Výsledok odpovede na otázku 
závisí od toho, či příslušná otázka je 
z oblasti, ktorú skúšaný ovládá, připadne 
neovládá. Skúšaný, ktorý ovládá iba 
polovicu požadovanej látky, móže získať 
za odpověď na jednu otázku právě tak 
+ á0, ako aj — d0 bodov, Nedostatečné 
(iba z polovice) připravený posluchač 
teda priemerne získá za odpověď na jednu 
otázku 3 = 0 bodov. Vztah (3) predpo-
vedá, že takýto posluchač získá pri od­
povědi na n otázok priemerne r^ = 0 
bodov. 

Obvykle však počet dobrých a zlých 
odpovědí nebývá presne rovnaký. U jed­
notlivých poslucháčov uvedených kvalit 
sa počet získaných bodov móže v priemere 
odchylovat' od Tn = 0 až o hodnotu 
+ DW, připadne — Dn bodov. Disperziu 
Dn určuje vztah (5). Počet bodov rn 

u takýchto poslucháčov bude v najlepšom 
případe narastať iba s odmocninou z n. 
U výborné připravených skúšaných bude 
počet získaných bodov narastať priamo-
úmerne s počtom otázok n. Odchylka 
medzi závislosťami od n a od ^Jn narastá 
s rastúcim n. Zrejme, ak chce mať skúša-
júci váčšiu istotu pri rozlišovaní dobrej 
odpovede od nevyhovujúcej, musí pri 
skúške položit' čo najváčší počet otázok n. 
Automaticky sa vynára problém: „Kolko 
otázok má položiť spravodlivý skúšajúci, 
aby jeho hodnotenie dosahovalo presnosť 
1/2 stupňa?" Konkrétna odpověď na 
tuto otázku samozřejmé závisí od hod-
notiaceho klúča, podlá ktorého sa k bo-
dom získaným za odpověď priraďuje 
známka. 
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Pri našich odhadoch budeme používať 
následovně hodnotiace kritéria: Domnie-
vame sa, že polovičně znalosti skúšanej 
látky třeba označiť za nevyhovujúce. 
(Podniky zamestnávajúce poloodborníkov 
sú neefektivně. K normálnej činnosti 
potrebujú minimálně dvojnásobný počet 
zamestnancov.) Posluchač s polovičnými 
znalosťami v priemere získá pri n-otázko-
vej skúške nula bodov. Pri dokonalom 
ovládaní skúšanej látky mohol získať až 
+ nd0 bodov. Ak ako vyhovujúci označíme 
interval (0, + nd0> bodov, potom pri 
trojstupňovom hodnotení vyhovujúcich 
odpovědí bude potřebné tento interval 
rozdeliť na tri podintervaly o dížke rádove 
ndo/3. Na pol stupňa teda připadá interval 
o dížke nd0\6 bodov. 

Nakolko posluchač s polovičnými zna­
losťami móže získať až + Dn = yj(n) d0 

bodov, skúšajúci, ktorý chce hodnotiť 
s presnosťou na 1/2 stupňa musí voliť 
taký počet otázok, aby disperzia Dn 

nepokryla váčší interval ako + nd0/6 
bodov: 

(6) Dn = V(n) d0 = nd0/6 . 

Z podmienky (6) pre spravodlivú skúšku 
vyplývá, že presnosť hodnotenia na pol 
stupňa předpokládá zodpovedanie aspoň 
na 36 skúšobných otázok. 

Obecné, disperzia Dn = y/(n) d0 pokrývá 
S stupňov: 

(7) S = Dn/(ndo/3) = 3/V" . 

Pri trojotázkovej skúške sa teda dosahuje 
„presnosť" S = 3/̂ /3 « 1,75 stupňov. Pri 
takej to „přesnosti" poměrné velmi dobrý 
posluchač nemusí skúšku urobiť, zatial čo 
iba dobré znalosti sa móžu hodnotiť ako 
výborné. 

Odhad minimálneho počtu otázok, 
z ktorých sa má skladať spravodlivá 

skúška, možno spresniť, ak si uvědomíme 
rozdiely medzi skúšaním a Brownovým 
pohybom: Pri brownovskom pohybe sú 
jednotlivé kroky navzájom úplné nezá­
vislé. Tá istá kroková variácia sa móže 
vyskytovat* aj viackrát. Dósledná analógia 
s brownovským pohybom by teda vyžado­
vala, aby skúšajúci nevylučoval možnosť, 
že položí tú istú otázku tomu istému 
skúšanému v rámci tej istej skúšky aj 
viackrát. Zváčšovaním rozsahu skúšanej 
látky sa zváčšuje pcčet všetkých možných 
skúšobných otázok N. Pri súčasne ne-
meniacom sa počte položených otázok n 
sa potom zmenšuje možnosť výskytu 
nepriaznivej situácie — opakovania otáz­
ky, a tým sa aj zlepšuje analógia medzi 
skúšaním a Brownovým pohybom. S ras-
túcim rozsahom skúšanej látky sa teda 
vyššie uvedené odhady stávajú přesněj­
šími. 

Po matematickej stránke sa rozdiel 
medzi Brownovým pohybom a skúšaním 
prejavuje v tom, že pravděpodobnost', 
s akou sa dosiahnu jednotlivé vzdialenosti 
rn po n krokoch, popisuje binomické roz-
delenie pravděpodobnosti, zatial čo prav­
děpodobnost', s akou skúšaný pri n-otáz-
kovej skúške získá rn bodov, popisuje 
hypergeometrické rozdelenie ([3]). Pre 
výpočet disperzie D takéhoto rozdelenia 
třeba namiesto vztahu (5) použiť vzťah 

(W) 
(8) 

D = 1^-^-^ìУҺ 
v ktorom ako Z označujeme stupeň sku­
tečných znalostí poslucháča. Veličina Z 
udává, kolků časť zo všetkých N možných 
skúšobných otázok by posluchač dokázal 
správné zodpovedať. (Veličiny n, d0 majú 
póvodný zmysel.) 

V případe hypergeometrického rozde-
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lenia presnosť na pol stupňa si vyžaduje 
splniť podmienku 

(9) S = D/Ho/3) = 1/2 

analogickú podmienkam (6), (7) pre bino­
mické rozdelenie. V případe lOOotázkovej 
látky (N = 100) zo vzťahov (8), (9) vy­
plývá, že poslucháča s polovičnými zna-
losťami (Z = 1/2) móžme spolahlive hod­
notit' až na základe jeho odpovědí na 
n = 27 otázok. (Binomické rozdelenie 
vyžadovalo o 9 otázok viac.) 

Zo vzťahov (8), (9) je ďalej zřejmé, že 
najváčšie požiadavky na počet otázok n 
sú v případe poslucháča so stupňom 
znalostí Z = 1/2. 

Uvedenu presnosť 5 = 1/2 třeba chápať 
statisticky. Aj v případe velkého počtu 
skúšobných otázok móže spravodlivý skú-
šajúci nesprávné hodnotiť odpovedajúcich. 
Ako vyplývá z Gaussovho-Laplaceovho 
integrálu ([5]) aj v případe takého velkého 
počtu otázok, že disperzia D pokrývá 
interval zodpovedajúci iba pol stupňů, 
sa skúšajúci dopustí chyby váčšej ako 
1/2 stupňa u 1/3 hodnotených. (Nepřes­
nosti váčšej ako jeden stupeň sa dopustí 
v 1/20 prípadov a chyby váčšej ako 1,5 
stupňa v 1/400 prípadov.) 

Přesná znalosť tvaru rozdelenia pravdě­
podobnosti umožňuje prekročiť rámec 
analogie medzi skúšaním a brownovským 
pohybom. 

Tak například, pri známom rozdělení 
pravděpodobnosti a pri známom hodno-
tiacom klúči možno určiť pravděpodob­
nost' pr(Z), s ktorou posluchač so zna-
losťami Z úspěšné absolvuje skúšku už 
v riadnom termíne. Zo známej hodnoty 
pr možno vypočítať pravděpodobnost' pu 

že príslušnú skúšku urobí až na prvý 
opravný termín. Zrejme platí vztah: 

(10) Pl = (1 - Pr) Pr • 

Analogické vztahy dostaneme aj pre 
pravděpodobnosti p2, pd, pv, že pri tých 
istých znalostiach Z skúšku absolvuje až 
na druhý opravný termín, dekanskú vý­
nimku, připadne bude vylúčený zo štúdia 
pre neprospěch: 

(11) P2=(í-PrfPr, 

(12) Pi = ( i -PryPr, 

(13) P „ = ( l . - p r ) 4 . 

Nakolko normálně by viacej možností 
nemálo existovat', mal by platit' vztah: 

(14) pr + pt + p2 + pd + pv = 1 . 

Pri nevhodnom hodnotiacom klúči alebo 
pri malom počte skúšobných otázok, 
a teda malej přesnosti pri hodnotení, 
posluchač s polovičnými znalosťami prí­
slušnú skúšku absolvuje v riadnom termíne 
s pravdepodobnosťou pr = 1/2. Ďalšie 
pravděpodobnosti, ako vyplývá zo vzťahov 
(10) až (13), majú potom hodnotu px = 
= 1/4, P l = 1/8, Pd=Pv = 1/16. 

Absolvovanie vysokoškolského štúdia 
předpokládá absolvovanie ~ 10 obtiažnych 
dielčich skúšok. Posluchač s polovičnými 
znalosťami teda ukončí celé studium 
s pravdepodobnosťou 

(15) Pa « (1 - p„) 1 0 = 

= [1 - (1/2) 4] 1 0 « 0,51 . 

Znamená to, že z desiatich kváziodborní-
kov prakticky piati budu mať možnosť 
„šíriť slávu" príslušnej školy po okolí. 

Pomocou vzťahov (10) —(14) možno 
tiež vypočítať, kolko róznych opravných 
termínov bude posluchač so znalosťami 
Z počas celého štúdia potrebovať. Z celko­
vého počtu absolvovaných m skúšok na 
riadny termín připadne Pr skúšok. Na 
prvý a druhý opravný termín a na dekan­
skú výnimku připadne Pl9 P2, Pd skúšok. 
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Zrejme medzi počtom skúšok a přísluš­
nými pravdepodobnosťami bude platiť 
priama úmernosť: Pr = kpr,..., Pd = fcpd. 
Nakolko 

(16) m = Pr + Pt + P2 + Pd = 

= KPr + Pí + Pí + Pd)> 

potom zo vzťahov (14) a (16) pre kon­
stantu úměrnosti k dostaneme vzťah 

(17) k = m/(l - p.) . 

Počet skúšok Pr,Pl9P2, Pd absolvovaných 
v jednotlivých termínoch a tiež pravdě­
podobnost absolvovania celého štúdia pa 

ukazuje tabulka. Hodnoty příslušných 

nimkami s velkou pravděpodobnostem 
nemá ani 1/3 požadovaných znalostí. 
Tabulka je teda matematicky formulova­
ným doslovom k pořekadlu o koňovi, 
ktorý napriek štyrom nohám má právo 
na potknutie: „Múdry kóň sa iba raz 
potkne na tom istom kameni." 

Pri odhadoch velkosti parametrov cha-
rakterizujúcich proces skúšania sme mlčky 
robili rózne předpoklady: Předpokládali 
sme objektívneho skúšajúceho, nestrémo-
vaného skúšaného, náhodnosť volby otáz­
ky, iba dve možnosti hodnotenia odpovede 
na danú otázku; hodnotiace kritéria nie 
dosť explicitně respektovali spósob mysle-

Stupeň 
znalostí 

skúšaného 

Priemerný počet skúšok absolvovaných 
v jednotlivých skúšobných termínoch 

riadny prvý druhý děkanská 
opravný opravný výnimka 

Pravdě­
podobnost' 

absolvovania 
štúdia 

Pr Pl 

1/2 5,33 2,66 1,34 0,67 0,51 
2/3 7,41 1,94 0,51 0,14 0,95 
i/з 3,72 2,77 2,04' 1,47 0,03 

veličin sme určili zo vzťahov (10) až (17) 
za předpokladu m = 10 skúšok a noto­
ricky polovičných znalostí Z = 1/2 poslu-
cháča. V tabulke pre porovnanie uvádzame 
aj výsledky získané v případe poměrné 
dobrých (Z = 2/3), ale tiež i velmi slabých 
(Z = 1/3) znalostí. V posledných dvoch 
prípadoch sme pri výpočte předpokládali 
binomické rozdelenie a trojotázkovú skúš-
ku ([6]). 

Z tabulky je zřejmé, že děkanská vý­
nimka by malá byť naozaj iba výnimkou, 
pretože absolvent s dvoma takýmito vý-

nia a aktívnosť vědomostí skúšarého 
V dósledku uvedených predpokladov vyš-
šie získané hodnoty třeba považovať iba 
za řádové odhady, na ktoré by sa však 
nemálo zabúdať pri skúškach so značným 
dopadom na osud skúšaného (maturit-
ných, přijímacích, ašpirantských, ... skúš­
kach, dekanskej výnimke). Niektoré zjed-
nodušenia predkladanéj teorie spravodli-
vej skúšky sa dajú odstrániť zobecněním 
teorie, připadne vhodnou volbou skú­
šobných otázok. 

Nekladli sme si za ciel vytvoriť přesné 
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návody na zorganizovanie spravodlivej 
skúšky. Mali sme iba snahu upozorniť ako 
niektoré aspekty skúšobného procesu vy-
zerajú vo světle čísel. Chceli sme taktiež 
poukázať na obecnú platnosť metody, 
ktorú vyvinul Einstein a Smoluchowski 
([1], [8]) z příležitosti vyšetrovania Brow-
novho pohybu. Výsledky tejto metody 
možno s úspechom využiť pri meraní 
Boltzmannovej konstanty, Avogadrovho 
čísla, pri výpočte velkosti skrútenia kábla 
na telefónnom aparáte ([1]), pri výpočte 
počtu častíc so spinom orientovaným 
v směre vonkajšieho magnetického póla 
([9]). Našou snahou bolo ukázat' na 
použitelnost' metody popisujúcej Brownov 
pohyb aj pri skúmaní niektorých pedago­

gických javov. Dóvodom, prečo sme na 
ilustráciu Brownovho pohybu volili právě 
pohyb, ku ktorému dochádza pri neo-
patrnej manipulácii s alkoholom, je v tom, 
že tento typ brownovského pohybu bol 
z historického hladiska známy ako prvý. 
Základ k výskumom v tejto oblasti pohy-
bov položili známe experimenty lodného 
konstruktéra Noeho s kolektívom ([7]). 
Nechceme si robiť plané nádeje, že by 
matematická formulácia nevýhod potá-
cavého pohybu mohla dohnať fyzikálnu 
obec do stavu notorickej abstinencie. 
Chceli by sme však touto cestou vzdať 
hold univerzálnosti, ktorú fyzika získala 
vďaka používaniu matematiky pri popise 
prírodných javov. 
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