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Brownov pohyb
ako zdroj poucenia
pre spravodlivého skusajticeho

Rudolf Hajossy, Bratislava

Motto:

Examinations are formidable even to
the best prepared, for the greatest fool
may ask more than the wisest man can
answer.

Charles Caleb Colton (?—1802)

Kolko otazok ma poloZit skusajtici, aby
sa pri hodnoteni nepomylil viacej ako o pol
stupria? Aké ,,8ance‘‘ md posluchaé s chro-
nickymi neznalostami, Ze uspeSne absol-
vuje vysokoskolské §tidium? Daf, & nedat
dekanskd vynimku? To su otazky, na
ktoré sa pokisime najst odpoved. Pri hla-
dani konkrétnych odpovedi vyuZijeme
analdgiu, ktord plati medzi skidSanim
a potacavym pohybom ndmornika Browna
(Brownovym pohybom).

Vypodtom dizky dréhy, ktord absolvuje
opity ndmornik potom, ako ho vyhodili
z krémy, sa zaoberal FEYNMAN vo svojom
znamom kurze fyziky [1]. Spominany
autor rieSil tento spolofensky zaujimavy
problém v celej jeho dvojrozmernej obec-
nosti. My sa v naSich uvahach obmedzime
na Specidlny pripad drunken-sailor efek-
tu — na jeho jednorozmernu variantu
s krémou situovanou v strede uzkej ulig-
ky. V takomto zjednoduSenom pripade
o vzdialenosti r,, ;, do ktorej sa ndmornik
dostane po n + 1 krokoch, rozhoduje
di¥ka jeho kroku d a vzdialenost r,,
v ktorej sa nachadzal po n krokoch.
Zrejme plati vztah:

(1) r"+1 =r,,+d.

V pripade malého mnoZstva krvi v alko-
hole su vysledky chodeckych pokusov
nevyspytateIné, preto je rozumnejie zauji-
mat sa o stredni hodnotu absolvovanej
vzdialenosti 7, ;, pre ktord, ako vyplyva
zo vzfahu (1), plati nasledovny rekurentny
vzorec:

&)

Za predpokladu, Ze po&iatoénd vzdiale-
nost ro od krémy bola nulové (r, =7 =
=0) a Ze v istom pribliZeni priemerna
di¥ka kroku d nezivisela od strednej
hodnoty prekonanej vzdialenosti r,, z re-
kurentného vzorca (2) vyplyva vzfah:

G) 7=nd.

fpp1 =T, +d=71,+4d.

V pripade triezveho ndmornika vzfah
(3) poskytuje trividlny vysledok: 7, ~ n,
pretoZe vSetky kroky takéhoto ndmornika
maju pribliZzné rovnaka dizku d,,. Priemer-
na dizka d = d, zaru€uje, Ze sa skimani
osoba vzdaluje od krémy priamotimerne
s po¢tom urobenych krokov n.

Pod vplyvom alkoholu v§ak méZe sku-
many objekt vykrodit s rovnakou pravde-
podobnosfou Iubovolnym 2z obidvoch
moznych smerov, ktoré tizka uli¢ka dovo-
luje. V zjednoduSenom pripade diZka
kroku moéze nadobuidat hodnoty d,,
alebo —d,. V takomto pripade bude
priemernad dizka d, a ako vyplyva zo
vzfahu (3), aj priemernd vzdialenost r,,
nulovd. NemoZno v§ak odakdvaf, Ze by
podet krokov obidvoma smermi bol vidy
presne rovnaky. Urdite po ,,zavere¢nej
nebudi vietci milovnici ohnivej vody
ststredeni vo dverach spolo&enskej miest-
nosti. Budu rozptyleni v okoli bodu
r, = 0. Velkost prislunej disperzie D,
moZeme urdif vtedy, ak sa budeme zauji-
mat iba o absolitnu hodnotu vzdialenosti
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||, do ktorej sa klienti protialkoholickej
poradne dostani a nie o smer, ktorym
sa chodecky vykon v ramci uli¢ky usku-
to¢nil. Neprijemnostiam s absolitnymi
hodnotami sa méZme vyhnit tak, Ze
budeme poditat priemerntd hodnotu $tvor-
ca vzdialenosti 72, Potom namiesto vzfahu
(2) dostaneme analogicky rekurentny vzo-
rec:

) ricy=(rn+dff =

=rZ+2rd+d =rl+d.

Pri upravich vztahu (4) sme vyuZili sku-
toénost, Ze r,d = r,d = 0. Tato skuto¢nost
odzrkadluje fakt, Ze pri velkom podte sku-
manych oséb ku kaZdej hodnoter,d > 0
existuje hodnota r,d < 0. Nakolko rZ =
=r5=0ad? = [(+do)* + (—do)’]2=
= d}, potom zo vztahu (4) vyplyva, Ze

r2 = nd® = nd?,

resp.

() Da=y7E=doyn.

Vztah (5) predstavuje exaktny dokaz
mravného ponaudenia, Ze nadmerné osob-
né zasluhy pri nieni metly Tudstva sa
nevyplacaju, pretoZze u osob zvlast zasli-
Zilych dochadza k zniZovaniu pohybovych
schopnosti. Zatial & dizka drahy preko-
nana triezvym jedincom sa zva&Suje line-
drne s po&tom krokov [pozri vztah (3)],
dizka drahy potdcajuceho sa objektu
narast4 iba s odmocninou z n [pozri vzfah
(5)]. Uvedené nevyhody 1-2 gramov
alkoholu na 1kg Zvej vahy ([2]) sa
prejavuju hlavne na dlhSich tratiach.

Poznatky ziskané S$tudiom potdcavého
pohybu nidmornika Browna moZe fyzik-
pedagég priamo aplikovat na vlastnu
pracu, konkrétne, na skusanie a zndmko-
vanie. Staéi si uvedomit, Ze vykonavanie
hrdelného prdava na S$tudentoch skryva

270

v sebe ndhodnost typicki pre Brownov
pohyb: zrejme pocet bodov r, , ; ziskanych
po n + 1 odpovediach zavisi od podtu
bodov r,, ktoré skuSany ziskal za pred-
chidzajucich n odpovedi a od po&tu bo-
dov d, ktoré mdze ziskaf za jedind od-
poved. Vysledok odpovede na otdzku
zdvisi od toho, & prislu§nd otdzka je
z oblasti, ktorti skusany ovlada, pripadne
neovlada. SkuSany, ktory ovldda iba
polovicu pozZadovanej latky, moZe ziskat
za odpoved na jednu otazku prave tak
+dy, ako aj —d, bodov, Nedostatoéne
(iba z polovice) pripraveny posluchad
teda priemerne ziska za odpoved na jednu
otazku d = 0 bodov. Vztah (3) predpo-
vedd, Ze takyto posluchaé ziska pri od-
povedi na n otazok priemerne 7, =0
bodov.

Obvykle vSak pocet dobrych a zlych
odpovedi nebyva presne rovnaky. U jed-
notlivych posluchalov uvedenych kvalit
sa poclet ziskanych bodov méZe v priemere
odchylovat od r, =0 aZ o hodnotu
+D,, pripadne —D, bodov. Disperziu
D, urduje vzfah (5). Podet bodov r,
u takychto posluchacov bude v najlepSom
pripade narastat iba s odmocninou z n.
U vyborne pripravenych ski$anych bude
pocet ziskanych bodov narastat priamo-
Umerne s poctom otdzok n. Odchylka
medzi zavislostami od n a od \/n narasta
s rastucim n. Zrejme, ak chce mat skusa-
jici vadSiu istotu pri rozliSovani dobrej
odpovede od nevyhovujucej, musi pri
skuske poloZit o najvacsi pocet otdzok n.
Automaticky sa vyndra problém: ,,Kolko
otazok ma polozZif spravodlivy skuSajuci,
aby jeho hodnotenie dosahovalo presnost
1/2 stupia? Konkrétna odpoved na
tuto otazku samozrejme zavisi od hod-
notiaceho kIuda, podla ktorého sa k bo-
dom ziskanym za odpoved priraduje
znamka.



Pri naSich odhadoch budeme pouZivat
nasledovné hodnotiace kritéria: Domnie-
vame sa, Ze poloviéné znalosti skuSanej
laitky treba oznalit za nevyhovujuce.
(Podniky zamestnavajiice poloodbornikov
si neefektivne. K normadlnej &innosti
potrebuji minimdlne dvojndsobny podet
zamestnancov.) Poslucha& s poloviénymi
znalostami v priemere ziska pri n-otazko-
vej skuSke nula bodov. Pri dokonalom
ovladani skd$anej latky mohol ziskat aZ
+ nd, bodov. Ak ako vyhovujici oznaéime
interval (0, +nd,» bodov, potom pri
trojstuptiovom hodnoteni vyhovujtcich
odpovedi bude potrebné tento interval
rozdelit na tri podintervaly o diZke radove
nd,[3. Na pol stupiia teda pripadd interval
o dizke nd,[6 bodov.

Nakolko posluchd€ s poloviénymi zna-
lostami méZe ziskat az +D, = ./(n)d,
bodov, skusajuci, ktory chce hodnotit
s presnostou na 1/2 stupfia musi volif
taky pocet otazok, aby disperzia D,
nepokryla va&si interval ako +nd,[6
bodov:

6) D, =+/(n)do < ndof6 .

Z podmienky (6) pre spravodlivi skisku
vyplyva, Ze presnost hodnotenia na pol
stupiia predpoklada zodpovedanie aspoii
na 36 skuSobnych otazok.

Obecne, disperzia D, = ,/(n) d, pokryva
S stupiiov:

(1) S = D,/(ndof3) = 3//n .

Pri trojotazkovej skuske sa teda dosahuje
,»presnost” S = 3/,/3 ~ 1,75 stuptiov. Pri
takejto ,,presnosti‘‘ pomerne veImi dobry
poslucha& nemusi skusku urobit, zatial do
iba dobré znalosti sa mdZu hodnotit ako
vyborné.

Odhad minimalneho poétu otdzok,
z ktorych sa ma skladat spravodlivd

skiska, mozZno spresnit, ak si uvedomime
rozdiely medzi sktSanim a Brownovym
pohybom: Pri brownovskom pohybe su
jednotlivé kroky navzajom uplne neza-
vislé. T4 ista krokova varidcia sa mozZe
vyskytovat aj viackrat. Ddsledna analdgia
s brownovskym pohybom by teda vyZzado-
vala, aby skuSajuci nevyluCoval moZnost,
Ze polozi ti isti otazku tomu istému
ski$anému v rdamci tej istej skusky aj
viackrat. ZvacSovanim rozsahu skuSanej
latky sa zvaéSuje pcéet vietkych moznych
skuSobnych otdzok N. Pri sufasne ne-
meniacom sa poéte poloZenych otazok n
sa potom zmenSuje moZnost vyskytu
nepriaznivej situdcie — opakovania otdz-
ky, a tym sa aj zlepSuje analdgia medzi
skuSanim a Brownovym pohybom. S ras-
ticim rozsahom skuSanej latky sa teda
vysSie uvedené odhady stdvaju presnej-
$imi.

Po matematickej stranke sa rozdiel
medzi Brownovym pohybom a skd$anim
prejavuje v tom, Ze pravdepodobnost,
s akou sa dosiahnu jednotlivé vzdialenosti
r, po n krokoch, popisuje binomické roz-
delenie pravdepodobnosti, zatial o prav-
depodobnost, s akou skdSany pri n-otdz-
kovej skuske ziska r, bodov, popisuje
hypergeometrické rozdelenie ([3]). Pre
vypolet disperzie D takéhoto rozdelenia
treba namiesto vztahu (5) pouZif vzfah

(4
(8)

D =\/|:4Z(1 —Z)(l—;:ll)n]do,

v ktorom ako Z oznadujeme stupefi sku-
toénych znalosti posluchada. Veli¢ina Z
udava, kolku &ast zo vSetkych N mozZnych
skuSobnych otdzok by posluchié dokazal
spravne zodpovedat. (Veliiny n, d, maji
pdvodny zmysel.)

V pripade hypergeometrického rozde-
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lenia presnost na pol stupiia si vyzaduje
splnif podmienku

©)

analogicku podmienkam (6), (7) pre bino-
mické rozdelenie. V pripade 100otazkovej
latky (N = 100) zo vzfahov (8), (9) vy-
plyva, Ze posluchdda s poloviénymi zna-
lostami (Z = 1/2) mdZme spolahlive hod-
notit aZz na zdklade jeho odpovedi na
n =27 otazok. (Binomické rozdelenie
vyZzadovalo o 9 otdzok viac.)

Zo vztahov (8), (9) je dalej zrejmé, Ze
najvagSie poZiadavky na pocet otdzok n
si v pripade posluchiaa so stupifiom
znalosti Z = 1/2.

Uvedent presnost S = 1/2 treba chapat
Statisticky. Aj v pripade velkého poctu
sktiSobnych otdzok mdze spravodlivy skii-
$ajici nesprdvne hodnotit odpovedajucich.
Ako vyplyva z Gaussovho-Laplaceovho
integralu ([5]) aj v pripade takého velkého
poétu otazok, Ze disperzia D pokryva
interval zodpovedajici iba pol stupiiu,
sa sktSajici dopusti chyby vidsej ako
1/2 stupfia u 1/3 hodnotenych. (Nepres-
nosti viadsej ako jeden stupeil sa dopusti
v 1/20 pripadov a chyby va&ej ako 1,5
stupfia v 1/400 pripadov.)

Presna znalost tvaru rozdelenia pravde-
podobnosti umoZiiuje prekroéif ramec
analdgie medzi skd$anim a brownovskym
pohybom.

Tak napriklad, pri zndmom rozdeleni
pravdepodobnosti a pri zndmom hodno-
tiacom kIG¢i moZno urcit pravdepodob-
nost p,(Z), s ktorou poslucha¢ so zna-
lostami Z 1speSne absolvuje sktusku uZ
v riadnom termine. Zo znamej hodnoty
p, moZno vypocitat pravdepodobnost p;,
Ze prislusnu skusku urobi aZz na prvy
opravny termin. Zrejme plati vztah:

(10)
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S = D|(ndo[3) = 12

pi=(01-p)p-

Analogické vztahy dostaneme aj pre
pravdepodobnosti p,, p; p,, Ze pri tych
istych znalostiach Z skusku absolvuje aZ
na druhy opravny termin, dekansku vy-
nimku, pripadne bude vyluceny zo $tidia
pre neprospech:

(11)
(12)
(13)

Nakolko normalne by viacej moZnosti
nemalo existovat, mal by platif vztah:

P2 = (1 - pr)2 D>
Pa = (1 - pr)3 pP:>
p, =(1.—p)*.

(14 p.+py+pP2+pa+p,=1.

Prinevhodnom hodnotiacom kIu¢i alebo
pri malom pocte skuSobnych otazok,
a teda malej presnosti pri hodnoteni,
poslucha¢ s poloviénymi znalostami pri-
slugni skusku absolvuje v riadnom termine
s pravdepodobnostou p, = 1/2. DalSie
pravdepodobnosti, ako vyplyva zo vzfahov
(10) az (13), maji potom hodnotu p, =
= 1/4, p, = 1/8, ps = p, = 1/16.

Absolvovanie vysokoSkolského Studia
predpoklada absolvovanie ~ 10 obtiaZnych
dielGich skusok. Posluchaé¢ s poloviénymi
znalostami teda ukonéi celé Stidium
s pravdepodobnostou

(15)

Pa (1 — Dy 10 =
=[1 = (1/2)*]*° ~ 0,51 .

Znamena to, Ze z desiatich kvaziodborni-
kov prakticky piati budi mat moZnost
,,Sirit slavu* prislusnej §koly po okoli.
Pomocou vzfahov (10)—(14) moZno
tieZ vypoditat, kolko rdznych opravnych
terminov bude posluchd¢ so znalostami
Z pocdas celého studia potrebovat. Z celko-
vého poltu absolvovanych m skuSok na
riadny termin pripadne P, skuSok. Na
prvy a druhy opravny termin a na dekan-
sku vynimku pripadne P,, P,, P, skuSok.



Zrejme medzi podtom skuSok a prislus-
nymi pravdepodobnostami bude platit
priama umernost: P, = kp,, ..., P; = kp,.
Nakolko
(16) m=P, +P, + P, + P; =

= k(p, + p1 + P2 + Pa),

potom zo vztahov (14) a (16) pre kon-
$tantu imernosti k dostaneme vzfah

(17 k=m|(1 - p,).

Podet skusok P,, P,, P,, P; absolvovanych
v jednotlivych terminoch a tieZ pravde-
podobnost absolvovania celého Stidia p,
ukazuje tabulka. Hodnoty prislusnych

nimkami s velkou pravdepodobnostou
nemad ani 1/3 poZadovanych znalosti.
Tabulka je teda matematicky formulova-
nym doslovom k porekadlu o kotiovi,
ktory napriek Styrom nohdm ma pravo
na potknutie: ,,Mudry koni sa iba raz
potkne na tom istom kameni.“

Pri odhadoch velkosti parametrov cha-
rakterizujucich proces skufania sme mléky
robili rézne predpoklady: Predpokladali
sme objektivneho skusajiceho, nestrémo-
vaného skuSaného, nahodnost volby otaz-
ky, iba dve moZnosti hodnotenia odpovede
na dand otazku; hodnotiace kritéria nie
dost explicitne re§pektovali sposob mysle-

Priemerny podet skui$ok absolvovanych

Stupeii v jednotlivych skuSobnych terminoch Pravde- ,
, podobnost
znalosti . absolvovania
skt$aného . prvy druhy dekanska e 1
riadny . , .. §tudia
opravny  opravny vynimka
z P, P, P, P, Pa
12 5,33 2,66 1,34 0,67 0,51
2/3 7,41 1,94 0,51 0,14 0,95
1/3 3,72 2,717 2,04’ 1,47 0,03

veligin sme uréili zo vztahov (10) aZ (17)
za predpokladu m = 10 skuSok a noto-
ricky poloviénych znalosti Z = 1/2 poslu-
chada. V tabulke pre porovnanie uvidzame
aj vysledky ziskané v pripade pomerne
dobrych (Z = 2[3), ale tieZ i veImi slabych
(Zz = 1/3) znalosti. V poslednych dvoch
pripadoch sme pri vypoéte predpokladali
binomické rozdelenie a trojotazkovi skus-
ku ([6])

Z tabulky je zrejmé, Ze dekanska vy-
nimka by mala byt naozaj iba vynimkou,
pretoZe absolvent s dvoma takymito vy-

nia a aktivnost vedomosti skusarého
V désledku uvedenych predpokladov vys-
Sie ziskané hodnoty treba povaZovat iba
za radové odhady, na ktoré by sa vsak
nemalo zabudaft pri skuskach so znaénym
dopadom na osud sku¥aného (maturit-
nych, prijimacich, a$pirantskych, ... skis-
kach, dekanskej vynimke). Niektoré zjed-
nodusenia predkladanej tedrie spravodli-
vej skisky sa daji odstrdnif zobecnenim
teérie, pripadne vhodnou volbou skii-
Sobnych otazok.

Nekladli sme si za ciel vytvorit presné
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nidvody na zorganizovanie spravodlivej
skusky. Mali sme iba snahu upozornit ako
niektoré aspekty skiiSobného procesu vy-
zerajii vo svetle &isel. Chceli sme taktieZ
poukdzat na obecni platnost metddy,
ktord vyvinul Einstein a Smoluchowski
([1], [8]) z prileZitosti vySetrovania Brow-
novho pohybu. Vysledky tejto metddy
mozno s uspechom vyuZif pri merani
Boltzmannovej konStanty, Avogadrovho
Cisla, pri vypodéte velkosti skrutenia kabla
na telefénnom aparéte ([1]), pri vypo&te
podtu Castic so spinom orientovanym
v smere vonkajSiecho magnetického pola
([9]). NaSou snahou bolo ukézaf na
pouZitelnost metddy popisujiicej Brownov
pohyb aj pri skimani niektorych pedago-
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pohyb, ku ktorému dochddza pri neo-
patrnej manipulécii s alkoholom, je v tom,
Ze tento typ brownovského pohybu bol
z historického hladiska zndmy ako prvy.
Zaklad k vyskumom v tejto oblasti pohy-
bov polozili zname experimenty lodného
konitruktéra Noeho s kolektivom ([7]).
Nechceme si robit plané nddeje, Ze by
matematicka formuldcia nevyhod pota-
cavého pohybu mohla dohnat fyzikdlnu
obec do stavu notorickej abstinencie.
Chceli by sme vSak touto cestou vzdat
hold univerzdlnosti, ktora fyzika ziskala
vdaka pouZivaniu matematiky pri popise
prirodnych javov.

[1] FEynmMAN R. P., LEIGHTON R. B., SANDS M.: The Feynman Lectures on Physics I. Reading,

Massachusetts, 1966, 41—4, 6—2, 6—3.

[2] VAMOSI M.: Zisfovanie a posudzovanie opilosti. SAV, Bratislava, 1955, 96— 112. (Za upozornenie
na tdato pracu by sme sa chceli podakovat MUDr. M. BArRDoOSOV1.)
[3]1 NEsMAN J.: Vwodnyj kurs teorii verojatnostej i matematideskoj statistiky. Nauka, Moskva, 1968,

220—300.

[4] KorN G., KorN T.: Spravo¢nik po matematike. Nauka, Moskva, 1973, 571 —752.

[5]1 SkvAIRs DZ.: Praktiéeskaja fizika. Mir, Moskva, 1971, 30— 32.

[6] Haossy R.: Systematické stidium a objektivne hodnotenie ako iliizie vo svetle Cisel. Zavere¢na
praca z postgradudlneho kurzu vysokoskolskej pedagogiky, 1973.

[7]1 Biblia, 1 M. (Genesis) 9, 20—24.

[8] EINSTEIN A.: Investigations on the Theory of the Brownian Movement. Dover Publications, Inc.,

1956.

[91 RErF F.: Statisti¢eskaja fizika, Berklejevskij kurs fiziky V. Nauka, Moskva, 1972, 73—92.

274



		webmaster@dml.cz
	2012-08-25T06:16:29+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




