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Stokesovy konstanty
a tvar téles sluneCni soustavy

(K tficdtému vyro&i vypusténi prvni umglé druZice)

Milan BurS$a, Praha

Uvod

Pravé uplynulych tficet let druZicové (kosmické) éry, ¢itarnych od vypusténi prvni umélé druzice,
vchazi do dé&jin globalniho uréovani parametrd gravita¢nich poli a tvaru téles sluneéni soustavy jako
obdobi vpravdé revoluéni.

V této oblasti bylo ziskdno zcela novymi (druzicovymi) metodami tolik informaci o télesech
slune¢ni soustavy, Ze mnohondsobré& prevysi vSe, co bylo v epoSe preddruZicové viibec vykonano.
Zejména v globalnim popisu gravita¢nich poli a tvaru téles sluneéni soustavy bylo dosazeno doslova
explozivniho pokroku. Naptiklad geocentrickd gravitadni konstanta (soud¢in Newtorovy gravitaéni
konstanty a hmotnosti Zemé&) byla zpfesnéna o celych pét radl, velka poloosa zemského elipsoidu
nejmér.é o dva rady, polové zplosténi o tii rady.

V popisu gravitanich poli téles maji zasadni dulezitost Stokesovy konstanty, které jsou sice
definovany hustotnim uspofddanim a okrajovou plochou télesa, aviak uréitelny z informaci pouze
ve vnéj§im prostoru, tj. mimo téleso. Témi mohou byt pravé udaje o trajektoriich umélych druzic —
a to je kli¢ k feSeni celého problému. Trajektorie druZic se s maximalni moZnou piesnosti (dnes
s chybou jen né&kolika centimetri) empiricky uréuji na zakladé laserovych méfeni ze sité pozorova-
cich stanic, které jsou dobfe rozmistény po celém zemském povrchu. Z odchylek trajektorii od idedl-
nich oskulaénich Keplerovych elips lze pak ziskat vstupni data k feSeni inverzni ulohy nebeské
mechaniky. Tou je uréeni zdroju poruch v gravitaénim potencidlu, jimiz jsou pozorované odchylky
vybuzery. Zcela ve struénosti ulohu ozfejmime a uvedeme r.€které zasadni vysledky, jichz bylo
v uplynulych t¥iceti letech dosaZeno.

Gravitani potencial ¥V obecného télesa, vymezeného objemem 7, je v obecném
vngj§im bod& P*), tj. v libovolném bod& mimo téleso (obr. 1), uréen jeho hustotnim
uspofddanim:

(1) V(P) = cf I e

T
G znadi gravitaini konstantu**), r vzdalenost objemového elementu dr od P. Kdyby
hustota ¢ byla v kaZdém objemovém elementu télesa znidma (tfeba diskrétng), mohli
bychom vné&jsi gravitaéni potencidl podle (1) spogitat.

Hustotni rozloZeni v t&lesech slunedni soustavy nezname. MiZeme se o ném dovidat
pouze zprostiedkované, hlavné z udaji seizmickych, které v§ak mame k dispozici jen
v piipadé Zemé a &astetn& Mésice. Vztahu (1) pro vypocet vng&jsiho gravitaéniho poten-

*) Pol; vztazné misto; potencidlovy bod; o&ni bod; poljus; Aufpunkt.
**) Ze soudobého laboratorniho méteni je jeji hodnota zndma takto: G = (6 673 + 4). 10” ¥ m
-2 ,-1
s “kg .

3
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cialu nebeskych t&les nelze tedy pouZit. Neni moZno poéitat ani s pfimym experimental-
nim uréenim veli¢iny V, nebot gravitaéni potencial neumime pfimo méfit.

s P

Obr. 1. Vzijemna poloha potencidlového bodu
P a objemového elementu dr.

Vyte¢né vychodisko zde vsak skyta prvni identita Greenova. Pro libovolné dvé funkce
U, Vs omezenymi druhymi derivacemi uvnitf t i na okrajové plose Z, ktera T vymezuje,

plati:
() j(UAV—VAU)dr=j<Ual/—VaL]>dE;
. on on

z

n znadi vnéjsi normalu k plose X. Volime-li za U funkci, ktera je uvnitf 7 harmonicka, je

(3) AU =0;
je-li V gravitacni potencidl, pak jeho Laplaceiv symbol uvnitf 7 je
© AV = —4xGo,

tj. Vspliiuje rovnici Poissonovu.
Po dosazeni (3) a (4) do (1) dostavame vztah

(5) aUdr$S=—-l— Ua—V—Va—U dr.
. 4nG J;\ on on

Integral (5), ktery jsme oznatili S, se nazyva Stokesova konstanta télesa; lze jej vypo&ist
z hodnot funkci U, V a jejich normalovych derivaci pouze na okrajové plose X.

To znamena, Ze pfi vypoctu integrali typu S nemusime zndt hustotni funkci o;
funkce U musi oviem byt harmonick4. To vsak je pfipad pravé 1/r v integrandu (1),
nebot 1/r 1ze vyjadfit rozvojem v fadu kulovych funkci

cos kA

(k) _ n pk)
(6) Yn _QPn (t)Sin kA,
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t = sin @; g, @, A jsou sférické soufadnice; n je stupeti, k fdd Legendrovych piidruze-
nych funkci P®. Pro tyto funkce vzdy plati

() AY® =0,

nebot jsou pravé feSenim Laplaceovy rovnice a jejich Laplacetiv symbol je tedy roven
nule. Pogatek soutadnicového systému (stted pomocné sféry) muiZe byt libovolny,
umistime jej viak do stfedu hmotnosti O daného télesa. Pak v rozvoji odpadnou ¢leny
1. stupng a plati (oznadeni veli¢in je patrné z obr. 1)

®) L[S (2 o] -

1 [ 2 ; ( 0) (2 = d4) (n = K)! PP(1) PM(t,) cos k(A — Ao)];

go (n + k)

8o je Kroneckerovo delta; t, = sin @; go, Py, Ao jsou sférické soutfadnice potencidlové-
ho bodu P; g, @, A sférické souradnice elementu dr.
Dosadime-li (8) do (1) a ozna&ime-li

(k) _ — |
(9) Ja _ (2 8ko) (" k)! . Y’('k) dr,
RIS Maj(n + k)! ),

dostaneme pro gravitaéni potencial (1) rozvoj v fadu funkei sférickych

10) vp)=M [1 Y ( ) (J9 cos kdg + S sin kA )P(")(to)]
n=2k=0

M je celkova hmotnost télesa, a, libovolny délkovy faktor, zpravidla stfedni rovnikovy

pruvodi¢ plochy, kterd téleso vymezuje.

Konstanty (9) patfi do tfidy konstant Stokesovych S, spliiujicich identitu (5) pro
U = Y®. Mohou byt tedy uréeny bez znalosti rozloZeni hustoty v t&lese, z hodnot
V a normalovych derivaci dV/on na okrajové plose X, kterd oviem musi byt rovnéz
znama. Existuji viak i dal3i cesty, jak Stokesovy konstanty (9) nebeskych téles uréovat.

Nejefektivn&jsi je dnes metoda drahovych analyz umélych druzZic, které okolo daného
télesa obihaji. PoloZime-li hmotnost druZice rovnou jednotce, pak jeji potencidlni
energie je rovna zaporné vzatému potencidlu (10) a Hamiltonova funkce H tedy

(11) H=T-V;
T je energie kinetickd. Pohybové rovnice (q; jsou proménné popisujici soutadnice
mechanického systému; p; jsou prom&nné popisujici momenty)
. 0H . _0H
(12) q9i= —> DP:i =
api aql

obsahuji tedy Stokesovy konstanty (9) a ty musi byt pro feseni (11), tj. urleni dréhy
druZice, a priori znamy.
Lze vsak fesit inverzni tllohu nebeské mechaniky, tj. urdit trajektorii empiricky a
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urtit sily, které pohyb budi, neboli potencial (10). A v ném pravé vystupuji Stokesovy
konstanty (9), které jsou jedinymi nezndmymi, oviem za predpokladu, Ze se vSechny
jiné, tj. i negravita&ni sily podafilo pfedem vypodist a z jejich vlivu korigovat empirickou
drahu druZice. Uloha je usnadnéna tim, Ze pohyb v idedln& sféricky symetrickém poli,
kdy V(P) = GM/g, (J® = 0, S® = 0 pro n > 0), je zndm a priori, probih4 ptesné
podle Keplerovych zakont, trajektorie je kuZelosetkou. Proto vliv Stokesovych konstant
ma charakter poruch a k feSeni lze s vyhodou pouZit Lagrangeovy metody variace
integraénich konstant. V kartézskych soufadnicich x; je idedlni keplerovsky pohyb
popsén soustavou t¥{ (j = 1, 2, 3) homogennich diferencidlnich rovnic druhého ¥adu

.. GM
(13)" ij+ ? Xj = 0

a pohyb redlny, ruSeny, soustavou rovnic nehomogennich

. GM R
(14) xj+'_3'xj:a_;
Q Xj
(- n n
(15) R=V-— GM _ GM >y ¥ (fg) (I cos kA + S sin kA) PE(1) ;
2 (@ nz2k=0\0Q

0, @, A jsou nyni sférické soufadnice druZice.

Poruchovy potencidl R je v porovndni s celkovym potencidlem tim v&tsi, ¢im vetsi
jsou odchylky centralniho t&lesa, okolo kterého druZice obiha, od idedlni koule. Nejvétsi
Jje zpravidla zonalni ¢len 2. stupné, buzeny pélovym zplo§ténim télesa; urduje fadove ve-
likost poruchové funkce (15). Lze jej vyjadfit pomoci hlavnich momentii setrva&nosti
Clesa C > B > A:

(19 SO = [3(4 + B) — CJi(Mad).
Fyzikalng duleZity je sektoralni ¢len 2. stupné J$?; uréuje rovnikové zplosténi t&lesa
1) 1 = (B~ A)j(ama)

Stokesovy konstanty lichych stupiiti indikuji nesymetrii t€lesa vzhledem k roving
rovniku. Obecn& kazdy harmonicky &len (J cos kA + S sin kA) P¥)(f) popisuje
specifické zvingni ekvipotencidlni plochy télesa. V fadg (15) existuje pro kazdy stupeil
n celkem (2n + 1) linedrn& nezavislych &lenti s konstantami J&, S, k = 0,1, ..., n.
Je-li 71 nejvyssi stupeii ¥ady, pak (15) ma celkem (7 + 1)? &lent, a tedy (7 + 1)* Stokeso-
vych konstant.

Resenim inverzni ulohy bylo jiz dosaZeno v popisu gravitaéniho pole Zemé& i = 180,
Marsu i = 18, Mé&sice i = 16, Venuse i = 16, Jupitera a Saturna 7 = 4, Merkuru
A = 2. Zondlni Stokesovy konstanty druhého stupné téles sluneéni soustavy a planeo-
centrické gravitaéni konstanty jsou v tab. 1.

Souborem Stokesovych konstant a centrickou gravitaéni konstantou GM je popsan
soubor vnéj§ich hladinovych ploch télesa, tj. ploch o konstantnim tihovém potencialu
W=V+ Q, kde Q = 3w?0? cos? & je potencial odstfedivé sily, w uthlova rychlost
rotace télesa, povaZzovana zde za konstantu.
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Tabulka 1. Planeocentrické gravitatni konstanty GM a Stokesovy konstanty 2. stupné téles slu-
neéni soustavy

GM 750 72 s
Téleso [109 m3 s—z] [10—-6] “0«5] [10—6]
Slunce 13271 244,0. 10* —10
Merkur 22 031,8 —80
Venuse 324 858,8 —5,972 0,91 0,24
Zemé 398 600,440 —1 082,625 1,570 —0,902
Mésic 4902,799 —202,151 22,1 0,0
Mars 42 828,44 —1959,2 —54,9 31,3
Jupiter 126 686,9 . 10> —141733 —0,2 —0,3
Saturn 37 940,6 . 10° —16,47 . 103
Uran 585 . 10* —3350
Neptun 686. 10* —4.10°

Polozime-li
G
(18) {1 > ( ) (J9 cos kA + % sin k) PO1)
n=2k=0Q

+ iq (g;")_sll — Pt )]} = W, = const,

miZeme odtud vyjadfit privodi¢ hladinové plochy W= W,
(19) 0 =0o(® 4;GM, J®, ¥, q); n=2,3..,7;
(20) q = 0?ay/(GM) ;

plocha (19) je obecnym sféroidem 7-ho stupné se stfedem totoZnym se stfedem central-
niho elipsoidu setrvagnosti télesa. Abychom mohli vypog¢ist jeji zakladni tvarové vlast-
nosti, tj. pélové () a rovnikové (¢) zplosténi, je tfeba ji nahradit plochou koncentrického
trojosého elipsoidu. To viak neni uloha jednoznaéna; nutno klast dodatecné podminky.
Je-li g, = 0.(®, 4; a, a, &, A,) privodi& plochy trojosého elipsoidu o &tyfech hledanych
parametrech a (nejvét§i po]oosa), «, &, A, (parametr definujici orientaci poledniku
o nejvétsi poloose a), pak napf.

(21) Is[e — ea, , &, 4,)]* dS = min. ;

S zna&i danou hladinovou plochu W = W,.
Lze napf. minimalizovat integral étvercti rozdilti tihovych potencidli obou ploch

(22) [s[Wo — Wia, a, &, 4,)]* dS = min.
nebo tizi
(23) [s[g9 — 9.a, a, &, A;)]* dS = min.

272 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 33 (1988), &. 5



nebo napf. Gaussovych k¥ivosti
(24) Is [K - Ke(a> o, &, Aa)]z dS = min.

apod. Dosud se nepodafilo obecné vyfesit miru zavislosti uréovanych parametri a,
o, &, A, na dodatednych podminkach a zpfesnit existujici mezinarodni definici téchto
zékladnich konstant. Ciselné hodnoty pro n&ktera t&lesa slune&ni soustavy jsou v tab. 2;
a, & znadi velké poloosy a zplo§t&ni odpovidajicich rotagnich elipsoidu.

Tabulka 2. Zikladni tvarové a rozmé&rové parametry téles sluneéni soustavy

a 1/« 1/e A, a 1/a

Téleso [km] [km]

Slunce ~696. 103 ~10°
Merkur 2439,5 8,3.10°
Venuse 6 051,3 8,56.10* 1,76.10° 7,3°E 6 052,1 1,1.10°
Zems 6 378,172 291,776 92000  14,9°W 6 378,137 298,257
Mssic 1735,55 2 660 7670 0,0° 1735,44 3220
Mars 31397,8 183,9 2630 74,8°E 3397,15 190,5
Jupiter >4,6.10° 71,4. 103 15,0
Saturn 57,9.10° 10,2
Uran 26,2.10° 30,3
Neptun ~243.103 ~ 60

Odchylky tvaru téles od rota¢ni symetrie, pfedev§im rovnikova zplo§téni, vyznamné
ovliviiuji jejich rotadné orbitdlni a slapovou dynamiku. Jsou dnes pfedmétem intenziv-
niho vyzkumu v mezindrodni spolupraci s cilem upfesnit popis dynamiky slune¥ni
soustavy, objasnit jeji vznik a kvantifikované popsat jeji evoluci.

O jednom uniku od spojitosti

Tibor Neubrunn, Bratislava

1. Uvod

Zovseobeciiovanie spojitosti je prirodzené pri rdoznych tivahdch v matematike a jej
aplikdciach. Neznamend to, Ze by pojem spojitosti nebol jednym z centrdlnych matema-
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