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Stokesovy konstanty 
a tvar těles sluneční soustavy 
(K třicátému výročí vypuštění první umělé družice) 

Milan Bursa, Praha 

Ovod 

Právě uplynulých třicet let družicové (kosmické) éry, čítaných od vypuštění první umělé družice, 
vchází do dějin globálního určovaní parametrů gravitačních polí a tvaru těles sluneční soustavy jako 
období vpravdě revoluční. 

V této oblasti bylo získáno zcela novými (družicovými) metodami tolik informací o tělesech 
sluneční soustavy, že mnohonásobně převýší vše, co bylo v epoše předdružicové vůbec vykonáno. 
Zejména v globálním popisu gravitačních polí a tvaru těles sluneční soustavy bylo dosaženo doslova 
explozivního pokroku. Například geocentrická gravitační konstanta (součin Newtonovy gravitační 
konstanty a hmotnosti Země) byla zpřesněna o celých pet řádů, velká poloosa zemského elipsoidu 
nejméně o dva řády, pólové zploštění o tři řády. 

V popisu gravitačních polí těles mají zásadní důležitost Stokesovy konstanty, které jsou sice 
definovány hustotním uspořádáním a okrajovou plochou tělesa, avšak určitelný z informací pouze 
ve vnějším prostoru, tj. mimo těleso. Těmi mohou být právě údaje o trajektoriích umělých družic — 
a to je klíč k řešení celého problému. Trajektorie družic se s maximální možnou přesností (dnes 
s chybou jen několika centimetrů) empiricky určují na základě laserových měření ze sítě pozorova­
cích stanic, které jsou dobře rozmístěny po celém zemském povrchu. Z odchylek trajektorií od ideál­
ních oskulačních Keplerových elips lze pak získat vstupní data k řešení inverzní úlohy nebeské 
mechaniky. Tou je určení zdrojů poruch v gravitačním potenciálu, jimiž jsou pozorované odchylky 
vybuzeny. Zcela ve stručnosti úlohu ozřejmíme a uvedeme některé zásadní výsledky, jichž bylo 
v uplynulých třiceti letech dosaženo. 

Gravitační potenciál V obecného tělesa, vymezeného objemem T, je v obecném 
vnějším bodě P*)9 tj. v libovolném bodě mimo těleso (obr. 1), určen jeho hustotním 
uspořádáním: 

(1) F(i>)= oj* ? d r ; 

G značí gravitační konstantu**), r vzdálenost objemového elementu dr od P. Kdyby 
hustota a byla v každém objemovém elementu tělesa známa (třeba diskrétně), mohli 
bychom vnější gravitační potenciál podle (1) spočítat. 

Hustotní rozložení v tělesech sluneční soustavy neznáme. Můžeme se o něm dovídat 
pouze zprostředkovaně, hlavně z údajů seizmických, které však máme k dispozici jen 
v případě Země a částečně Měsíce. Vztahu (1) pro výpočet vnějšího gravitačního poten-

*) Pól; vztažné místo; potenciálový bod; oční bod; poljus; Aufpunkt. 
**) Ze soudobého laboratorního měření je její hodnota známa takto: G = (6 673 -t 4) . 1 0 " 1 4 m 3 

s - 2 k g - ' . 
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ciálu nebeských těles nelze tedy použít. Není možno počítat ani s přímým experimentál­
ním určením veličiny V, neboť gravitační potenciál neumíme přímo měřit. 

Obr. 1. Vzájemná poloha potenciálového bodu 
P a objemového elementu dr. 

(2) 

Výtečné východisko zde však skýtá první identita Greenova. Pro libovolné dvě funkce 
U, V s omezenými druhými derivacemi uvnitř % i na okrajové ploše I, která T vymezuje, 
platí: 

((U AV - VAU)ár = Uud£- Vd-£\dl; 

n značí vnější normálu k ploše I. Volíme-li za U funkci, která je uvnitř T harmonická, je 

(3) AU = 0\ 

je-li V gravitační potenciál, pak jeho Laplaceův symbol uvnitř T je 

(4) AV= -4nGa, 

tj. Vsplňuje rovnici Poissonovu. 
Po dosazení (3) a (4) do (1) dostáváme vztah 

J_ 
4^G 

(5) í; aU áт = S .ГfU^-V^W 
řJA дn д n J 

Integrál (5), který jsme označili S, se nazývá Stokesova konstanta tělesa\ lze jej vypočíst 
z hodnot funkcí U, V a jejich normálových derivací pouze na okrajové ploše I. 

To znamená, že při výpočtu integrálů typu S nemusíme znát hustotní funkci a\ 
funkce U musí ovšem být harmonická. To však je případ právě 1/r v integrandu (l), 
neboť 1/r lze vyjádřit rozvojem v řadu kulových funkcí 

(6) Y (*) п p ( * ) ( ř ) c o s Ы 
v 7 sin kЛ 
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t = sin <P; Q, <P, A jsou sférické souřadnice; n je stupeň, k řád Legendrových přidruže­
ných funkcí P£fc). Pro tyto funkce vždy platí 

(7) AY£k> = 0 , 

neboť jsou právě řešením Laplaceovy rovnice a jejich Laplaceův symbol je tedy roven 
nule. Počátek souřadnicového systému (střed pomocné sféry) může být libovolný, 
umístíme jej však do středu hmotnosti O daného tělesa. Pak v rozvoji odpadnou členy 
1. stupně a platí (označení veličin je patrné z obr. 1) 

(8) - = - r i+E^Ypi 0 ) (cos^)]^ 
r Q0\_ »=2\Q0J J 

= -- i' + Í Í (*•)' <*-*•";•-*>' P?>(,) P?>(,„) cos HA - ,„)1 ; 
Q0[_ n = 2k = 0\Q0J (n + k)\ J 

Sk0 je Kroneckerovo delta; t0 = sin 4>0; Q0, <P0, A0 jsou sférické souřadnice potenciálové­
ho bodu P; Q, 0, A sférické souřadnice elementu dr. 

Dosadíme-li (8) do (1) a označíme-li 

Jí' ( 2 - 5 ) ( . - t ) ! f 
si" M«:(« + ty. J, • 

dostaneme pro gravitační potenciál (l) rozvoj v řadu funkcí sférických 

(10) V(P) = ™ \l + l t feX (4fc> cos fcA0 + Si* sin fcA0) P?>(řa)"l; 
Qo [_ n = 2k = 0\Q0; J 

M je celková hmotnost tělesa, a0 libovolný délkový faktor, zpravidla střední rovníkový 
průvodič plochy, která těleso vymezuje. 

Konstanty (9) patří do třídy konstant Stokesových S, splňujících identitu (5) pro 
U = Y£fc). Mohou být tedy určeny bez znalosti rozložení hustoty v tělese, z hodnot 
V a normálových derivací dV/dn na okrajové ploše I, která ovšem musí být rovněž 
známa. Existují však i další cesty, jak Stokesovy konstanty (9) nebeských těles určovat. 

Nejefektivnější je dnes metoda dráhových analýz umělých družic, které okolo daného 
tělesa obíhají. Položíme-li hmotnost družice rovnou jednotce, pak její potenciální 
energie je rovna záporně vzatému potenciálu (10) a Hamiltonova funkce H tedy 

(11) H=T-V; 

T je energie kinetická. Pohybové rovnice (qt jsou proměnné popisující souřadnice 
mechanického systému; pt jsou proměnné popisující momenty) 

. m . dH 
(12) qf = — , Pi= ~ ~ 

dPi dQi 

obsahují tedy Stokesovy konstanty (9) a ty musí být pro řešení (11), tj. určení dráhy 
družice, a priori známy. 

Lze však řešit inverzní úlohu nebeské mechaniky, tj. určit trajektorii empiricky a 
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určit síly, které pohyb budí, neboli potenciál (10). A v něm právě vystupují Stokesovy 
konstanty (9), které jsou jedinými neznámými, ovšem za předpokladu, že se všechny 
jiné, tj. i negravitační síly podařilo předem vypočíst a z jejich vlivu korigovat empirickou 
dráhu družice. Úloha je usnadněna tím, že pohyb v ideálně sféricky symetrickém poli, 
kdy V(P) = GMJQ0 (J(k) = 0, S**> = 0 pro n > 0), je znám a priori, probíhá přesně 
podle Keplerových zákonů, trajektorie je kuželosečkou. Proto vliv Stokesových konstant 
má charakter poruch a k řešení lze s výhodou použít Lagrangeovy metody variace 
integračních konstant. V kartézských souřadnicích Xj je ideální keplerovský pohyb 
popsán soustavou tří (j = 1, 2, 3) homogenních diferenciálních rovnic druhého řádu 

(13); x;+™.Xj = o 

Q 

a pohyb reálný, rušený, soustavou rovnic nehomogenních 

GM dR 
í 1 4 ) xJ + -rxJ = 7-' 

Qó OXj 

(15) R = V - ™ = ™ f) t ( ^ ) n (JM cos kA + S^ sin kA) P?>(0 ; 
£ i® nžjLk=0\Q/ 

#, <P, A jsou nyní sférické souřadnice družice. 
Poruchový potenciál R je v porovnání s celkovým potenciálem tím větší, čím větší 

jsou odchylky centrálního tělesa, okolo kterého družice obíhá, od ideální koule. Největší 
je zpravidla zonální člen 2. stupně, buzený pólovým zploštěním tělesa; určuje řádově ve­
likost poruchové funkce (15). Lze jej vyjádřit pomocí hlavních momentů setrvačnosti 
tělesa C > B > A: 

(16) J<20
) = [i(A + B)-C]l(Ma2

0). 

Fyzikálně důležitý je sektorální člen 2. stupně J^2); určuje rovníkové zploštění tělesa 

(17) J? = (B-A)l(4Mal). 

Stokesovy konstanty lichých stupňů indikují nesymetrii tělesa vzhledem k rovině 
rovníku. Obecně každý harmonický člen (J{k) cos kA + S(k) sin kA) P£k)(í) popisuje 
specifické zvlnění ekvipotenciální plochy tělesa. V řadě (15) existuje pro každý stupeň 
n celkem (2n + 1) lineárně nezávislých členů s konstantami J(k), Sik), k = 0, 1,..., n. 
Je-li h~ nejvyšší stupeň řady, pak (15) má celkem (ň~ + l ) 2 členů, a tedy (n + l ) 2 Stokeso­
vých konstant. 

Řešením inverzní úlohy bylo již dosaženo v popisu gravitačního pole Země h~ = 180, 
Marsu ň = 18, Měsíce ň = 16, Venuše ň = 16, Jupitera a Saturna h~ = 4, Merkuru 
ň = 2. Zonální Stokesovy konstanty druhého stupně těles sluneční soustavy a planeo-
centrické gravitační konstanty jsou v tab. 1. 

Souborem Stokesových konstant a centrickou gravitační konstantou GM je popsán 
soubor vnějších hladinových ploch tělesa, tj. ploch o konstantním tíhovém potenciálu 
W = V + Q, kde Q = \CO2Q2 COS2 4> je potenciál odstředivé síly, co úhlová rychlost 
Totace tělesa, považovaná zde za konstantu. 
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Tabulka 1. Planeocentrické gravitační konstanty GM a Stokesovy konstanty 2. stupně těles slu­
neční soustavy 

GM J<°> Л2) S?У 
T leso [ 1 0 9 m 3 s ~ 2 ] [10~ 6 ] [ Ю " 6 ] [ Ю " 6 ] 

Slunce 13 271244,0. 104 - 1 0 

Мeгkur 22 031,8 - 8 0 

Venuše 324 858,8 - 5 , 9 7 2 0,91 0,24 
Země 398 600,440 - 1 082,625 1,570 - 0 , 9 0 2 
Měsíc 4 902,799 -202,151 22,1 0,0 
Mars 42 828,44 - 1 959,2 - 5 4 , 9 31,3 
Jupiteг 126 686,9 . 10 3 - 1 4 733 - 0 , 2 - 0 , 3 
Satuгn 37 940,6 . 10 3 - 1 6 , 4 7 . 103 

Uran 585 . 104 - 3 350 

Neptun 686 . 10 4 - 4 . 103 

Položíme-li 

(18) — { 1 + £ £ M ' (fV0 cos kA + Si*» sin kA) P?\t) + 
Q (̂  n = 2 k = 0 V Q / 

\q(^)~3\l-??\t)]] = W0 = const, 

můžeme odtud vyjádřit průvodič hladinové plochy W = W0 

(19) Q = Q($, A; GM, J<k), S?>, q) ; n = 2, 3, ..., n ; 

(20) q = co2all(GM) ; 

plocha (19) je obecným sféroidem ň-ho stupně se středem totožným se středem centrál­
ního elipsoidu setrvačnosti tělesa. Abychom mohli vypočíst její základní tvarové vlast­
nosti, tj. pólové (a) a rovníkové (e) zploštění, je třeba ji nahradit plochou koncentrického 
trojosého elipsoidu. To však není úloha jednoznačná; nutno klást dodatečné podmínky. 
Je-li Qe = Qe($, A; a, a, e, A0) průvodič plochy trojosého elipsoidu o čtyřech hledaných 
parametrech a (největší poloosa), a, e, Aa (parametr definující orientaci poledníku 
o největší poloose a), pak např. 

(21) ís [Q - Qe(a, cc, e, Aa)]2 dS = min. ; 

S značí danou hladinovou plochu W = W0. 
Lze např. minimalizovat integrál čtverců rozdílů tíhových potenciálů obou ploch 

(22) 

nebo tíží 

(23) 

272 

!s [W0 ~ We(a, a, z, Aa)f áS = min. 

Js [d ~ 9e(", a, e, Aa)Y dS = min. 
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nebo např. Gaussových křivostí 

(24) ís \K - Ke(a, a, e, Aa)f áS = min. 

apod. Dosud se nepodařilo obecně vyřešit míru závislosti určovaných parametrů a, 
a, e, Aa na dodatečných podmínkách a zpřesnit existující mezinárodní definici těchto 
základních konstant. Číselné hodnoty pro některá tělesa sluneční soustavy jsou v tab. 2; 
a, a značí velké poloosy a zploštění odpovídajících rotačních elipsoidů. 

Tabulka 2. Základní tvarové a rozměrové parametry těles sluneční soustavy 

T leso 
a 

[km] 
1/a ì/в лa 

ã 
[km] 

1/5 

Slunce - 6 9 6 . 103 - 1 0 5 

Meгkuг 2 439,5 8,3 . 103 

Venuše 6 051,3 8,56 . 104 1,76. 105 7,3 °E 6 052,1 1,1 . Ю5 

Země 6 378,172 297,776 92 000 14,9 °W 6 378,137 298,257 
Mësíc 1 735,55 2 660 7 670 0,0° 1 735,44 3 220 
Maгs 3 397,8 183,9 2 630 74,8 °E 3 397,15 190,5 
Jupiter ^ 4 , 6 . 105 71,4. 103 15,0 
Satuгn 57,9 . 103 10,2 
Uгan 26,2. 103 30,3 
Neptun - 2 4 , 3 . 103 - 6 0 

Odchylky tvaru těles od rotační symetrie, především rovníková zploštění, významně 
ovlivňují jejich rotačně orbitální a slapovou dynamiku. Jsou dnes předmětem intenziv­
ního výzkumu v mezinárodní spolupráci s cílem upřesnit popis dynamiky sluneční 
soustavy, objasnit její vznik a kvantifikované popsat její evoluci. 

O jednom úniku od spojitosti 

Tibor Neubrunn, Bratislava 

1. Úvod 

Zovšeobecňovanie spojitosti je prirodzené pri róznych úvahách v matematike a jej 
aplikáciach. Neznamená to, že by pojem spojitosti nebol jedným z centrálnych matema-
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