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Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813)

S. G. Gindikin, Moskva

Zabyvim se studiem matematiky
v klidu a tichosti. ProtoZe mne nic
a nikdo nehoni, pracuji vice pro své
potéieni neZ z povinnosti: ... stavim,
bourdam, prFestavuji aZ do té doby,
neZ dostanu néco, s &im jsem alespori
trochu spokojen.

Lagrange

Dopis z Turina

V srpnu 1755 dostal velky Euler (1707 —1883) dopis z Turina od 19letého Lagrange.
Nebyl to prvni dopis, ktery od ného dostal, a proto nepochybné védél, Ze jeho autor je
pfes své mladi nadanym a vyzralym matematikem. Pfesto ho obsah posledniho listu
piekvapil.

Od konce 17. stoleti pfitahovaly zdjem matematikii ulohy, které nyni nazyvame
variaénimi; tehdy jim fikali izoperimetrické. Zacalo to ulohou o brachystochroné —
kfivce nejrychlej$iho sestupu mezi dvéma body, zformulovanou Johannem Bernoullim
(1667—1748). Ulohy o kfivkach majicich jisté extremalni vlastnosti byly oviem zndmy
jiz dfive: kruZnice omezuje mezi v§emi kfivkami dané délky obrazec s nejvét§im obsa-
hem (tato jeji izoperimetricka vlastnost dala i pojmenovani danému typu tloh), usetka
je nejkratsi spojnice dvou bodi, apod. Objevovaly se stale nové a nové ulohy tohoto typu,
matematikové je s potéSenim feSili a kaZzdy se pfitom snaZzil vymyslet sviij zptisob feseni.

Duch epochy diferencidlniho a integralniho poétu v8ak poZadoval vytvofeni obecné
metody pro fe¥eni izoperimetrickych tloh. Vyznamni matematikové, ktefi se t&mito
ulohami zabyvali, intuitivné vycitili to spole¢né pfi feSeni jednotlivych pfipadi. Mnohé
v tomto sméru ud&lal Jakub Bernoulli (1654 — 1705). Pkesto viak celkovy obraz ziistaval
velmi riznorody a k vytvoreni obecné metody bylo potfebné je$té velmi mnoho vykonat.

Eulerovi bylo pravé 19 let, kdyZ mu jeho uditel Johann Bernoulli pfedloZil ulohu
o brachystochroné v prostfedi, jehoZ odpor nelze zanedbat. Potom se objevila tiloha
o nejkratsich kfivkach na plochach (geodetickych kfivkach). Variagni tlohy byly stale
sttedem Eulerovy pozornosti a k roku 1732 vykrystalizovala jeho obecnda metoda pro
jejich feSeni. Na zdokonaleni metody bylo potfeba jesté dalsich 12 let a v roce 1744
vychéazi souhrnné dilo o feSeni ,.izoperimetrickych vloh v nej§ir§im smyslu*“. Metoda
je v ném ilustrovana na feSeni 60 nejriizn&jSich tloh.

Zkracena a redakéné upravend verze delfiho rukopisu, ktery autor nabidl &asopisu Pokroky
k 250. vyroci Lagrangeova narozeni.
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Dnes jiZ jasn€ chapeme tehdej8i obtiZe pti fe$eni varia¢nich uloh: v jistém smyslu
vznikly v 17. stoleti v matematice pfedCasné. V té dobé se studovaly pfevazn& funkce
jedné promé&nné a v mensi mife funkce n€kolika proménnych. Aviak k¥ivky vyskytujici se
ve varia¢nich ulohdch se zpravidla nedaji charakterizovat koneénym podtem paramet-
ri. Jde v nich fakticky o funkce nekoneén€ mnoha proménnych, coZ je doména analyzy
20. stoleti (funkciondlni analyzy).

Zakladni Eulerliv postfeh spodiva v tom, Ze kiivky feSici izoperimetrické tlohy odpo-
vidaji feSenim jistych diferencidlnich rovnic. Zakladni ulohu proto vidi v odvozeni
téchto rovnic. Postupuje velmi opatrng, aby nevysel za ramec tehdejii analyzy: nahrazuje
kfivky lomenymi ¢arami, které jiz zaviseji na koneéném poétu parametri, které charak-
terizuji jejich vrcholy. Dojde tak ke hledané rovnici, ale zpisobem velmi sloZitym.
Jak piSe Delambre (1749 —1822), vérny pfitel a Zivotopisec Lagrangetv (s jeho vyroky
se jesté dale setkame vicekrét): jeho metoda ,,nebyla tak prostd, jak poZadovala &ista
analyza‘‘.

Tato slova vyjadfuji pravdépodobné i ndzor Lagrangetv. S mladistvou rozhodnosti
se odvaZuje zobecnit zndmy postup rozpracovany tehdy pro funkce: najde se hlavni li-
nearni ast df prirdstku funkce f(x) odpovidajici p¥irGstku dx nezdvisle proménné x
a hledaji se ty body, v nichZ je df = 0. Lagrange uvaZuje funkce kfivek — funkciondly
I(1) (samoziejmé specidlniho tvaru) a neboji se toho, Ze jde fakticky o funkce nekoneng&
mnoha proménnych; danou kfivku | pozméni malou ,,poruchou* 8/, uré¢i hlavni &ast
81 piirdstku prislu§ného funkciondlu a pro k¥ivky, pro néz je 81 = 0, dostava diferencial-
ni rovnici, k niZ Euler dochazel sloZitou oklikou. Tuto rovnici nyni nazyvame Eulerovou-
Lagrangeovou rovnici. Stoji za pov§imnuti i to, Ze Lagrange zavedl novy symbol §,
ktery je podobny symbolu diferencidlu d, ale zaroveii se od ného lisi. Také tento vhodné
zvoleny symbol byl na prospéch véci.

Tato stru¢nd informace stacila Eulerovi k tomu, aby si uvédomil pfednosti Lagran-
geova nového pristupu. Mezi Eulerem a Lagrangem se rozviji bohatd korespondence,
vysoké ocenéni velkého védce dalo zacinajicimu matematikovi k¥idla. V dopisech disku-
tuji o stdle sloZit&j§ich variaénich ilohach, nebof silu nové metody bylo nutné prokazat
na feSeni novych tloh, které se nedaly feSit starym postupem. Po Lagrangeové objevu
vzrostl i Eulerdv zajem o extremdlni dlohy. UZ v r. 1756 pfednasi v berlinské Akademii
véd dvé sdéleni souvisejici s Lagrangeovou metodou. V témZe roce byl Lagrange na
Eulertv ndvrh zvolen zahrani¢nim ¢lenem této Akademie, coZ byla pro mladého védce,
ktery je$t€ ani nestihl uvefejnit své vysledky, vyjime¢nd pocta (poznamenejme viak,
7e tehdy takova volba znamenala mén& neZ dnes).

Euler nespéchal s uvefejnénim vlastnich vysledki, aby dal svému mladému kolegovi
moZnost v klidu ptipravit do tisku svou préaci. Pie o tom v dopise z 10. ¥ijna 1759:
,,Tvoje analytické fefeni izoperimetrické tilohy obsahuje podle mého nazoru vse, ¢eho
si je moZné v dané oblasti piat, a ja jsem rad, Ze tato teorie, kterou jsem se po svych
prvnich pokusech fakticky zabyval sam, byla tvymi vysledky dovedena do nejvyssi do-
konalosti. DileZitost otizky mne pfiméla k tomu, abych také odvodil analytické feeni
této ulohy. Rozhodl jsem se vSak nepublikovat je do té doby, dokud neuvefejni§ své
vysledky, protoZe t€ v Zddném pfipad€ nechci pfipravit o ¢ast zaslouZené slavy*. Neni to
krasny pfiklad v&decké etiky?
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Eulerdv dopis dodal Lagrangeovi odvahy k uvefejnéni vysledkd, a tak ve 2. svazku
Casopisu Miscelanea Taurinensia (176[—62) vychazi jeho prace Essai d’une nouvelle
méthode pour déterminer les maxima et les minima des formules intégrales indéfinies.
V r. 1764 uveiejiiuje své vysledky i Euler, ktery publikaci doprovazi slovy: ,,Po dlouhych
a neuspé§nych pokusech o fefeni daného problému jsem s pfekvapenim zjistil, Ze
v Miscelanea Taurinensia je uloha rozieSena, a to jak lehce, tak i §tastné. Tento vy-
znamny objev mne nadchl i z toho diivodu, Ze pouZiva jinych a pfitom podstatné jedno-
dussich metod*‘. MiiZe nas trochu piekvapit, Ze se Euler nezmifiuje o pfedchazejici
korespondenci s Lagrangem. Euler navrhl nazvat novou metodu ,,varianim poétem*
podle analogie s diferencidlnim poctem (81, resp. 8] se nazyva variaci I, resp. I).

Takovy tedy byl Lagrangetiv védecky zacdtek. Je v jistém smyslu vyjimeény. I kdyz
jsou znamy dalsi pfipady, kdy velci matematikové dosahli svych prvnich vyznamnych
vysledki ve stejném véku jako Lagrange, §lo pfevdzn€ o feSeni konkrétnich uloh.
Snaha o zdokonaleni metody se objevuje oby&ejné aZ pozdé&ji. A tak uzv prvnim Lagran-
geove dile se projevuje to, co je typické pro celou jeho dalsi praci: Uplné vyjasnéni si-
tuace, zdokonaleni metody a hledani ,,prapfi¢iny se poklada za cennéj$i nez Fefeni
konkrétnich dloh.

Giuseppe Luigi

Zacali jsme prvni velkou Lagrangeovou praci. Vratme se nyni alespoii stru¢né k nékte-
v Turiné v Italii, kde jej nazyvali Giuseppe Luigi. Jeho pradéd pftijel z Francie a dal se do
sluZeb savojského krale Karla Emanuela. Jeho déd a otec v téchto sluZbach pokraéovali.
V dobé, kdy se narodil budouci matematik, byla rodina na miziné. ,,Kdybych byl bohaty,
nedoséhl bych pravdépodobné svého postaveni v matematice; a v jaké jiné ¢innosti bych
mohl dosahnout stejnych uspéchiti?‘ fikd sim pozdg&ji. Podle pivodnich rodinnych
pland se mél stat advokatem. Proto se ve 14 letech zapsal na turinskou univerzitu, ale
brzy prfeSel do délostieleckého udilisté, coz bylo disledkem jeho rostouciho zajmu
o matematiku. V devatendcti letech je uZ profesorem matematiky na této Skole (podle
nékterych pramenii dokonce dfive).

Jeho prvni pokusy objevit néco nového v matematice skongily ,,objevenim jiZ zndmé-
ho*“. Kontakty s mimofddn€ origindlnim italskym matematikem hrab&tem di Fagnano
(1682—1766) pomohly mladikovi pochopit, Ze samostatné praci musi pfedchazet
dikladné studium sou¢asné matematiky. Jak jsme vidéli, jiz prvni Lagrangeovy vy-
sledky nebyly jen $tastnym ndlezem mladého diletanta, ale vysledkem usilovné prace
uz vyspé€lého profesionala. Uméni viestranné a kriticky pochopit a pfetvofit jiz znimé
zkusenosti je typické pro celou vé€deckou Lagrangeovu &innost od samého za&atku.

Kolem Lagrange se vytvofila skupina mladych matematikti a fyzikd, z niZz pozdgji
vznikla turinskd Akademie véd. Od roku 1759 vychazeji sborniky Miscelanea Tauri-
nensia. UZ jsme si fekli, Ze v jejich 2. svazku byla uvefejnéna Lagrangeova price o va-
riatnim pocétu. V 1. svazku byly oti§tény dvé jeho prace, jednou z nich byl ¢lanek

wry

O podstaté a SiFeni zvuku. Z matematického hlediska jsou v ni velmi pouéné komentafe
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k uloze o kmitech struny. Tuto ulohu studovali tfi velci matematikové té doby: d’Alem-
bert (1717 —1783), Euler a Daniel Bernoulli (1700— 1782). Jejich ivahy se vak v lecéems
podstatné lisily. Zatimco d’Alembert, ktery jako prvni vyfefil rovnici kmitdni struny,
se domnival, Ze pocate¢ni poloha struny se musi dat popsat funkci danou jednotnym
analytickym vyrazem (tehdy nebylo jasné, co to ma pfesn& znamenat), pak Euler tvrdil,
Ze to muZe byt funkce zcela libovolna (my bychom dnes fekli libovolna spojitd). Bylo
to vlastn€ poprvé, kdy se v analyze objevily obecné funkce, zadavané grafem a nikoli
analytickym vyrazem. A kone¢n€ Bernoulli zkoumal harmonické kmity s riznymi
frekvencemi a tvrdil, Ze libovolny kmitavy pohyb se da napsat jako superpozice neko-
ne¢né mnoha harmonickych kmitd, a tomu nevéFili ani d’Alembert ani Euler.

Ziklady statiky

Lagrange byl dusi turinského krouzku. Jeho silny vliv je jasn€ patrny na &lancich jeho
kolegi, uvefejnénych v Miscelanea Taurinensia. Tyka se to pfedevsim prace Foncenexovy
(1734—1799), ktery byl podle vieho pouze Lagrangeovym fadovym spolupracovnikem
pfi zkoumdni zdkladi mechaniky. Na toto téma, které jasné ukazuje hloubku Lagran-
geova pfistupu pozdgji navdzala jeho znamenitd Analytickd mechanika. Jde o srovnani
dvou zakladnich zakonu statiky: zdkona paky a zdkona skladani sil plisobicich ve stej-
ném bodé&. Archimedes bral za zéklad své teorie paky axiom o rovnovaze paky se stejny-
mi rameny i bfemeny a o dvojndsobném zatiZeni pusobicim na opérny bod. Mnozi
autofi se snaZili Archimedovy dvahy zpfesnit a doplnit, ale podle Lagrangeovych slov
,,pouze ztratili jednoduchost, aniz by cokoli ziskali na pfesnosti‘. Lagrange poznamena-
va, Ze prvni ¢ast axiomu je mozné povazovat za ziejmou z divodi symetrie: ,,neni mozné
si pfedstavit Zadny divod pro to, aby jedno bfemeno pfevaZilo druhé*. Nevidi viak
Zadny logicky divod pro to, Ze by zatizeni opérného bodu muselo byt rovno souétu vah
obou bfemen. ,,... podle vieho viichni mechanikové povaZovali tuto hypotézu za vysle-
dek kaZdodenniho pozorovani, které nam ftika, Ze vaha télesa zavisi pouze na jeho
hmotnosti a nezavisi na jeho tvaru®.

Lagrange navrhuje nasledujici odvozeni druhé
poloviny axiéomu z prvni. UvaZuje vodorovnou
trojahelnikovou desticku ABC, kde ABC je
rovnoramenny trojihelnik se zakladnou AB.
Desticka je podepfena po stfedni priéce MN,
rovnobéZné s AB. Vrcholy A a B zatiZime stejny-
mi bfemeny P a vrchol C bfemenem 2 P.
Desti¢ka bude v rovnovaze, jak plyne z prvni
Gasti axiomu, uZité na dvojici pak AC a BC
s opérnymi body M, N. Potom ale bude také
v rovnovaze paka CF, kde F je stfed usecky AB
s opérnym bodem E (coZ je stted usecky CF
leZici na usetce MN). To vSak znamena, Ze zati-
7Zeni v bodé® F musi byt rovho bfemenu 2 P
v bodé C (fakticky podle obréaceni prvni Casti
axiomu, které se snadno odvodi). Ale to je tedy
zatiZeni opérného bodu paky AB.
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Déle Lagrange zkouma zakon skladéni sil pasobicich ve stejném bod€ a snadno jej
dokazuje pomoci skldddni pohybl. Podstatny rozdil mezi t&mito dvéma zakony (tj.
zdkonem paky a zékonem sklddéni sil) spoéiva v tom, Ze v prvnim pfipadé sily pisobi
v riznych bodech a ve druhém v témZe bod€. Nicméné je mozné mnoh4 tvrzeni statiky
odvodit z kteréhokoli z nich. Vznikd proto pfani viibec vypustit zakon o péce ze soustavy
axiomu, ale Lagrange postupuje opatrné, nebot vi, Ze v§echna zndma odvozeni Archi-
medova axiému ze zakona sklddani sil jsou velmi uméld: ,,...ackoli oba zdkony — paky
i skladani sil — vedou ke stejnym vysledkim, ukazuje se, Ze pfipady nejjednodussi
z hlediska jednoho jsou nejobtiZzng&j$i z hlediska druhého*“. Intuici se Lagrangeovi poda-
filo tuto jemnost odhalit, i kdyZ ji nedokazal beze zbytku vysvétlit. Ukazuje se, Ze je to
problém vztahu mezi mechanikou a geometrii. Zatimco zakon sklddani sil, ptisobicich
ve stejném bodé nezavisi na axiomu o rovnobezkach, pak v Lobadevského prostoru zati-
Zeni na opérny bod paky vzdy pfevySuje soucet vah pilsobicich bfemen. Analyza vyse
uvedeného odvozeni druhé poloviny Archimedova axiému ukazuje, Ze se pouZiva toho,
Ze vy$ka v rovnoramenném trojihelniku a sttedni pficka se navzijem puli, coZ je pravda
za pfedpokladu platnosti axiému o rovnobéZkdch a neplati to v Lobacevského geo-
metrii. To pravdépodobné Lagrange nevédél, ackoli je znamo, Ze se problémem V. postu-
latu také zabyval.

Princip minimalni akce

Ve 2. svazku Miscelanea Taurinensia je hned za ¢lankem o variaénim poc¢tu uvefejnén
dal8i Lagrangetv ¢lanek O pouZiti metody, vyloZené v pFedchozim &ldnku na FeSeni
ruznych dynamickych uloh. 1 zde jde Lagrange v Eulerovych stopach. V roce 1744
Maupertuis (1698 — 1759) zformuloval velmi obecny, ale ,,mlhavy* princip, podle n&hoZ
se ve v pfirodé chova tak, aby jista veli¢ina — ,,akce’* — byla minimalni. Pro pohyb
v centrdlnim poli dal Euler tomuto nejasnému tvrzeni pfesny smysl, kdyZ akci definoval
jako [vds — integral rychlosti po drdze. Euleriv princip zobecnil Lagrange na pfipad
libovolné soustavy bodi s libovolnymi vazbami a vzajemnym puisobenim.

Prvni astronomické prace

Vidime, Ze Lagrangeova €innost probihala ve svych za&atcich v ramci tradi¢nich otdzek
matematiky 18. stoleti, v rdmci problematiky patfici do okruhu zajmt jeho star$ich sou-
¢asnikl Eulera a d’Alemberta. Logika doby ho nutn& musela pfivést k tomu, aby zkusil
své sily v nebeské mechanice. Nejvice vzrusujicim problémem bylo sladéni zd4nlivého
pohybu nebeskych téles s gravitaénim zdkonem. Na jedné strané bylo tfeba v ramci
tohoto zdkona vysvétlit nepochybné odchylky od Keplerovych zikont, na druhé strané
bylo tfeba vysvétlit dalsi zdkonitosti v nebeské mechanice, napf. pro¢ vidime pouze
jednu stranu Mésice. Vysvétleni tohoto jevu zafazuje patizskd Akademie véd jako téma
na svoji cenu za rok 1764.
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Je nutné ¥ici, Ze témata pro akademické ceny byla v PafiZi volena s velkym umem,
a ziskat cenu bylo pro matematika (a pro mladého matematika obzvla3tE) prestiZni
otazkou. Lagrangeove praci byla udélena prvni cena, doprovazena nad$enym ocenénim
d’Alembertovym: ,,S velikym potéSenim jsem si pfecetl vysledky Vasich praci o libraci.
Opravdu si zasluhuji cenu, kterd Vadm bude udé€lena.*

vry

Cesta do Parize

V roce 1766 bylo Lagrangeovi 30 let. Byl to rok v jeho Zivoté velmi dileZity. Provin-
cidlni Turin zacal byt pro jeho vé€deckou praci tésny. V osobnim Zivoté byl Lagrange
nendro¢ny, jeho zdravi bylo nevalné, jeho skromnost ve styku s lidmi ¢asto prerustala
v ostychavost a samotafstvi. Kontaktl s kolegy si v8ak velice cenil a dovedl jich vyuZit.
Zpocatku mu postacovali pratelé z jeho krouzku, jejich praci se vénoval télem i dusi,
ale nevyhnutelné je prerostl. Nemél uz systematické kontakty s di Fagnanem, ktery byl
stary a v roce 1766 zemfel. Vedl rozsahlou korespondenci, ale jak je ddlezity pfimy kon-
takt s védci, pochopil Lagrange pfi své cesté do Pafize. Doprovazel tehdy svého pfitele
Caraccioliho, ktery byl jmenovan vyslancem v Londyné. Do Londyna totiZ Lagrange
nakonec nedojel, jak vzpomind Delambre: ,, TéZce onemocnél po ob&dé¢ u opata Nolleta,
ktery jej hostil jidly pfipravenymi v duchu italské kuchyné. Proto nemohl jet do Londyna
a zlstal v PafiZi na 1é¢eni. KdyzZ se uzdravil, spé§né se vratil do Turina‘“. Na vysvétleni:
V severni Italii pfipravuji jidla na ricinovém oleji, ktery ov§em nejdfive silné prohfeji.
Nolletovi kucha¥i, ktefi chtéli pfipravit obéd ,,po italsku* pouZili tohoto oleje bez potieb-
né pfedbézné upravy, a tak se projevily v plné mife jeho ,,Jé€ebné* ucinky, které se
prohiatim ztraceji. Z hlediska rozvoje védy se v8ak tato nemoc ukdzala byt velmi plod-
nou. Lagrange se v Pa¥iZi stykal s nejvét§imi francouzskymi matematiky: d’Alembertem,
Clairautem (1713 —1765), Condorcetem (1743 —1794), ale i mezi mén& znamymi naSel
pratele na cely Zivot. Sam prohlaSoval vicekrat, Ze ten pulrok v PafiZi byl nej$tastngj§im
obdobim v jeho Zivoté.

Lagrange v Berliné

V roce 1766 odjizdi Euler z Berlina do Petrohradu, ¢imZ se uvolnilo misto feditele
fyzikalné-matematické tfidy berlinské Akademie v&d. Jako svého nastupce doporucuje
Euler Friedrichovi II. Lagrangea. Tuto kandidaturu velmi podporoval i d’Alembert,
na jehoZ minéni dal Friedrich II. je§té vice. A tak Lagrange dostal pozvani s lichotivou
motivaci: ,,...je tfeba, aby nejvét§i matematik Evropy Zil v blizkosti nejvét§iho z krala“.
Pokud se jeho samotného tyce, mél snad Friedrich pravdu, ale v dobé&, kdy Zili a praco-
vali Euler a d’Alembert, je Lagrangeovo ocenéni pfehnané. Zda se, Ze tim chtél Fried-
rich II. trochu oklamat vlastni jeSitnost, kdyZ na feditelské misto nedokazal ziskat
d’Alemberta a s Eulerem se musel rozloudit. Nicméné bylo pfijeti tficetiletého Lagrange
na matematicky Olymp zcela zaslouZené. Byl to uz vyzraly matematik. Zaklady vieho,
¢im se mél v budoucnu zabyvat, uz byly poloZeny, jasnym se stal i jeho pracovni styl,
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jeho silné i slabé stranky. Lagrange zacal svou matematickou drahu jako zik Euleriv
a d’Alembertiv v nejlep$im smyslu tohoto slova. Pokracoval ve zkoumani jimi zapoca-
tych tloh a dokazal v nich objevit nova vychodiska, nezndma jeho ucitelim. Jejich
nadSeni je toho dikazem. Pfitom se v Lagrangeové praci tviréim zpidsobem odrazi
tviiréi ¢innost obou jeho uéitelt: kdyZ si osvojil formulace uloh a tvrzeni téméf uhodnuta
genialni Eulerovou intuici, dovadi je do dokonale jasné formy, precizuje potfebné pojmy
a technické prostfedky, coZ bylo pfizna¢né spiSe pro d’Alemberta. I pozdé&ji bude
Lagrangeova sila nikoli jen v objevovani novych cest, ale v pfekvapivé schopnosti pro-
hloubit, vyjasnit a doplnit jediné moZnymi tahy obraz, ktery pfed nim zapo¢ali jini.
A na této cesté pro n&j neexistuji Zidné neptfekonatelné obtize.

V listopadu roku 1766 se tedy Lagrange ujima své funkce v Berling, i kdyZ jej sardinsky
kral poustél nerad. Lagrange vSak pfisel do berlinské Akademie véd v dobé ne pro ni
nejlepsi. Nebyli pfitomni ani Euler ani d’Alembert ani Maupertuis. Zato zde pracoval
vyznamny matematik Lambert (1728 —1777), ktery mj. dokdzal iracionalitu &isla .
Lagrange a Lambert méli mnoho spole¢ného jak v matematice, tak i po Cisté lidské
strance. Jejich pratelstvi trvalo deset let aZ do Lambertovy smrti a mélo pro oba velky
vyznam. Uzavieny Lagrange si nesnadno zvykal na Zivot na pruském dvote. Na rozdil
od Eulera se mu to pfece jen podaf¥ilo a dok4zal se vyhnout konfliktim. Zivot Lagrangetiv
bézi pravidelné — povinnosti, setkani, korespondence zapliiuji pfevaznou ¢ast dne, ale
vecer po povinné prochazce se cele vénuje védé, v tichosti, za zavienymi dvefmi. Lagrange
se oZenil a pfi této ptileZitosti si vymeénili s d’ Alembertem dopisy. d’Alembert: ,,Dovédél
jsem se, Ze jste uinil nebezpeény krok. Velky matematik si musi pfedev§im vypocitat své
§tésti. A pochybuji, Ze by vysledkem téchto vypoctli bylo manzZelstvi‘‘. Lagrange: ,,Ne-
vim, zda jsem pocital dobfe nebo §patné — nebo pfesné€ji — vibec jsem nepodital, nebot
by to se mnou mohlo dopadnout jako s Leibnizem, ktery se ke sfiatku nemohl odhodlat.
Pfizndvam, Ze jsem nikdy nemél velké sklony k manzelstvi ... prosté bylo potfeba vyho-
vét jedné mé piibuzné; bylo tieba, aby se nékdo o mne a o mé zileZitosti staral. Ale
dopadlo to tak, Ze se Lagrange brzy musel starat o svou Zenu umirajici na tuberkul6zu
a tuto svou povinnost zcela splnil.

ssAnalytickd mechanika*

Lagrange stravil v Berlin€ néco pfes 20 let. Bylo to obdobi zralosti, nejproduktivné;si
obdobi jeho Zivota. Je n€kolik matematikid, ktefi napsali jednu svoji ,,hlavni‘‘ knihu:
Newton Principia, Huygens Horologium oscillatorium (Kyvadlové hodiny), Lagrange
Analytickou mechaniku. VySla v r. 1788, kdyZ uz byl Lagrange v PafiZi. Ale obsahla to
hlavni, co udélal v Berlin€ a rozmyslel uZ v Turiné. Hlavni my$lenky knihy nejlépe vystihl
sam jeji autor: ,,Existuje jiz n€kolik uebnic mechaniky, ale plan tohoto dila je zcela novy.
Teorii mechaniky a uméni fesit jeji Glohy jsem chtél zaloZit na obecnych vzorcich, jejichz
jednoduché modifikace by daly v8echny rovnice potfebné k feSeni kaZdé konkrétni tlohy.
Doufam, Ze zpusob, kterym jsem se toho snaZil dosdhnout, je uspokojivy*. ,,Toto dilo
bude uzite¢né i z jiného hlediska: sjednoti a ukdZe z jednotného obecného pohledu riizné
principy, dosud pouZivané k fefeni iloh mechaniky, ukdZe jejich vzdjemné souvislosti
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a oblasti jejich pouZitelnosti‘‘. O zplisobu vykladu hovofi takto: ,,V tomto dile nejsou
obrazky. VyloZené metody nevyZaduji ani geometrické konstrukce, ani mechanické
uvahy, vysta¢i pouze s algebraickymi operacemi, providénymi podle pfesné uréeného
jednotného schématu. Milovnici analyzy s uspokojenim zjisti, jak se mechanika stava jeji
novou soucdsti a budou mi vdé¢ni za toto rozsifeni jeji oblasti plisobeni.

Strucné feceno, Lagrange chce ukazat, Ze mechanické ulohy lze fesit ¢isté analytickymi
prostfedky, Ze je moZné navrhnout ,.jednotnd‘ (dnes bychom fekli algoritmicka) pra-
vidla pro feSeni té€chto uloh a Ze celou mechaniku lze zalozZit na jednoduchych obecnych
principech. Nakolik je tento pfistup origindlni? Vzpomefime, Ze Euler jako prvni ve své
Mechanice z r. 1736 upustil od Cist€¢ geometrickych uvah Newtonovych ve prosp&ch
Cisté analytickych metod zaloZenych na zkoumani zmén soufadnic a soustav diferen-
cidlnich rovnic. (Lagrange nazyva tuto knihu ,,prvni velkou praci, ve které byla ke studiu
pohybu pouZita analyza‘““.) Na druhé stran& d’Alembert doprovazi svou knihu Dyna-
mika (1743) slovy: ,,V této knize jsem se snaZil o dv& véci: rozsifit rimec mechaniky
a jeji vyklad udélat plynulym a pfimym... — feceno jeSt€ strucné€ji — snazil jsem se
roz§ifit oblast pouZziti principli a soucasn€ zmensit jejich pocet*‘. Lagrange tuto knihu
vysoce hodnotil: ,,... je v ni navrZena pfima a obecna metoda, umoZiiujici rozfesit nebo
alespoii vyjadfit rovnicemi vSechny ulohy mechaniky, které si lze pfedstavit.«

V ¢em tedy spociva Lagrangeiv pfinos? V tom, Ze dovedl do konce to, co naértli jeho
piedchiidci, Ze pfeménil jejich skve€lé studie v univerzalni pracovni aparat. Sviij program
si ceni velmi skromné, v Zddném pfipadé se nesrovnavd s Newtonem, ,,ktery mél to
§tésti, Ze mu pripadl ukol vysvétlit vesmirnou soustavu‘‘. Lagrange pe¢livé rozebird
a vykladé na strdnkach Analytické mechaniky dfivéjsi prace z tohoto oboru. Stranky
vénované historii jsou czdobou knihy. Lagrangeovi v§ak bylo vytykdno, Ze do tohoto
prehledu zafadil definice zakladnich mechanickych pojmii (sila, hmota aj.), které dosta-
te¢n€ nepropracoval.

Svij popis mechaniky zacind tedy Lagrange piehledem toho, co udélali jini. Mechani-
ka se déli na statiku a dynamiku. Vy$e jsme jiZ mluvili o dvou zakladnich zdkonech
statiky: o zakonu paky a o zakonu skladani pohybu. K nim se déle fadi princip virtual-
nich (moZnych) rychlosti (nazyvany dnes principem virtudlnich posunuti nebo virtudlnich
praci), pfisuzovany Galileovi a rozpracovany Stevinem, bratry Bernoulliovymi a d’ Alem-
bertem. Tento princip fikd, Ze v pfipad€ rovnovahy se anuluje price vsech sil pfi libo-
volnych virtudlnich nekone¢né malych posunutich, tj. pfi posunutich, ktera jsou sludi-
telnd s vazbami, jimZ je dany mechanicky systém podroben. Lagrange nejprve zapisuje
tuto podminku ve tvaru analytické rovnice a snazi se pak ukdzat nejen efektivnost tohoto
principu (to uZ délali jini), ale predeviim jeho univerzalnost, postacitelnost pro vybudo-
vani celé statiky. ,,S mistrovstvim vlastnim mozZna jen jemu a dosud nepfekonanym od-
vozuje Lagrange z tohoto obecného vzorce zdkladni vlastnosti rovnovazného stavu
a fedi nejdileZit&jsi ukoly statiky* (A. N. Krylov).

V dynamice Lagrange vyuziva d’Alemberovu ideu o pievedeni dynamiky na statiku,
kterou ponékud jinym zpusobem rozvijeli na konkrétnich ulohdch Hermann a Euler.
Jde o to, Ze po oddéleni sil, které nezplisobuji pohyb a kompenzuji se reakcemi vazeb
(d’Alembert hovofil o ztracenych impulsech k pohybu), zbylé sily, k nimZ je tieba pocitat
i tzv. inercidlni sily, spliiuji podminky rovnovdhy. Tak dostivd Lagrange ze zdkladni
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rovnice statiky zdkladni rovnici dynamiky. To je emociondlni vrchol knihy. Cilem dalgi
Casti je pak ukazat, Ze ze zdkladni rovnice (jediného vzorce) plyne celd mechanika.

Realizace tohoto planu zaéind v knize tim, Ze se ze zdkladni rovnice odvodi vechny
,,principy mechaniky‘‘: zdkon zachovani energie, zdkon pohybu t&zi§t€, zdkon ploch.
Vrcholem této ¢asti je pak odvozeni principu minimdlni akce. Lagrange chépe, Ze je
mozny i opaény postup — odvozeni zdkladni rovnice z principu minimélni akce, a je
mozné, Ze v dfivéjsich planech analytické mechaniky chtél uzit pravé tohoto, dnes bézné-
ho postupu. Dal v8ak pfednost prvnimu, mozZna z taktickych diivodii: soucasnici nebyli
pfipraveni na varia¢ni vyklad mechaniky.

Daldim Lagrangeovym tikolem bylo naudit ¢tenafe pracovat se zakladni rovnici. Nejda-
leZit&j3i je spravné uvazit vazby, kterym je soustava podrobena. Z toho diivodu je vhodné
piejit od kartézskych soufadnic k jakymsi zobecnénym soufadnicim, které uZ se mohou
ménit nezdvisle. MiiZe to byt napf. uhel vychyleni kyvadla, ,,zemépisna §itka a délka‘
bodu pohybujiciho se na kulové plo$e, apod. Lagrange ukazuje, Ze pro libovolné neza-
vislé soufadnice se pohybova rovnice da zapsat pomoci kinetické energie T a potencidlni
energie U, a dokonce k tomu staci i jejich rozdil L= T — U — Lagrangeova funkce.
Ptislu§né rovnice nyni nazyvame Lagrangeovymi rovnicemi 2. druhu.

Rovnice 1. druhu se tykaji pfipadi, kdy vazby neni moZné nebo Zadouci zcela expli-
citné vyjadtit, tj. kdy zstava né€kolik rovnic svazujicich soufadnice. Lagrange ukazuje,
jak napsat pohybové rovnice pomoci vazbovych rovnic, pfi¢emz tyto rovnice obsahuji
veli¢iny, které lze velmi uZite¢né interpretovat jako reakce jednotlivych vazeb. Tak se
poprvé objevily Lagrangeovy multiplikatory — patrné nejpopularnéj§i odkaz z jeho ma-
tematického dédictvi (zminime se o nich je3t& nize).

Zbyla cast knihy je vénovana realizaci tohoto obecného schématu pro dileZité kon-
krétni ilohy: malé kmity, pohyb téles v gravitaénim poli (pfevaZn& nebeska mechanika),
pohyby vazané (kyvadla, pohyb tuhého t&lesa).

Nebesk4 mechanika

Mezi nékolika typy mechanickych uloh, jimiZ se Lagrange zabyval, mély nespornou
prioritu ulohy nebeské mechaniky. Takova byla stupnice hodnot v matematice 18. stole-
ti: Zadny velky matematik nemohl obejit tlohy souvisejici se vztahem mezi gravitanim
zakonem a vysledky konkrétnich astronomickych pozorovani. Vidéli jsme, Ze se touto
problematikou Lagrange zacal zabyvat uz v Turin€ a potom v ni intenzivné pokradoval
v Berlin€. V okruhu jeho z4jmd byly vSechny zdkladni problémy nebeské mechaniky.
Rozpracovava techniku vypoctd prvkt drah planet a komet na zdkladé t¥i pozorovéni.
A zase je tu jeden detail pro Lagrange typicky: rozpracovani metody neni provizeno vy-
poctem Zddné konkrétni drahy. Vidi totiZ svou ulohu pouze v fe§eni matematické tilo hy
a potom svou metodu pfedava vypoctaitim: ,,Nezachazim do podrobnosti v nad&ji, Ze
kaZdy trochu schopny vypo¢tat dokdZe na kometu pouZit teorii vyloZenou v této praci®.
Vznika dojem, Ze Lagrange vypocetni tlohy pfili§ nemiloval. Jeho metoda, protoZe neby-
la ovéfena v praxi, obsahovala pfes svou hloubku slaba mista. Tato mista pozdé&ji od-
stranil Gauss (1777 —1855), ktery neustéle vypocitaval drahy a musel pfitom spéchat,
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aby pozorovatelé stihli najit ztraceny asteroid, nebo aby vypoéty bylo moZné pouzit
na pfimé sledovani komety. A tak metoda, kterou v podstaté vymyslel Lagrange, nese
jméno Gaussovo. Hlavni potiZ (jak se ukdzalo pozdgji) spocivala v tom, Ze k dostate&n&
pfesnému urceni pohybu nebeskych téles je tieba vzit v ivahu vzajemné plisobeni vice
téles. Na pohyb M¢sice ma redlny vliv nejen Zem¢, ale i Slunce, na pohybu Saturna
a Jupitera se projevi i jejich vzdjemné ptitahovani. Navic srovnavdnim vysledki pozo-
rovani pocinaje davnovékem se podatilo objevit stabilni odchylky od Keplerovych za-
konii — ,,poruchy*. A bylo tfeba vyjasnit, zda tyto ,,poruchy‘‘ jsou vysvétlitelné v ramci
gravita¢niho zdkona pusobenim dalich téles. Pathos Newtonovych Principii nebyl ani
tak v tom, Ze odvodil z gravitatniho zdkona zakony Keplerovy, ale pfedev§im v tom,
Ze se mu podafilo vysvétlit n€které ,,poruchy* v pohybu Mésice. Od Newtona piejali §ta-
fetu Euler, Clairaut, d’Alembert. Ukazalo se, Ze objasnéni ,,poruch* je problém velmi
obtizny, a nezfidka zacali zoufali védci pochybovat o univerzalnosti gravitatniho zdkona.

Bylo pfirozené pokusit se o explicitni feSeni ulohy t¥i téles popsanim pohybu trojice
téles vzajemné na sebe piisobicich podle gravitaéniho zakona. Pomé&rné brzy se ukazalo,
Ze to asi neni mozZné; nicmén€ Lagrange v praci z r. 1772 maximalné objasfiuje celou
situaci. Mistrné ukazuje, jak vychozi soustavy rovnic 18. fadu lze pfevést na soustavu
6. fadu, ale tvar této soustavy neddval Zddou nadgji na koneény Gspéch. A proto uvadi
specidlni pfipady, kdy tuto soustavu Ize integrovat: jsou-li v po¢ateénim okamziku vSech-
na télesa na jedné pfimce, anebo jsou-li ve vrcholech rovnostranného trojuhelnika
pfi sou¢asném splnéni specialnich vztaht na dal$i parametry. Lagrange uvaZuje tyto pfi-
pady ,,z Cisté zvédavosti®, ale pozdé&ji si na né védci vzpomnéli, kdyZ se zjistilo, Ze kazdy
z asteroidii Jupiterovy skupiny tvofi spolu s Jupiterem a Sluncem trojuhelnik blizky
k rovnostrannému.

Dalsi moZnost se nabizela v tom, Ze télesa tvorici trojici byvaji obvykle nerovnopravna,
a je proto pfirozené uvaZovat vzajemné pusobeni dvou z nich a pfidat poruchu zpuso-
benou tfetim. Lagrange zafina rozpracovavat systematickou teorii poruch, jejiz zaklady
polozili jiZ jeho pfedchidci. Ptitom je pfirozené uvazovat ,,porusenou drahu‘ opét jako
elipsu jen se zménénymi parametry. Rozli§uji se dva typy ,,poruch‘: periodické a seku-
larni. Periodické poruchy zaviseji jen na poloze télesa na draze a s asem se v priméru
kompenzuji. Sekularni poruchy jsou zptsobeny pouze vzajemnou polohou drah jako
celku a mohou s ¢asem narulstat a vést k nestabilité slunecni soustavy. Zvlasté to bylo
nejvétsi pficinou neustdlého zdjmu o sekuldrni poruchy. Na druhé strané pro zkoumani
poruch na kratkém &asovém useku (coZ je nezbytné v pfipad® periodickych poruch)
nebylo je§té dostatek pozorovani, zatimco pro studium sekuldrnich poruch bylo mozné
vyuZit (i kdyZ nepfesnych) pozorovani ugenci davnovéku. Periody poruch mohou byt
&asto nékolikandsobné vétsi neZz periody ob&hu a dlouhoperiodické poruchy je mozné
zafadit mezi sekuldrni. Velmi dileZité proto bylo naudit se tyto dva typy poruch rozli-
Sovat.

Pfi studiu sekuldrnich poruch Lagrange porusil svoji zdsadu a soustavné se obracel
ke konkrétnim &iselnym pfikladim. Témito otazkami se zabyval soubé&Zné€ s mlad$im,
ale jiz uznavanym Laplacem (1749 —1827). Co do stylu prace se oba podstatng lisili.
Pro Laplace byly orientaénimi body zcela konkrétni ulohy nebeské mechaniky a metoda
byla pro ného jen prostfedkem k dosaZeni konkrétnich cili. Nepfitahovala jej metoda
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sama o sob&, n&jaké jeji vnitfni zdokonalovani. A v praci nad blizkymi problémy se
projevily silné i slabé stranky obou téchto velkych védci. Laplace ukdzal, Ze v prvni
aproximaci neexistuji sekularni poruchy velkych poloos drah Jupitera a Saturna (tyto
poruchy byly zafazeny mezi dlouhoperiodické s velkou periodou). Laplace byl piesvéd-
¢en o spravnosti tohoto tvrzeni i v pfipadé vSech ostatnich planet, coZ by byl velky
pokrok, i kdyZ by to je§t® nebyl dikaz stability slune¢ni soustavy (nebof §lo pouze
o hlavni &sti poruch 1. fadu). Laplace se snaZil svou domné&nku dokézat obecng, ale
bez uspéchu, zatimco Lagrange pomoci své obecné metody obdrzel dikaz ,,jednim
tahem pera®, jak se vyjadfil Jacobi.

A ted opaény ptiklad. Lagrange vyvinul velké sili ve snaze vysvétlit sekularni zrych-
leni prim&rného pohybu Mésice, objeveného v roce 1693 Halleyem (1656 —1742),
objevitelem mnoha tehdy zndmych ,,poruch®. K tomu ucéelu se pokousi vyuzit svij
oblibeny trik zaloZeny na tom, Ze Mé&sic a Zemé& nejsou dokonalé koule. KdyZ tak vy-
gerpal viechny (jak se mu zdalo) myslitelné moZnosti, dochazi k zavéru, Ze bud stard
pozorovani obsahuji zasadni chyby, anebo je tento jev v ramci gravitainiho zakona
nevysvétlitelny. Zaroveii vypracoval zpisob, jak vyuZit pfi studiu sekularnich poruch
¢leny vys$§iho Fadu, a zjistil, Ze v pFipadé Jupitera a Saturna tyto ¢leny nehraji roli. Toto
zji§téni extrapoloval na ostatni ptipady. Na druhé strané Laplace, ktery mél mnohem
vice vypodetnich zku$enosti, pochopil, Ze u mésici mlZze byt situace jina v dusledku
jejich rychlé rotace. Nejdfive ukazal, Ze ¢leny, které nasel Lagrange, maji podstatny vliv
na Jupiterovy mésice, a kdyZ provedl stejné vypoéty pro Mésic, dostal Halleyovo zrychle-
ni.

Plodné védecké soupefeni mezi Lagrangem a Laplacem nedospélo ke konfliktu jediné
diky Lagrangeove taktu a sebeovladani. Ambiciozni Laplace k tomu ¢asto zadaval pfi-
¢inu svymi neopodstatnénymi poZadavky a i nekorektnim jedndnim. Typicky je ptiklad
zr. 1774, kdy se Laplace v PafiZi seznamil s Lagrangeovou praci o sekularnich poruchdch
jesté pred tim, neZ byla publikovana. Rychle postfehl dal§i moZnosti a uvefejnil svij
¢lanek jesté pred Lagrangeovym. V uvodu tohoto ¢lanku napsal: ,,Nezadal bych se tim
zabyvat, kdybych si pfedtim neptecetl brilantni praci pana Lagrange, kterd byla zaslana
do Akademie a ma vyjit v nasledujicich svazcich*. Pfidava dal§i argumenty ve snaze
odlvodnit svij spéch: Ze chtél co nejdiive seznamit vefejnost se vi§emi moZnostmi Lagran-
geovy metody, ale o jeho netaktnosti neni pochyb. A Lagrange? Podékoval Laplaceovi
za zdokonaleni své metody, nebot ,,tim miZe véda jediné ziskat*. V roce 1779 Laplaceovi
napsal: ,,Divam se na spory jako na véc pro rozkvét vé€dy zcela neuZitecnou, vedouci
jen ke ztraté ¢asu a klidu ...* A timto pravidlem se fidil po cely Zivot.

Algebraické dvahy

Algebraickymi rovnicemi a soustavami se Lagrange zabyval z riznych hledisek. K né&-
kterym problémidm ho ptivedlo jeho studium nebeské mechaniky. Zabyval se i pfibliz-
nym vypocétem kofeni a jejich oddélenim, vylou¢enim neznamych ze soustavy algebraic-
kych rovnic. Ale jedna z Lagrangeovych praci znamenala za¢atek nové éry v algebfe,
jak se vyjadfil Cauchy.
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V letech 1770—71 vysla jeho prace Uvahy o FeSeni rovnic (Réflexions sur la résolution
des equations), zapocata jesté v Turinu. Je to ve skutecnosti Gplna kniha o 200 stranéch.
Vedle Analytické mechaniky je to vrchol Lagrangeova dila, i kdyZ, jak se zda, nebyla
ve védé patfi¢né docenéna. Byl to zdklad procesu, ktery vyvrcholil vznikem Galoisovy
teorie.

V 16. stoleti byly odvozeny vzorce pro feSeni obecné rovnice 3. a 4. stupné a potom
se po dvé& staleti nedafilo najit vzorec pro feSeni obecné rovnice 5. stupné. Objevily se
dalgi dilezité ulohy, které matematiky odvadély od tohoto tajemného problému a p¥ina-
Sely jim uspokojeni. Ale mnozi vyznamni matematikové — mezi nimi Leibniz (1646
a7 1716) a Euler — neztrdceli nadgji. VSichni citili, ¢ umg&lé vyhledavani zvla$tnich
formuli pro kazdy stupeti (jako tomu bylo dosud) neni ta nejlepsi cesta. Lépe by bylo
najit jednotnou metodu, hodici se na viechny stupné, a pak se snad podafi ji pouZit
i na rovnice vysgich stupfiti. Tschirnhaus (1651 —1708) sd&luje svému pfiteli Leibnizovi,
Ze se mu podafilo najit univerzalni substituci, ktera pfevadi obecnou rovnici n-tého stup-
n& na rovnici tvaru y" + a = 0(coZ je pravé to, co je tieba k feSeni rovnice v radikalech).
Tato substituce davd znamy vzorec pro n = 3 a hodi se i pro n = 5. Ale Leibniz musel
svého pfitele zarmoutit: pti n = 5 je k nalezeni koeficientl této substituce tfeba feSit
rovnici stupné vy$§iho neZ 5. Potom je§t€ Euler postfehl, Ze pro n = 3, 4 lze vzorec
dostat pomoci substituce tvaru x = '{/ A+ ...+ i/ F, ale dale jiZ nepokro¢il.

Problém vyZadoval podstatné hlubsi pfistup, a kdo jiny by se do toho mél pustit nez
Lagrange. VZdyt pravé on dovedl nepiekonatelnym zpisobem odhalit podstatu véci,
najit spole¢nou strukturu tam, kde druzi vidéli jen rozriznéné pfipady. Zacind studiem
vzorcd pro n < 4 a vénuje zvlastni pozornost vyrazim pod znakem n-t¢ odmocniny.
Pro rovnici 2. stupné x* + ax + b =0 je to 4 = a*[4 — b, pro rovnici 3. stupné
x>+ ax +b=0je to 4y = —b[2 + V[(b/2)* + (a/3)*] (ptitom je x =3/4, +
+ i/ 4_). Veliciny 4, jsou kofeny kvadratické rovnice, jejiz koeficienty se daji racional-
n& (tj. pomoci aritmetickych operaci) vyjadfit pomoci koeficientd pivodni rovnice.
Lagrange se snazi vyjadfit 4. pomoci kofeni x,, x,, x5 a ukazuje,Ze 4 = x; + x,.€& +
+ x5 . &%, kde ¢ je kofen rovnice {* = 1, riizny od 1.

Dva kofeny e, rovnice y* = 1 ddvaji tedy ob& hodnoty 4. Ve skute¢nosti nemiiZeme
kofeny x;, x,, x5 rozlisit, ale at je ocislujeme jakkoli, vzdy bude funkce A(x,, x,, X3) =
= X; + X,& + x3¢° pfi viech moZnych permutacich kofeni (kterych je 3! = 6) nabyvat
pouze dvou hodnot 4. To je podstatny Lagrangeidv postieh! Pro kvadratickou rovnici

= (x; — x,)? na pofadi kofent viibec nezalezi. V ptipad& rovnice 4. stupng jsou pod
znaménkem 4. odmocniny vyrazy tvaru x,x, + X;x4, kde x; jsou kofeny, které pfi
4! = 24 zpiisobech odislovani kofend mohou nabyvat pouze tti riznych hodnot.

Snadno se ovéfi, Ze kaZda racionalni funkce kofenl rovnice n-tého stupné. ktera
nabyva nejvySe g hodnot pfi viech moZnych permutacich kofenl je kofenem rovnice
g-tého stupné, jejiZ koeficienty jsou racionalnimi funkcemi koeficienti ptivodni rovnice.
Tento fakt nazyva Lagrange ,,pravym principem*‘, ,,metafyzikou rovnic 3. a 4. stupngé*.
A pravé proto se feSeni kubické rovnice prevadi na kvadratickou rovnici a bikvadratické
na kubickou.

Ukazuje se tedy, Ze je tfeba hledat racionalni funkce kofend, které nabyvaji ¢ < n
hodnot pfi vech permutacich kofenti. Pfitom ovSem pulisobi velké potiZe pfili§ rychly
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rlist n! pii rostoucim n. Pfedev§im si v§imné€me, Ze koeficienty plivodni rovnice jsou ra-
cionalnimi funkcemi kofend, které se pfi permutaci kofeni nem&ni vibec (g = 1), je
ale tfeba hledat méné trividlni moznosti. Lagrange nazyva rezolventami vyrazy
A(Xy, Xgy ovus Xg) = Xg + X268 + ... + X"}, kde & #+ 1 je n-td odmocnina z 1. (Tyto
vyrazy se vyskytovaly ve vzorcich pro kvadratickou a kubickou rovnici. To, Ze se ne-
vyskytuji u rovnice bikvadratické, je moZné pficist tomu, Ze 4 neni prvocislo.) Dalo
by se ekat, ze se rezolventy vyskytnou i ve vzorcich pro rovnice vys$§ich stupiid. Vypo&ty
viak ukazuji toto: funkce A(xy, x5, ..., X,) nabyvaji pfi viech permutacich kofend
(n — 1)! hodnot. Pro n = 3 je (n — 1)! < n. Jsou tedy vSechny rezolventy 4 kofeny
rovnice stupné (n - 1)!, jejiz koeficienty jsou raciondlni funkce koeficienti rovnice
puvodni.

Toto tvrzeni je moZné pro prvociselné n preformulovat takto: 4 jsou kofeny rovnice
stupng (n — 1), jejiz koeficienty jsou kofeny rovnice stupné (n — 2)! a koeficienty po-
sledni rovnice jsou raciondlnimi funkcemi koeficientd vychozi rovnice stupné n. Pro
n = 5 jsou tedy 4 kofeny bikvadratické rovnice, jejiZz koeficienty jsou kofeny rovnice
6. stupné. Nyni je pochopitelné, pro¢ se objevovaly rovnice vy$Sich stupiid v konstrukcich
Tschirnhausovych a Bézoutovych. Jaky z toho ¢ini Lagrange zavér: ,,Odtud plyne, Ze
je velmi nepravdépodobné, aby naSe dosavadni metody mohly dét Gplné feSeni rovnice
5. stupné.*

Déle je ptirozené zkoumat, zda kromé rezolvent neexistuji i jiné funkce kofeni,
nabyvajici ¢ hodnot, kde q neni velké. Proto Lagrange zkouma strukturu permutaci,
a tim fakticky vytvafi zaklady teorie grup. Mnoho Lagrangeovych tvrzeni, vyjadiime-li
je v moderni terminologii, pfejde pfimo ve véty z teorie grup.

Krize

Matematika byla jedinou Lagrangeovou vasni. Stacila mu zaplnit cely Zivot, pfinést
mnoho radostnych chvil. Ve ostatni bylo podfizeno jeho védecké praci. Delambre ndm
popisuje Lagrangedv vztah k hudbé: ,,Mam ji rad, protoZe mne izoluje; sly§im prvni
tfi takty, pfi ¢tvrtém jiZ nic nerozli§uji, oddavam se vlastnim ivaham, nic mne nevyrusuje,
a tehdy fe¥im nejobtiZzn&j§i problémy*‘. Pro Lagrangea bylo typické, Ze velké cile poznani
pravdy a sv€tové harmonie se u né& nespojovaly s osobnimi ambicemi, se snahou sou-
téZit a pfedehnat soucasniky. KdyZ zjistil, Ze se n€kdo uspé$né zabyva problémem, nad
nimZ pfemyslel sim, okamZité¢ tento problém odloZil s upfimnym pocitem, Ze byl
,,zpro§tén povinnosti‘‘. Diky tomu byl Lagrange neobydejné dufevné vyrovnany, coZ
mu dodavalo sily pfekondvat Zivotni pfekazky a pokrafovat v usilovné praci.

Jediné, co mohlo narusit jeho klid, byla ztrata perspektiv, nejistota pfi vybéru sprav-
nych cili. Tento pocit se objevuje brzy po jeho prijezdu do Berlina. V roce 1772 pise
d’Alembertovi: ,,Nezdd se Vam, Ze vy$§i matematika se z&asti bliZi k upadku? Podepi-
rte ji pouze Vy a Euler®. To piSe védec v rozkv&tu sil (je mu 36 let), ktery pfipravuje
svoji Analytickou mechaniku a kterému pravé vysla préce, ktera na 100 let pfedzname-
nala rozvoj algebry.
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Tento vyrok je tfeba promyslet. Je samoziejmé, Ze Lagrange védél, ¢im s: zabyvat
po nejbliz§ich 10— 15 let, ale vzdalenéjsi perspektivy se mu zdaly pochybné. Mozn4, Ze
se také projevily zvlastnosti jeho zplisobu prace. Hlavni sméry své &innosti si urcil uz
v mlddi, s jistou davkou konzervatismu se jich drZel a ne bez opodstatnéni doufal, Ze
se mu jeho plany v dohledné dob& podafi uskute¢nit. Takova my$lenka o konci mate-
matiky nemohla pravdépodobné vzniknout u Eulera, ktery po cely sviij dlouhy védecky
zivot nepfestal hledat stale nové a nové ulohy, pfechdzel od jedné Gilohy k druhé a nebal
se néco nechat nedofeSené. Lagrange se nikdy nesrovnaval s Eulerem a d’Alembertem.
Typické je také, Ze zavidél nékterym svym soucasnikiim jejich uméni lehce nachdazet
nové ulohy, napf. Mongeovi: ,,Ten Certovsky Monge ma stale plno novych smélych
idei‘‘, nebo ,,ten vétroplach se svou teorii konstrukce ploch dosahne nesmrtelnosti‘.

Pocit moZzného tUpadku matematiky Lagrangea neopousti. 21. zafi 1781 opét piss
d’Alembertovi: ,,Za¢inam pocitovat silu své setrvacnosti, kterd se pomalu zvétSuje
a nemohu s jistotou Fici, Ze se je§té po nadchazejici desetileti budu zabyvat matematikou.
Zda se mi také, Ze Sachta je pfili§ hluboka, a bude nutné ji dfive ¢i pozdé&ji opustit, ne-
najdou-li se nova rudna loziska. Fyzika a chemie pfedstavuji nyni mnohem oslnivéjsi
a lehceji vyuzitelné pokladnice. VSichni se podle vicho obratili k témto oborim a neni
vylouceno, Ze s misty pro matematiku se jednou v Akademii v&d stane totéz, co se nyni
dé&je s katedrami arabstiny na univerzitach®.

Vzbuzuje to v nas ptirozené rozpaky. Pokud jde o analytickou mechaniku, pak se
zamySlené dilo bliZilo k zavéru. Avsak v algebfe byl pouze vytvofen jazyk, ziskany prvni
zkuSebni vysledky, zatimco sam program byl je$té velmi neuréity a byly zde vSechny
predpoklady k dlouhodobé usilovné praci. Takové jsou vSak zakonitosti psychologie
védecké tvorby. Jeden Clovék nemize ujit po obtizné cesté nekoneénou vzdalenost.
Byl potfebny takovy vysledek, jakého dosahl Gauss, ktery na ptikladu potvrdil vysokou
efektivnost prace s permutacemi kofeni*).

V Pafizi

Lagrangeovy ptedtuchy se splnily. Kdyz v r. 1787, brzy po smrti Friedricha II.,
presidlil do Parize, prestal se v podstaté matematikou zabyvat. Bylo mu 51 let. V jednom
roce (1783) svét ztratil Eulera a d’Alemberta. Lagrangeovi se dostalo nad$eného pfijeti
ve francouzskych védeckych kruzich. Ted jiz byl nepochybné nejvétsim matematikem
Evropy, vdZzné¢ mu mohl konkurovat jen Laplace. Lagrange je ptatelsky pfijat i u dvora.
Snadno se odpoutava od matematiky ve prospéch filozofie, chemie, historie, mediciny.
Doufal snad najit v jiné védé novy Zivot? Poméry v PafizZi byly pfiznivé pro rozmanitou
védeckou ¢innost. Pracovaly zde vé€decké krouzky, velmi popularni byly kontakty mezi
védci riznych oborl. Obzvlastni aktivitou se v tomto sméru vyznacoval chemik Lavoisier
(1743—1794). Lagrange stejné jako Laplace se tcastnil Lavoisierovych pokust. Védci
se aktivné€ zabyvali spole¢enskymi otdzkami, ulohou védy v Zivoté statu.

*) Autor zde ma zfejmé& na mysli Gaussovu konstrukci specialnich pravidelnych mnohouhelnika
(napf. sedmnactithelniku) pravitkem a kruZitkem. Pozn. ptekl.
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Lagrange matematiku neopustil: je§té stale vychazely jeho prace, stale ho zajimaly
problémy druhych, v dal§im se je¥t& zminime o jeho pedagogické €innosti, o origindlnich
ucebnicich, ale vrchol své védecké ¢innosti mél jiZ za sebou. Kromé toho se bliZila doba,
kdy vétSina francouzskych védct (krom& snad Laplace) pierusila svoji obvyklou praci.

BliZila se revoluce, v niZ védci sehrali aktivni ulohu. Nikdy pfedtim neméli takovou
moZnost bezprostfedné ovliviiovat Zivot zemé&. Stavaji se ¢leny obecni rady, parlamentu,
astronom Bailly se stdva pafizskym prefektem, matematik Lazar Carnot vede obranu
Francie (fikalo se mu ,organizator vitézstvi*), Monge byl ministrem ndmofnictvi.
Velmi aktivné se v&dci zalali zabyvat fe§enim praktickych tkold.

Lagrange zlstava stranou politického Zivota. Zakon z roku 1793 nafizuje cizincim,
aby opustili Francii, ale zvla§tnim dekretem Vyboru pro vefejné blaho dostava Lagrange
vyjimku. V dobéach nejtézSich neopousti Francii, sdili osud svych kolegli. Svou tucast
v politice zaplatili Zivotem Bailly a Condorcet, také Lavoisier byl popraven. Lagrange
pozorné sleduje vse, co se d&je kolem. Delambre ndm zachoval jeho slova, kterd pronesl
po Lavoisierové popravé: ,,Sta¢il moment, aby mu usekli hlavu, a moZné nepostaci ani
sta let, neZ se objevi podobna*.

Jako védec plni Lagrange odpov&dné své ukoly. Zvétsil se pocet ruznych komisi
a organi, do nichZ byli védci povolavani. Zabyva se otdzkami femeslnych manufaktur,
meéfenim délky na mofi, odhaduje zasoby obili a masa v zemi, aby objasnil moZnost vzni-
ku hladu. PiSe préci, v niZ spo¢ital explozivni silu prachu v d&lové hlavni (Za autorova
Zivota nebyla uvefejnéna; Ze by to byla prvni prace oznagend jako tajn?)

Zvlast aktivné pracovali vé€dci v Komisi mér a vah. Dodnes téZko chapeme, pro¢ byla
v dobé rozvratu a hladu vénovdna takova pozornost reformé soustavy mér a vah.
Neporadky v soustavé mér a vah byla objasfiovana mnohd nestésti, s velkym patosem
se mluvilo o tom, Ze nedokonalost soustavy mér a vah je prostiedek k vykofistovani na-
roda. Je tu snad je$t€ jeden diivod — problém soustavy mér a vah je problém mezina-
rodni — a zavedeni ulelné soustavy mohlo ptispét ke zvySeni mezindrodni prestiZe
revoluce. Z tohoto divodu bylo tfeba zvolit takové jednotky, které by nebyly svazany
s tradicemi jiného ndrcda. Biskup Talleyrand, budouci napoleonsky diplomat, navrhl
vzit za jednotku délky délku sekundového kyvadla (tj. kyvadla, které kyva s periodou
1 s). Zvitezil viak navrh vzit za jednotku délky ¢ast zemského poledniku.

Prace na soustavé m&r a vah byly pojaty velkoryse. Lavoisier a Gouy ur¢ili vahu vody,
zacalo se s geodetickymi méfenimi, na néZ nebyl dostatek prostfedki, branily jim i vztahy
se Spanélskem a koneckoncti i poméry na nékterych mistech ve Francii. Ale revoluéni
Konvent spéchal se zavedenim nové soustavy ,,na viechny ¢asy, viem narodim‘ (toto
heslo bylo pczdgji vyryto na etalonu metru). Otazky metrické soustavy se probiraly za
zasedanich Konventu v r. 1793 zaroveii s nejostiej§imi problémy. Komise byla obviiio-
véana z liknavosti a néktefi ¢lenové z ni byli vylouéeni pro ,,nedostatek republikdnského
uv€domeéni a nendvisti k tyranim*. Takové obvinéni statilo k tomu, aby se ¢lovék
dostal pod gilotinu.

Lagrangeovy povinnosti v komisi nebyly jen teoretického charakteru. Zabyval se
vybérem zakladu nové soustavy a navrhl za zaklad prvoéislo 11. PovaZoval totiz za di-
lezité, aby se néktery dil zakladni jednotky nezménil b€hem Easu v samostatnou jed-
notku. Nakonec se komise rozhodla pro desitkovou soustavu.
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Na ¢as uzaviend Akademie véd byla obnovena pod jménem Institut de France a La-
grange stoji v &ele fyzikalné-matematického oddéleni.

7 we

Pedagogick4 cinnost

Revolucni Francie v€novala v bouflivych a na zmény bohatych letech 1793—95
velkou pozornost reformé vzdé€lavaci soustavy. ,,Po chlebu je vzdélani nejduleZité;si
potiebou lidu*, fikal Danton. O vzdélani naroda se pfemyslelo ne méné nez o zasobo-
vani chlebem. Je zaloZena Ecole normale pro pfipravu uditelti a Ecole polytechnique pro
pripravu vojenskych inZenyrti. Lagrange, pfestoZze pfedtim nikdy nevyucoval, pfednasi
na obou téchto $koldch. Zajem, se kterym promysli obsah svych pfednasek, je pro néj
novym impulsem ke kritickému pfezkoumani soucasné matematiky, jejich zakladnich
pojmu a vztahd mezi riznymi oblastmi. Na zakladé pfednaSek vznikly knihy Théorie
des fonctions analytiques (1797) a Legons sur le calcul des fonctions (1801). V prvni
z nich se poprvé objevila jeho zndma metoda pro nalezeni vazanych extrém: pfi hledani
maxima a minima n&aké funkce f(x, y) vice prom&nnych nutng vznikd uloha najit
extrém této funkce pfi n&jaké podmince omezujici promé&nné x, y, napf. ¢(x, y) = 0.
Uloha o extrémech funkce jedné proménné na intervalu se redukuje na srovnani jejich
hodnot na kraji a ve stacionarnich bodech uvnitf intervalu. V ptipadé funkci vice pro-
meénnych v oblasti D je tfeba porovnat hodnoty ve vnitifnich stacionarnich bodech
a hodnoty na hranici oblasti D. Tato hranice v§ak neni dvoubodovad a dostavame se
k tloze o vdzaném extrému na hranici.

Lagrange ukazuje, Ze tato uloha se redukuje na urleni takovych Cisel A, Ze funkce
J + ¢ ma pro ¢ = 0 staciondrni body. Dostdvime soustavu rovnic pro uréeni bodu
x, y a ¢isel 4. Analogicky se vSe provadi v pfipadé€ funkci libovolného po¢tu proménnych
i vazeb. Tato metoda Lagrangeovych multilpikatord vznikla na zdkladé Lagrangeovych
praci o mechanickych soustavach s vazbami. V aplikacich mohou mit tyto multiplikatory
konkrétni (napk. fyzikalni) interpretaci. Dnes je oblast pouZiti této Lagrangeovy myslen-
ky mnohem $ir§i. Jejim zobecnénim je nap¥. linearni programovani, pfi¢emZ v ekonomic-
kych aplikacich se daji Lagrangeovy multiplikatory interpretovat v terminech cen.

Posledni léta

Za Direktoria a Konzulatu se Lagrangeovo postaveni je§t€ upevnilo. V dobég cisafstvi
se stiva hrabétem, senitorem, nositelem fadu Cestné legie. Napoleon nebyl k mate-
matice lhostejny, a proto chapal, co pro ného Lagrange znamena. BéZné povinnosti
cisafe mu neponechdvaly mnoho ¢asu, aby se vice staral o pomoc védé. Omezil se na
rozdavani vyznamendni a struéné charakteristiky je doprovazejici, které byly uréeny
pfimo pro historii. Lagrange byl charakterizovédn jako ,,Cheopsova pyramida védy*.

10. dubna 1813 Lagrange umird. Delambre vzpomind, s jakym obdivuhodnym
smifenim ocekdval svoji posledni hodinu. ,,... pochopil jsem, Ze umirdm; mé t€lo postup-
né sldbne, duSevni i fyzické schopnosti pohasinaji; zvédavé sleduji, jak mi postupné
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ubyva sil, a dojdu na konec bez litosti, beze smutku, nebof sestup je velmi povlovny ...
Nechoval jsem k nikomu zlobu, nikomu jsem také nic zlého neudélal, a nyni chci svou
cestu ukonéit ...*

Ve své bouflivé dobé dokazal Lagrange Zit vyrovnanym Zivotem. Soucasnikim délalo
potiZe, aby si vzpomnéli na detaily, které by nam jej mohly pfiblizit. Nevykladaly se
o ném anekdoty jako o Laplaceovi. A. N. Krylov poznamenava, Ze pfihoda s obédem
u opata Nolleta (vyliCena vySe) je snad jedinad v Lagrangeové Zivot¥. Vzpominali si,
jak Lagrange pomohl zlepsit Lambertovu situaci v Berling, Ze se nebal v r. 1793 postavit
za Delambrea, kterého chtéli vyloudit z Komise mér a vah, Ze se dojemné staral
o Poissona, kdyZ byl jeho zakem v Ecole polytechnique, jak umél obdivuhodné vyslech-
nout spoleénika. N&kdy se objevi maly, ale vyrazny rys: celd jeho bytost jako by byla
naplnéna tichou ironii.

A necéekané prave tento skromny ¢loveék se stal vzorem velkého védce a ¢lovéka, a to
nejen pro matematiky. J. W. Goethe napsal: ,,Matematik je dokonaly jen natolik, nakolik
je dokonalym ¢lovékem, nakolik v sobg citi to krasné, které je vlastni pravdé; jenom
tehdy je jeho prace dikladna, Cista, jasna, odusevnéla, skute¢né dokonala. A toto viechno
je zapotfebi, aby se podobal Lagrangeovi“. Nebo na jiném misté: ,,Lagrange byl bez-
uhonnym ¢lovékem, a pravé v tom je jeho velikost. Jestlize beztihonny €lovék je obdafen
talentem, stava se bohatstvim lidstva, nositelem §tésti a uslechtilosti, at je to umélec,
prirodozpytec, basnik nebo kdokoli*.

Mnohé je obsaZeno i ve slovech Fourierovych: ,,Lagrange byl stejné filozofem jako
matematikem. Dokazal to celym svym Zivotem, stfidmosti naroklii na pozemské dary,
hlubokou oddanosti obecnym zajmim lidstva, $lechetnou prostotou svych navykd,
vzneSenosti své duse a hlubokou spravedlivosti pfi ocefiovani svych sou¢asnikia‘.

Na Eulera a Lagrangea se nyni divime jako na nejvét$i matematiky 18. stoleti, uditele
a zaka, jejichZ nadani se podivuhodnym zptisobem dopliiovala. Euler, snaZici se dohléd-
nout co mozna nejdal, mluvit o vécech, pro néz jesté nebyl vytvofen adekvatni jazyk,
zanechal potomkim ulohy, které budou na dlouhou dobu orientaénimi body. A na druhé
strané Lagrange, ve viem se snazici dobrat do podstaty véci, usilujici o vytvofeni obrazu
bez bilych mist, pfedat pokolenim jazyk a metody, které po dlouhou dobu umoZni
feSeni novych tuloh.

PreloZil JiFi Kopalek

Aristotelova fyzika zvudi v&tSinou jen terminy
logickymi .... At nikoho nemyli, Z¢ v knih4ch
o ZivodiSich (de animalibus) a o problématech
(de problematibus) a v jinych svych rozpravach
Casto se zabyva experimenty. On dospél k svym
zav&€rum jiZ predem; neradi se fadn& se zkuSe-
nosti, jak by mé&l, pfi stavb& svych rozhodnuti
a axiomu; ale rozhodnuv nejprve otazku podle
své vule, uchyluje se teprv potom ke zkuSenosti
a zkroutiv ji, aby se srovnavala s jeho dobrym
zdanim, vodi ji kolkolem jako zajatce. Proto
je Zaloba proti nému daleko diuvodn¥j$i neZ

Pokroky ma tematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 37 (1986), &. 6

proti modernim jeho nasledovatelum — filozo-
fum scholastickym, ktefi vibec spustili se zkuSe-
nosti.

NejvétSi viak prekaZka a poblouzeni rozumu
lidského pochazi ze ztupélosti a nedostatednosti
i Salby smyslu, tak¥z to, co se dotyka smyslu,
nabyva vrchu nad tim, co se smysiu bezpro-
sttedn€ nedotyka, byt i by to bylo zavaZn&;j§i.
Ustava tedy badani skoro zaroveii se smyslovym
vniménim, takZe v&ci neviditelné jsou zkoumany
jen mélo nebo nejsou zkoumény vibec.
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