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O teorii katastrof

Ivan Vicek, Jozef Zieleniec, Praha*)

1. Uvod ,

Matematika je dnes uznavanym nastrojem vétSiny v€deckych disciplin. Pfesto se zda,
Ze vSeobecné dochazi k jisté krizi, Ze je v podstaté vycerpano to, co podstatného mohla
aplikacim pfinést klasickd matematika a Ze je potfeba hledat matematické pfistupy
pfiméfengj§i novému okruhu problémi, které dnesni védy (zejména spoleenské a bio-
logické) matematice pfedkladaji k feSeni nebo spolufeseni. Nepokusime se zde definovat,
v &em tato novost spociva, protoZe je to ukol pfili§ naroény, a omezime se jen na nékolik
poznamek a ptiklada, které snad ujasni, co mame na mysli.

V historii matematiky hrala neoby&ejné dileZitou roli fyzika, ktera v uréitém obdobi
byla hlavnim zdrojem podnétl pro matematiku. Problémy feSené klasickou analyzou
mély nejéastéji svou fyzikalni motivaci (vzpometime na Newtonuv infinitezimalni
pocet). Tato vazba mezi fyzikou a matematikou byla oboustranni, obé védy siln&
ovlivnila a da se Fici, Ze znana &ast matematiky, pfedev§im klasickd matematicka
analyza, teorie diferencialnich rovnic, linearni algebra a analytickd geometrie vznikly
z&asti na ,,fyzikalni objednavku®. Negativni disledek tohoto jevu nesly spolefensko-
vé&dni obory a nékteré obory prirodovédni. Zda se, Ze spojita povaha jevii zkoumanych
klasickou fyzikou je spiSe vyjimkou nez pravidlem. A spojitost jevu je zdkladnim pfed-
pokladem pro pouZiti postupll nabizenych aparatem matematické analyzy. Na druhé
strané uspéSnost aplikace infinitezimalniho poctu ve fyzice svad€la a dodnes svadi
védce z jinych oborlu k pouZiti tohoto kalkulu. Vysledek se dostavuje vétSinou pouze
dil¢i. Netspéch byva pfipsdn na vrub ,,mensi exaktnosti‘‘ t€chto oboril, jejich meritorni
nepfipravenosti k pouZiti tak ,,exaktnich metod*, jaké dava matematika, atd.

Oviem moderni matematika pro§la procesem zobecnéni, jeji pojmy se postupné
osvobozuji z ptivodnich rAmcii. Dnes pfevaZzna ¢ast matematickych praci vznika z pro-
blémi, které jsou dany vnitinim vyvojem matematiky samé. Postupné se stale vice
ukazuje, Ze matematika je vic nezZ védou o mnozZstvi, prostoru, funkcich atd., Ze se stava
metodou studia realnych situaci. Velmi dulezité v tomto vyvoji zacinaji byt otazky
spolegenskych véd, biologie apod.

D4 se pfedpokladat, Ze zpisob, jakym se poZadavkim popisu specifického pro tyto
védy matematika pfizpisobi, bude v budoucnosti pro ni nejdileZitjsi. Je ostatné
~ docela mozné, 7e uz v nyn&jsi matematické teorii existuji kalkuly adekvatni potfebam
nékterych véd a Ze si toho pouze dosud nikdo nepovsiml.

*) Autofi dékuji doc. O. KowALskEMU a doc. P. BRUNOVSKEMU za cennou pomoc a pfipominky
pfi pfipravé tohoto ¢lanku.
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Jednim z rozsifenych omyla je, Ze aplikace matematiky spociva v pfiklddani redlnych
situaci k Sablon€ v matematice uz hotové. Nékdy to je moZné, ale Castéji jde o hrubé
nasili. Je naivni olekavat, Ze metody vyvinuté ptivodné pro fyziku budou stejn€ ispé$né
napf. v psychologii. SpiSe se zd4 vhodné vyvijet nové postupy na objednavku téchto
,vzpurnych®, ,,neexaktnich* véd.

K pokustim o takovyto netradi¢ni pfistup patfii tzv. kvalitativni dynamika, na kterou
v posledni dob€ naviazala teorie katastrof.

Kvalitativni dynamika stavi na pojmu dynamického systému*), ktery je popsan
rovnicemi tvaru:

) dx;/dt = X(xq, ..., X,) i=1,...,n,

x; — stavové promé&nné popisujici systém, kde prava strana nezavisi explicitn€ na ¢.
Za jistych podminek lze systém (1) integrovat a dostaneme soustavu rovnic

x; = h(x3, ..., x% 1)

které popisuji evoluci systému jako funkci po&ate¥niho stavu (x?, ..., x°). Nejznamgj-
§im pfikladem takového systému je nebeska mechanika.

Potiz je ale v tom, Ze:

A) Jen vyjimecné jsou znama explicitni vyjadfeni funkci X; na pravé stran€ rovnic (1).
B) I kdyz tato vyjadfeni jsou znidma, nelze systém vétSinou integrovat kvadraturami
a feSeni (tj. funkce A;) umime najit jen pfibliZnou metodou.

S timto problémem se klasicka teorie diferencidlnich rovnic neumi pfes své jinak
dobré vysledky vypotfadat. Proto H. POINCARE zavedl r. 1881 jiné hledisko, které bylo
nazvano ,kvalitativni teorii diferencialnich rovnic*“. Namisto snahy po explicitnim
feSeni soustavy (1) hledame globalni geometricky obraz trajektorii pole definovaného
rovnicemi. Jestlize se to podafi, je tim kvalitativné popsano asymptotické chovani
systému (1). A to v mnoha pfipadech sta¢i, nebot nam &asto vic neZ na kvantitativnich
vysledcich zaleZi na kvalitativnim vysledku evoluce systému.

Tak vznikla ,kvalitativni dynamika*. Piivodné specidlni metoda v teorii diferencial-
nich rovnic se zdhy o$amostatnila. Jejim duleZitym pracovnim nistrojem jsou geome-
trické metody.

Aplikace modernich geometrickych pfistupii je v dne¥ni uZité matematice vzacnym
jevem. Pfitom pravé geometrie nabizi moZnost porozuméni zkoumanému jevu pomoci
tak vyznamné lidské schopnosti, jako je pfedstavivost.

Popsani jevu pomoci rovnic, vzorcl apod. miize byt pfesné, ale pfesto nim nemusi
umoZnit pochopeni jeho struktury. Zvlasté€ nematematik ma velké obtiZe s porozuménim
takto popsanému jevu. Casto se tento problém obchazi napf. grafickym vyjadfenim
priabéhu né&jaké zavislosti. Ale sloZit&jsi jevy, na které se funkéni popis nehodi, se
tomuto zpisobu grafického vyjadfeni vymykaji. A pravé geometrie by mohla pomoci
pfeklenout tuto mezeru.

*) Pojem dynamicky systém a dal3i, které s nim souvisi, jsou velmi p&€kné& vysvétleny ve [14].
V tomto &ldnku je také mnoho Gdaji o dilezitém pojmu strukturilnf stability.
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V tomto Elanku popisujeme metodu, kterd je pokusem o vyfeSeni nékterych z vyse
naznadenych problémi. Zda je vyfesi, zda cesta matematiky od &isté teorie k aplikacim
bude schiidngj§i neZ dosud — to ukaZe budoucnost.

2. Zikladni pojmy teorie katastrof

Jednou z nejslibnéjSich teorii, které se v matematice v posledni dob€ objevily, je teorie
katastrof, jejimZ tviircem je znamy francouzsky matematik RENE THOM.

Tato teorie vzbudila velky rozruch v §irokych kruzich védecké vefejnosti, nejen mezi
matematiky. Jednim z jejich hlavnich a charakteristickych rysi je totiZ nazornost,
lépe feCeno moZnost nazorné interpretace vysledki, pro matematické teorie uZ davno
nezvykla. Pfitom jeji matematicky i heuristicky aparat je velmi sloZity, diikaz hlavni
véty teorie zabira kolem stovky tiskovych stran [11]. Teorie katastrof slibuje moZnost
aplikace v mnoha realnych situacich v embryologii, psychologii, sociologii, v ekono-
mickych modelech, ve fyzice (autorem nejznadméjSich aplikaci je anglicky matematik
E. C. ZEeMAN)*). Tvlrci teorie se nikterak netaji tim, Ze jejich teorie (nebo spiSe metoda)
je na pocéatku svého rozvoje, Ze je potieba ji ddle rozpracovavat, zkouset v praxi a pozna-
vat jeji moZnosti a omezeni [12].

Teorie katastrof si v§ima systémi, v nichZ postupnd zména pusobicich sil (v Sirokém,
nejen fyzikalnim smyslu) zptisobuje nahlé zmény stavu. Tento kontrast pomalé, spojité
zmény pusobicich faktor a prudké zmény vysledného stavu vystihl Thom uZitim vyrezu
katastrofa. Ve své slavné vét€ (Thomilv seznam katastrof) dokazal pfekvapujici fakt:
za jistych, pro pfipadné aplikace dostatecné obecnych pifedpokladii (pfedevSim tzv.
gradientnost systému), existuje pouze koneny pocet tzv. elementdrnich katastrof
(v nejobvyklejsim pfipadé€ jen sedm), které se navic daji popsat jednoduchymi algebraic-
kymi rovnicemi.

Zeemaniiv ,,stroj na katastrofy*

Probereme nyni jednoduché mechanické zafizeni sestrojené Zeemanem [9], na némz
Ize ndzorné€ demostrovat podstatu tzv. cusp - katastrofy, kterd ma zatim nejSirsi
pouZiti v aplikacich. Toto zafizeni nAm pomuzZe pochopit, jak mohou spojité se mé&nici
sily zplisobit katastrofické skokové zmény.

Zafizeni se sklada z kruhového disku, ktery je otoény kolem své osy (napf. gramofo-
novy kotou¢) a na jehoZ okraji jsou v jednom bod€ upevnéna dv€ gumova vlikna.
Druhy konec jednoho z vlaken je upevnén v néjakém bod€ roviny disku, kdeZto koncovy
bod P druhého vlakna je v této rovin€ pohyblivy. Na tento bod se miizeme divat jako
na dvojici Fidicich parametrl, kdeZto stavovou veliinou je rovnovadZna poloha, v niZ
se ustali bod upevnéni na disku, mé&fena thlovou odchylkou x od RQ (obr. 1). Pohybuje-

*) V posledni dobé& se objevuji také kritické prace tykajici se n€kterych aplikaci teorie katastrof.
Moznost konstrukce kvantitativnich modeld, a tim také predikce chovani systému, byva pfedmétem
vaznych ndmitek. Nejpodlozené&jsi je kritickd studie [15]. Je to nova préce, kterd jiZ nemohla byt
vzata v uvahu pfi pfipravé tohoto &lanku.
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me-li fidicim bodem spojité, také rovnovazna poloha se méni spojité, ovSem n&€kdy
udéla disk pfi libovolné malé zméné fidicich parametrii v jednom sméru nahly skok
z jedné rovnovazné polohy do tplné jiné, vzdalené rovnovazné polohy. Jestlize budeme
hodnoty fidicich parametrii v bodech néhlych skoki zakreslovat v roving, dostaneme
oblast hvézdicovitého tvaru ABCD s touto vlastnosti: je-li fidici bod P vné€ ABCD,
ma disk jedinou rovnovaZnou polohu; je-li uvnitf, ma dvé€ rovnovazné polohy. Ke sko-
kiim dochazi pravé pfi pfechodu z vnitfku ABCD ven. Piedstavme si napf., Ze
jeden fidici parametr nechdme fixovan a pohybujeme druhym, a Ze vznikla vodorovna
cesta protina oblast ABCD v bodech S; a S, (obr. 1). Na této cesté dojde ke skoku
vbodé€ S,, ale nikoli v bod€ §,. Dalsi pfekvapeni pfinese zpate¢ni cesta S,S;. Tentokrat
dojde totiz ke skoku v bodé€ S,, takZe chovani disku se pfi zpateni cesté¢ neobraci.

K vysvétleni tohoto jevu-uvaZujme energetickou funkci f, pfedstavujici elastickou
energii vlaken v zavislosti na Ghlové vychylce, kdyZ je fidici bod fixovan. Tuto funkci
uréime podle Hookova zakona.

’

Nechme nyni Fidici bod pohybovat po vodorovné cesté S,.S,. Pfedevsim, rovnovaha
nastava vzidy tam, kde ma funkce f minimum. Pokud fidici bod lezi vné oblasti ABCD,
ma funkce f jediné lokdlni minimum. Pokud leZi uvnitf oblasti ABCD, mé funkce f
dvé lokalni minima a mezi nimi jedno lokdlni maximum. V polohach S; a S, Fidiciho
bodu splyne jedno lokalni minimum funkce f s lokilnim maximem a vznikne inflexni
bod. Jestlize se bod P pohybuje po S,S,, je disk zpotatku v minimu a v dusledku

B

______ - -

P kidici bod

bod upevnéni 4 V 5 6

Obr. 1. Zeemanuv stroj: a) bifurka&ni mnoZina, Obr. 2. Rzny tvar energetickych funkci v zai-
b) naért Zeemanova stroje vislosti na poloze fidiciho bodu P.
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tfeni, které tlumi pfipadné malé vychylky disku, v ném zistane aZ do bodu S,. Pak
disk pfejde nahle skokem do druhé rovnovazné polohy, tj. do druhého, nov& se utvo-
fiviiho minima energetické funkce. Posloupnost tvart energetickych funkci v zavislosti
na poloze bodu P ukazuje obr. 2.

JestliZze nyni vytvofime v E; graf, kde na vodorovnou rovinu soufadnic budeme
vynaset polohu fidiciho bodu P v rovin€ disku a na svislou osu thlové vychylky odpovida-
jici rovnovaznym poloham disku, dostaneme hladkou plochu S (obr. 3), tzv. rovnovaz-
nou plochu. Viimnéme si jejich vlastnosti.

Pfedné, nad jistou &4sti roviny tvofi plocha trojity zahyb, a to pravé nad oblasti ABCD
(hranice této oblasti se nazyva bifurka&ni mnoZina nebo prost bifurkace (bifurcate —
vétvit se)). Mimo tento trojity zahyb je plocha viude jednolistova. Divame-li se tedy na §
jako na graf, pak tento graf pfifazuje bodim uvnitf oblasti A BCD tfi rovnovazné hodno-
ty stavové promé&nné, viem ostatnim bodlim roviny jedinou hodnotu.

Kfivka na S, ktera odpovida bifurkaci, se nazyvad zahyb (fold). Ackoliv sam zahyb
je hladkou prostorovou kfivkou, je jeho primét do vodorovné roviny kfivkou se &tyfmi
hroty (na obr. 3 je znazornéna pouze ¢ast celé konfigurace). Od toho pochazi nazev celého
jevu modelovaného plochou S: katastrofa cusp (cusp — hrot, §picka).

Povsimnéme si jest& prostfedniho listu plochy S. Uhlové vychylky zndzornéné na tom-
to prostfednim listu odpovidaji lokilnim maximiim energetické funkce. Tato maxima
jsou sice body rovnovahy, ale rovnovahy nestabilni (tj. pfi libovolné malé odchylce se
systém do této polohy uz nevrati). ProtoZe v realném svété vidy dochézi k malym
otfesiim, maji tyto body jen teoreticky vyznam, v praxi se v nich disk nikdy neustali.
JestliZe jsme tedy fekli, e plochu S tvofi body, ve kterych se disk b&hem naseho experi-
mentu ustali, dopustili jsme se nepfesnosti, nebot plocha S je ve skutegnosti o prostfedni
list bohatsi.

Gtok uték

chovani chovani

c P d P

neutralita

Obr. 3. RovnovdZnid plocha pro katastrofu Obr. 5.
cusp.
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Thomova véta pro pFipad dvou Fidicich parametrii

Vsimnéte si nyni obecnych systémi se dvéma Ffidicimi parametry a jednou stavovou

proménou. Uvidime, Ze pro tyto systémy je typicka katastrofa cusp, kterou jiZ intuitivné
zndme z pfikladu Zeemanova stroje.
Véta. Necht E, je prostor Fidicich paremetri, E, je stavovy prostor, f je hladkd, generickd
funkce definovand na oteviené mnoZ%iné prostoru E3 = E, x E;. Oznalime S; mnofinu
bodit E;, pro né¥ of [0x = 0 (x je stavovd proménnd). Pak S, je hladkd plocha v E;.
Vsechny singuldrni body projekce S, do E, jsou typu fold a cusp.

Pojem generické funkce bude pfesné vysvétlen v ¢lanku O. Kowalského v pfistim
disle. Zde jen poznamenejme, Ze ,,skoro viechny* hladké funkce jsou generické. Pfikla-
dem takové funkce je energeticka funkce Zeemanova stroje. Plocha S ve v&t& odpovida
plofe S z naSeho pfikladu. Singularni body, o kterych se ve svét€ mluvi, jsou ty body
plochy S;, ve kterych je te¥na rovina vertikalni, tj. ty, kde zfejmé dochézi k prudké
zméné stavové proménné.

Dvé& plochy S, S, reprezentuji ve smyslu Thomovy teorie kvalitativné stejné katastro-
fy, jestlize, velmi zhruba feleno, maji ve vertikdlnim sméru stejné sloZené zahyby*.
Toto bude opét upfesnéno v Elanku O. Kowalského. Véta fik4, Ze pro pifipad dvou
parametri existuji jen dva odlisné typy katastrof, a to fold a cusp.

Uvedeme nyni tzv. kanonické vyjadfeni katastrofy cusp (resp. fold), pomoci jedno-
duché algebraické plochy (resp. kfivky). Za¢neme se sloZit&j§im pfipadem cuspu.

UvaZme funkci f danou na E; = E, x E, vztahem

fla, b, x) = }x* + }ax* + bx.
Z podminky f /0x = 0 dostaneme rovnici plochy S,
X +ax+b=0.
MnotZina singulérnich bodi na S je nyni popséna rovnici
0 = ?*f/ox* =3x* + a.

Porovnanim obou téchto rovnic a eliminaci x dostaneme v E, kfivku s jednim hrotem
popsanou parametrickym vztahem

(a, b) = (—=32%,22%).
To je zfejm& bifurka&ni mnoZina plochy S,. Jeji implicitni rovnice zni
4a® + 276> = 0.

Tim je analyticky popsana elementarni katastrofa cusp. Nutno poznamenat, Ze kata-
strofa cusp, tak jako vSechny Thomovy katastrofy, je lokdlnim pojmem. Tedy pfi
katastrof€ cusp se zajimdme o chovéni plochy S v libovoln& malém okoli bodu leZiciho
nad hrotem bifurkaéni mnoZiny.

Z kvalitativniho hlediska jde o situaci rovnocennou s tou, jeZ je zndzornéna na obr. 3.
(Poznamenejme, Ze v pfipadé Zeemanova stroje jsme méli konfiguraci sloZzenou ze &ty
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oddélenych cusp katastrof, viz bifurkaéni mnoZinu na obr. 1). Z Thomovy véty plyne,
Ze pro ptipad dvou parametrl je plocha S z obrazku 3 tim nejslozit&j§im, co se miZe
stat.

Vezmeme-li na plose S, singularni bod, ktery nelezi nad hrotem bifurkaéni mnoZiny,
dostaneme jednodussi katastrofu typu fold. Z nazoru je ziejmé, Ze k popisu katastrofy
typu fold jsou dva fidici parametry zbyte¢n€ mnoho. Skuteé¢n€, v Thomov€ seznamu se
ukazuje, Ze fold je jedinou moZnou katastrofou pro pfipad jednoho fidiciho parametru.
V kanonickém tvaru je ji moZno generovat funkci

fla, x) = x> + ax

Plocha S, zde bude kfivka v E, o rovnici x*> + a = 0, tedy parabola. Bifurka&ni mno-
%ina je jednobodova, sloZena z bodu 0, nebot 0 = 9%f/0x? = 2x a tedy a = 0. Ctenaf
si tuto situaci snadno znazorni graficky.

Plati tento velmi zajimavy fakt: Thomova véta zlistavd beze zmény v platnosti ne-
zévisle na dimenzi prostoru stavovych veli&in. Jestlize tato dimenze bude n = 2, pak
sice nemlizeme udélat ndzorny model rovnovazné plochy katastrofy cusp, protoZe jde
o plochu v alespoii &tyfrozmérném prostoru, ale projekce do roviny parametri (a, b)
bude stale cusp. Toho vyuZivaji Thomovy aplikace v embryologii. Stavovy prostor

Obr. 4. Katastroficky cusp (nakresleno pocitatéem Hewlett-Packard ve VUSTE Praha)
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mé mnoho dimenzi, nap¥. nas zajimaji koncentrace riiznych chemickych latek, a pokud
vie zavisi na dvou parametrech (napf. teplot€ a ¢ase), 1ze uZit informaci danych katastro-
fou cusp. Za téchto okolnosti se tedy Thomova véta nabizi k modelovani jevi, jeZ svou
sloZitosti pfesahuji moZnosti jinych metod.

Jedt& terminologickd poznamka: Ridici parametr a v kanonickém tvaru katastrofy
cusp se nazyva normal factor a parametr b splitting factor (split = rozstépit), protoZe
pro b > 0 je piivodn& jednolistova plocha S, rozitépena v trojlistovou. V aplikacich
cusp katastrofy se pfi identifikaci dvou fidicich parametra zavadi toto nazvoslovi:
pokud jeden z faktorl je vynaSen na osu cuspu, nazyva se tento faktor splitting factor
a faktor vynaseny na osu k nému kolmou normal factor; v pfipad&, Ze Zadny z faktorl
neleZi na ose cuspu, nazyvame tyto faktory konfliktnimi.

Priklad uZiti katastrofy cusp v bimoddlnich systémech

NeZ pokro¢ime dale, probereme uZiti katastrofy cusp na pfikladu jiného razu, nez
tomu bylo u Zeemanova stroje.

KONRAD LORENZ, némecky biolog (nositel Nobelovy ceny 1974), konal pokusy se
stresem a agresivitou u zvifat. Zjistil, Ze strach a vztek (stupeii vzru$eni) jsou konfliktni
faktory ovliviiujici agresi. Zeeman [2] jeho experimenty pouZil jako empiricky podklad
a pomoci katastrofy cusp sestavil model chovani psa, ktery dobfe vysvétluje pozorované
jevy.

Empiricky bylo zjisténo, Ze
— pokles vzteku ma za nasledek pokles agrese
— pokles strachu rust agrese.

Co se vsak dégje, rostou-li strach a vztek zdroveii? Nejméné pravdépodobné je, Ze pes
zlstane neutrdlni, a naopak nejpravdépodobnéjsi je nahly utok nebo ndhly ut&€k. Jak
tuto situaci modelovat, a zvlasté jaka bude v tomto pfipad€ vytvofujici funkce f?
(U Zeemanova stroje to byla energetickd funkce a systém se stabilizoval pfi jejich lokal-
nich minimech.) Zeeman zvolil za tuto funkci pravdépodobnost chovani. Mohou nastat
&tyfi odli$né ptipady (obr. 5 abed). Nejzajimavéjsi je pfipad 4, kde rozdéleni je bimodalni.
Zeeman ve [2] popisuje experiment, pfi kterém jsou vSechny tfi hodnoty, tj. oba para-
metry (strach, vztek) a stavova veliina (nejpravdépodobnéjsi chovani pfi dané volbé
parametrfl) vynaSeny do grafu. Objevi se charakteristicki plocha: cusp - plocha §
(obr. 6).

Pak je mozno po identifikaci jednotlivych listi plochy pfikrodit k interpretaci.

Horni list plochy pfedstavuje agresivni chovéni, dolni list Gt&k; trojlistova &ast —
tj. pfipad 4 — bimodalni chovani; stfedni list pfedstavuje nejméné pravdépodobné
chovani, tj. neutralitu, horni a dolni listy pfedstavuji nejpravdépodobnéjsi chovani,
tj. agresi nebo uté€k. (Vsimnéme si odliSnosti od Zeemanova stroje. Tam byly stabilni
ty stavy, kde energie byla minimélni, zde jsou stabilni ty, kde je pravdépodobnost
vyskytu maximalni.) Pfeskok z horni &asti plochy na dolni se nazyva katastrofa titéku,
opaény pfeskok katastrofa utoku. Sledujme obrazek 6 a zvolme v rovin€ parametril
dary Py, P, rovnobéZné s jednotlivymi osami soufadnic. Na P, je pes zpocatku bazlivy,
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v ustupné naladé€. JestliZe jeho vztek podnécujeme, napf. vniknutim do jeho uzemi,
resp. omezovanim tohoto Uzemi, pes jevi zndmky vzteku, ale ztistava piikréeny. Pak
nahle, kdyZz P, pfekro¢i v bod¢ S, hranici bifurka¢niho cuspu, pfeskoli chovani (tj.
nejpravdépodobnéj§i chovani) na horni list plochy a pes zauto¢i. To byla katastrofa
tutoku. Podobné pohybem po P, dostaneme katastrofu utéku.

Vsimnéme si Celniho fezu katastrofickou plochou (obr. 7). Z tvaru kfivky vyplyva,
e existuje jakési opozdéni, hluché, necitlivé misto pfi ,,cestovani® po plose S. Systém
je uz pfipraven k pfeskoku, ale posud setrvava v pfedchozim stavu. Tomuto jevu fikame
hystereze; obrazek demonstruje hysterezni cyklus. (Nazev je zvolen podle analogického
jevu z magnetismu.)

Dalsim kvalitativnim rysem charakteristickym pro plochu katastrofy cusp je tzv.
divergence. Sledujme v obrazku 6 Cary P, P,. Ob€ zacinaji a konci (v roviné para-
metrll) blizko sebe, ale jejich vysledné stavy jsou diametraln€é odli$né; éary P;, P,
leZi totiZ na opaénych stranach cuspu. V nasem pfikladu je pes na P; nejprve zastraSeny,
pak nariistd jeho vztek, ale celkové vysledné chovani je ustupné. Na P, proZiva totéz
v obraceném pofadi, vysledny stav parametrli na konci P, je blizky stavu na konci Pj,
ale rozdil v chovani je diametralni, pes ma utonou naladu! Tento jev zaleZejici v tom,
Ze mala zména cesty ma za nasledek velkou zménu stavu, nazyvame divergenci; v§eobecné
se vyskytuje v biologii a ve spoleenskych védach, na rozdil od toho, co je obvyklé
v klasické fyzice; a zde je jeden z nejhlubsich rozdiltt mezi témito védami, a tedy také zaro-
dek potiZzi vznikajicich pfi mechanické aplikaci klasické (tj. v podstaté fyzikalni)
matematiky na biologické a spoleCenské védy.

Dalii jev charakteristicky. pro katastrofu cusp je nejednoznalnost, tj. skutecnost,
Ze plocha S je trojlistova, a neni tedy grafem funkce. Jinak feéeno, nékterym hodnotdm
fidicich parametrl odpovidaji dva riizné stabilni stavy systému a my neumime fici,
ktery skuteén& nastane. OvSem v kombinaci s divergenci vidime, Ze znalost cesty,
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Obr. 6. Cusp katastrofa; strach a vztek jsou kon- Obr. 7. Hysterezni kfivka.
fliktni faktory ovliviiujici agresivitu.
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po které se doslo k tomuto bodu v roving parametrdi, nAim maZe dovolit rozhodnout,
ktery stav nastane. Jinak to lze fici tak, Ze pro urdeni stavu systému je dileZita jeho
historie, a to je opét jev typicky pro spoleenské védy.

Ptipometine zde Zeemaniv model ekonomického riistu [8]. Stavovou promé&nnou
je mira ristu ekonomiky, fidicimi parametry jsou mira devalvace a deflani, resp.
reflaéni politika vlady. Model ukazuje, Ze podobnd hospodafska politika mtZe vést
k drasticky odliSnym mirdm rtstu. Tak devalvace po obdobi deflace nemtiZe mit za na-
sledek rist, zatimco devalvace stejného rozsahu po obdobi inflace spojena s patfiénou
deflaéni politikou vede k prudkému rastu. Poloha fidicich parametrd je v obou pfipa-
dech stejna, chovani systému vSak zcela odlisné.

Poslednim kvalitativnim rysem cusp - plochy, kterého si pov§imneme, je bimodalita
ve stavech (horni a dolni list). Vyplyva konec koncti z toho, Ze genericka funkce

3x* + dax? + bx

mé v obecném tvaru dva lokalni extrémy, oddélené opaénym lokdlnim extrémem.

Thomova véta ukazuje, Ze pét kvalitativnich znaki — nahlé skoky, nejednoznacnost,
divergence, hystereze a bimodalita — vzajemné souvisi, a vyskytne-li se jeden z nich,
muZeme olekdvat vyskyt ostatnich. Pfitomnost téchto znaki naznaluje, Ze jev miZe
byt modelovan katastrofou cusp.

Sedm elementdrnich katastrof

Hlavnim Thomovym vysledkem je klasifikace katastrof pro systémy s nejvyse ¢tyfmi
fidicimi parametry (MATHER tento vysledek zobecnil pro pét parametrii). Thom ukazal,
Ze tyto katastrofy se mohou odehravat pouze koneéné mnoha kvalitativné odli$nymi
zplusoby a naSel pro tyto zplisoby vytvofujici funkce, pfislusné plochy, bifurkace atd.,
zkratka popsal je geometricky. V popisu jsou zahrnuty vidy kromé stabilnich také
labilni rovnovazné stavy.

Necht k, n jsou pfirozena &isla, f: E; x E, = E,, E; je prostor fidicich parametrd,
E, prostor stavovych veli€in, funkce f je tzv. vytvorujici funkce (jak jsme vidéli, mizZe
mit napf. vyznam potencialu, distribuce pravdépodobnosti, ndkladové funkce). Definu-
jeme nejprve S, jako mnoZinu t&ch bodi prostoru E,.,, kde of/ox; =0,i=1,...,n
(x; jsou stavové prom&nné). Je-li f genericka funkce, je S, hladkou podvarietou dimenze
k v Eg 4 tj. v kazdém jejim bodé€ existuje jedina te¢né rovina dimenze k.

Katastrofickou mnoZinou se nazyva mnoZina singularit projekce S, — E,.tj. mnoZina
bodii podvariety S, v nichZ je te€na rovina vertikalni. Projekce katastrofické mnoZiny
do E; se nazyva bifurkaéni mnoZina.

Thom dale zavedl pojem generické funkce definované na oteviené mnoZiné U c E .,
a ukazal, Ze podprostor téchto funkci v prostoru viech hladkych funkci na U je prini-
kem spocetné mnoha otevienych hustych podmnoZin vzhledem k jisté pfirozené topo-
logii. Vyslovil nazor, Ze ,,téméf vSechny* pfirodni a spolefenské déje lze proto po-
psat generickymi funkcemi. Tento nidzor ma oviem charakter spiSe filozoficky a jeho
opravnénost miiZe provéfit jediné praxe.

255



Thom (a Mather) ukazali, Ze pro systémy s k < 5 fidicimi parametry uréené generic-
kymi funkcemi existuje pouze koneény pocet typologicky odlisnych elementarnich
katastrof.

Thom dale ukézal, Ze polet elementarnich katastrof zavisi jen na k a je nezavisly
na n. Pro k > 5 je podet katastrof jiz nekoneény. Tyto pfipady budou ziejmé pied-
métem intenzivniho vyzkumu.

Pro k < 5 zavisi pocet elementarnich katastrof na k nasledujicim zptsobem.

\

k 1 2 3 4 5

podet elem. katastrof 1 2 3 7 11

Pro aplikace je obzvla§f dulezity pfipad k = 4, protoZe to umoZiiuje interpretovat
fidici prostor jako fyzikalni prostorofas. Sedm katastrof pro k = 4 bylo zvlast pojme-
novano. Thom nafel kanonicka vyjadfeni téchto katastrof pomoci jednoduchych vy-
tvofujicich funkci (tab. I).

I ve vysSich dimenzich k > 2 nastava jiZ dfive pozorovany jev: katastrofy niZ§iho
fadu vystupuji jako slozka katastrof vys§iho fadu. Napf. pro k = 3 se objevuje nova
katastrofa (swallowtail — vla$tovéi ocas), a spolu s katastrofami fold a cusp tvofi tfi
elementarni katastrofy pro tfi fidici parametry.

Uvedme nyni Thomiiv seznam katastrof spolu s vytvofujicimi funkcemi.

. Tabulka I. Thomlv seznam elementarnich katastrof

Nézev katastrofy k Vytvotujici funkce

fold 1 X¥3—ax

cusp 2 x*/4 — ax — bx?[2

swallowtail 3 x5)5 — ax — bx?)2 — cx3/3
butterfly 4 x8/6 — ax — bx?[2 — cx3[3 — dx*/4
hyperbolic umbilic 3 B4+ ax+ by + exy

elliptic umbilic 3 x = xy2 + ax + by + r:(x2 + y2)
parabolic umbilic 4 2y 4y + ax + by + cx? + d?

Abychom dostali hladké podvariety S, pro vytvofujici funkce z Thomovy tabulky,
stadéi poloZit parcialni derivace f podle x (resp. podle y) rovny 0. Polinajeod k + n = 4
nemiZeme sestavit nizorné modely ploch S, protoZe jde o plochy ve vice neZ troj-
rozmérném prostoru. Nicméné lze jesté€ znazornit bifurkaéni mnoZiny, které jsou niZsi
dimenze (napf. u swallowtail je bifurka¢ni mnoZinou plocha v E;). Tam, kde jsou
i bifurkace plochy ve vice neZ tfirozmérném prostoru, Ize volit nékteré fidici parametry
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a studovat fezy. Nap¥. u butterfly zvolme konkrétné fidici parametry ¢, d a promitnéme
S, do roviny (a, b). Zde oviem nedostaneme jedinou bifurkaci jako u katastrofy cusp,
ale celou tfidu, podle volby hodnot ¢, d. Atlas takovych primé&tt nakreslili na poéitaci
PosTON s WOODCOCKEM [7].

Katastrofa butterfly

Vyse jsme ukazali, e bimodalni systémy lze modelovat pomoci cusp katastrofy. Cim
je bimodalita pro cusp, tim je trimodalita pro butterfly. Vytvofujici funkce (viz ta-
bulku I) ma 3 vrcholy (maxima, resp. minima) oddélené dvéma opa&nymi extrémy (viz
obr. 10); krajni vrcholy pifedstavuji protikladné stavy, ye kterych systém polarizuje;
prostfedni vrchol pfedstavuje kompromis mezi nimi.

Popisme stru¢n& kanonicky model katastrofy butterfly. Varieta S je v p&tirozmérném
prostoru popséna rovnici

x> =a+ bx + cx* + dx3.

V dal$im budeme za graf katastrofy povaZovat pouze podvarietu S variety S, danou
podminkou nezapornosti parcialni derivace podle x, tj.

5x* = b + 2cx + 3dx*.

(Jde o podobnou restrikci, jako kdyZ jsme u cusp katastrofy vynechali prostfedni list).

Ridici parametry butterfly katastrofy jsou &tyfi: a — normal factor, b — splitting
factor, ¢ — bias factor, d — butterfly factor. Na obr. 8 jsou pro pevné zvoleni c, d
n&které fezy bifurka¢ni mnoZiny v roviné (a, b), které ndim pomohou pfi popisu bifur-
ka¢ni mnoZiny.

Pro d < 0 dostavime uZ znamy cusp, pfi¢emZ bias factor ¢ jej vychyluje v kladném
nebo zaporném sméru osy a (viz horni fadek obr. 8). Odtud také jméno, bias = vy-
chylit.

Je-li d > 0, objevuje se tfeti, kompromisni vrchol vytvofujici funkce. Sledujme obr. 8
dole uprostfed (&isla oznaduji pocet vrcholll vytvorfujici funkce v pfisluinych oblastech).
Pavodné jeden cusp se rozit€pil ve tfi. Cusp v pocatku tvofi jakési V a v ném je jesté
jedno, vnitfni V se Spici nad pocatkem. Uvnitf tohoto vnitfniho V ma odpovidajici
funkce jen jeden extrém predstavujici kompromis. Tento extrém existuje také viude
uvnitf vnéjsiho V. Ve &tyfuhelniku mezi vrcholy obou V existuji vSechny 3 extrémy
a v cuspech mimo poc¢atek vZdy extrém kompromisu a jeden odpovidajici krajnimu
stavu systému.

Zmifime se jesté o vlivu parametru c. Stavova veli¢ina x roste zarovei s ¢; pfesnéji,
mame-li dva grafy Sy, S,, kde b, d jsou u obou identické, ¢; < c,, pak ke kaZdému
(a, x,) € S, existuje (a, x,) € S, takové, Ze x, < x, (pfipadné x,; = x, = 0). To lze
dokézat z definice podvariety S, kterou jsme definovali podminkou nezdpornosti
parcidlni derivace podle x. .

Tato vlastnost bias faktoru c je duleZita pro vybér faktoru c pfi aplikacich. Probereme
nyni Zeemaniv pfiklad nazvany ,,Valka‘.
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Necht stavova veli¢ina x reprezentuje spojitou Skalu moZné politiky vlady (pfed-
pokladame, Ze takovou $kalu Ize sestavit) od rozhodné vojenské akce pfes smiflivost
a? ke kapitulaci. Jako vytvotujici funkci vezméme funkci P(x), danou poltem lidi
ve staté, ktefi podporuji politiku x. Po znormovani miiZeme P chépat jako pravdépo-
dobnostni rozdéleni vefejného minéni.

Zagneme s pfipadem, kdy je vefejnost rozitépena na ,;holubice® a »jestfaby®, tj. P
ma dvé maxima. Pro tento pfipad miiZeme jev modelovat cusp katastrofou.

Jako faktory ovliviiujici tiroveii akci byly vybrany pocit ohroZeni a valeéné néklady,
potitané relativng k narodnimu diichodu.

Za zaklad modelu byly vzaty tyto &tyfi hypotézy:

c<0

Cc c>0
d<0 d

0
<0 d<o0

/|
AN
o)

c >0
d>0

c<0
d>0




1. Jsou-li vale€né naklady nizké, je vefejné minéni jednotné a plati: ¢im vys$i je pocit
ohroZeni, tim rozhodné&jsi jsou vojenské akce.

2. Jsou-li valeéné néklady vysoké a pocit ohroZeni mirny, je vefejnost rozSté€pena
na ,,jestfaby* a ,,holubice*.

3. Jsou-li vale¢né naklady vysoké, ale pocit ohroZeni velmi silny, vefejnost podporuje
jednotn& tvrdou vojenskou politiku.

4. Jsou-li ndklady vysoké a pocit ohroZeni velmi maly, je vefejnost jednotné pro smifli-
vou politiku.

Na zéakladé téchto hypotéz miiZzeme, podobné jako u pfikladu se psem, jev modelovat
cusp katastrofou. Pfitom za normal factor a byl zvolen pocit ohroZeni (podle 1.—4.
totiZ zvySuje agresivitu) a splitting factor b jsou vale¢né néklady (v bodu 2. rozsté€puji
vale€né naklady vefejnost). Situace, které nastavaji, miZeme studovat pomoci bifurka¢ni
mnoZiny v roviné (a, b), viz obr. 9.

Projdéme si nyni mozZné cesty.

Na cesté 1 bohaty narod s dostatkem zdroji ma stale se zvySujici pocit ohroZeni,
ptidemZ véleéné naklady jsou pro néj pomérné nizké. Vysledek jsou véletné akce,
jednotn& podporované vefejnosti. Naklady se pak postupné zvySuji a nasledkem toho
(uvnitf cuspu) se vefejné minéni roz§t€puje a vale€na nalada opada. Vlada vsak pokra-
&uje ve valce, Casto proti minéni vétsiny vefejnosti, aZ v bod€ 4 dojde ke katastrofickému
skoku a vale¢né akce jsou zastaveny.

Na cesté 2 narod s omezengj§imi zdroji i p¥i vzristajicim pocitu ohroZeni déle &eké
(aZ do bodu B) se zahjenim vale¢nych akci.

Kone&né narod na cest& 3 nejprve shledava vale¢né naklady netinosnymi, ale nakonec
pro né&j klesaji (doufd napf. v moment pfekvapeni nebo tajné zbran€) a k prekvapeni
svych protivnikdi zahajuje valku v bod& B uprostfed obdobi, kdy bojechtiva nalada je
konstantni.

Cary 4, 5 pak znazoriiuji ndm znidmy jev divergence; oba narody se citi pfibliZn&
stejné ohroZeny, vale¢né naklady jsou pro n& stejnym bfemenem, ale u 4 pievlidaji

" jestfabi, kdeZto v 5 holubice a vysledné akce vldd tomu odpovidaji.
Viimnéme si jesté u cesty 1 opoZdéni mezi dobou, kdy pfevlada smiflivad nilada, a

a
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"
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skutednym zastavenim akci. Vidime, Ze toto opoZdéni je tim vétsi, ¢im vyssi je Groveni
véle¢nych nakladu, tj. b pisobi na situaci konzervativné, a¢ to vypada v tomto pfipadé
paradoxné. Pocit, Ze by vynaloZené obéti byly zmarné€ny, brani ukondéeni valky.

JestliZe se valka protahuje a dochazi k dlouhodobé konfrontaci umirnénych a radikala,
pfifemZ 7Zadna ze stran nema rozhodujici vliv, objevuje se potfeba kompromisu, tj.
funkce P(x) se 3 vrcholy. V tom pfipadé je pfirozené (v dusledku Thomovy klasifika¢ni
véty), pokusit se o popis za pomoci butterfly katastrofy.

Zeeman v tomto pfipadé€ vybral k jiZ uvedenym faktorim a, b dalsi dva — bias factor
¢ nezranitelnost zemé a jako butterfly factor d ¢as. Pfitom vySe popsany model je zvlast-
nim pfipadem nového modelu pro ¢ blizko 0 a d < 0, tj. pro zemi s priimérnou nezrani-
telnosti a na pocatku valky.

Nezranitelnost byla vybrana za bias factor, protoZe ziejmé zvysuje agresivitu (a to
je praveé ucinek faktoru c u katastrofy butterfly). Napf. prumyslova zemé je i pfi velkém a
a pomérné velkém bohatstvi zdrojii zdrZovana od valeénych akci zranitelnosti svych
velkomést. Takovou zabranu nema zemédélska zemé s fidkym osidlenim.

Cas piisobi jako butterfly factor, &im déle trva situace nerozhodné valky (a, b, c vesmés
blizko nuly), tim vice se prosazuje potieba kompromisniho feSeni. V bifurkani mnoZiné
se objevuje oblast kompromisu (obrazek 8 dole uprostied). Ve funkci P se postupné
zveda prostfedni vrchol (obr. 10) a tomu odpovida zvétSovani vnitiniho V (obr. 8)
v bifurkaéni mnoZiné. Pfi tomto vyvoji nakonec dojde ke katastrofickému skoku,
ve funkci P(x) zbude jediné maximum; vale¢né akce jsou zastaveny a dospiva se k vyjed-
navani o podminky miru.

V pfedchozich tivahach jsme pfedpoklidali, Ze ,,silové* pole je gradientni. Thomova
teorie postavend na tomto pfedpokladu se nazyva teorie elementirnich katastrof.
PoZadavek gradientnosti nesniZuje zasadni vyznam Thomova pfistupu, nebof pole
tohoto typu maji pfi popisu reality zcela vysadni postaveni.

Jaké budou vysledky teorie katastrof postavené na obecném pojmu pole, to je otizka
budoucich vyzkumi. Situace je zde podstatné sloZitéjsi neZ u gradientnich systému.
UZ u jednoparametrickych systémi vznika nekoneéné mnoho typi bifurkaci.*)

3. Vyznam a perspektivy teorie katastrof

V pfedchozich kapitolach jsme se struné seznamili s Thomovou teorii katastrof.
Doufime, Ze jiZ tento prvni kontakt s novym pfistupem ¢tend¥i umozZni, aby si uvé-
domil jeji zdsadni vyznam. Matematickd metoda vychizejici z teorie katastrof ma
velmi zvlastni charakter. Kvantitativni predikce jevu je v ni spiSe vedlejSim produktem.
Teorii katastrof je tfeba povaZovat spiSe za jazyk, za metodu, ktera umoZiiuje klasifi-
kovat a systematizovat empirické veliiny.

Thomuv geometricky pfistup nabizi vysvétleni jevii, ¢ini je srozumitelnéj§imi. Objevuji
se dokonce uvahy, které pfedvidaji vytvofeni mnohorozmérného védeckého jazyka

*) Tento problém je objasnén pro né€které specialni pfipady jednoparametrickych a &isteéné
dvouparametrickych negradientnich systému v [16].
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na bézi teorie katastrof, se syntaktickymi moZnostmi komplexn&j$imi, neZ ma obvykly
jazyk; zna¥n4 &ast uvaZovani by se v ném mohla formalizovat. Tuto tivahu Ize domyslet
déle; Thom dokonce naznaduje moZnost vzniku nové matematiky, kde by matematické
kroky byly popsany spojitou cestou, v niZ by jednotlivé etapy uvaZovani odpovidaly
pouze kvalitativnim variacim katastrof v mnohorozmé&rném prostoru [12].

Ale zistafime u uvah, které nepfekraCuji raimec reality nejbliZz§ich let. Geometricky
pfistup se ziejmé stane velmi G&innym védeckym nastrojem. Geometricky model ma
totiZ proti b&Znému matematickému modelu mnoho odli§nosti.

Vyjmenujeme nékteré, aby se ukazala jeho pouZitelnost jiZ v dne$ni vyzkumné praxi:

Geometricky model ma mnohem vé&t§i vypovidaci schopnost neZ béZné modely se
stejnym mnoZstvim parametrii. MiiZeme totiZ vytvafet libovolné fezy plochou S v za-
vislosti na zvolené trajektorii systému. Vysledkem bude velké mnoZstvi zavislosti, které
l1ze vyhodnocovat klasickymi postupy.

V téchto modelech je stav systému podminén nejenom hodnotami proménnych, ale
také historii jejich vyvoje. Je to pfipad sice naprosto b&Zny ve skuteéném svété, o to
vSak vzacné&j§i v matematickych popisech reality.

Geometricky model je ndzorny. Fakt, Ze abstraktni problém méni v obrazec s moZnosti
jeho nejrizngjsich projekci, je pro lidskou pfedstavivost zdrojem novych podné&tt
a moznosti. Tim je také postaven do zcela jiného svétla dileZity problém dne$ni apliko-
vané matematiky, problém dorozuméni matematika a védce jiného oboru.

Nelze se také nezminit o dal§im zavazném aspektu Thomova pfistupu — o jeho bez-
prostfedné dialektickém zékladu. Nespojité jevy, pfi kterych systém pfechazi nahle
z jednoho relativn€ stabilniho stavu do druhého, tedy pii kterych postupné kvantita-
tivni zmény vyusfuji v nahlou zménu kvality systému, jsou zakladem veskerého vyvoje
jak v pfirodé, tak ve spole¢nosti.

V Thomovych katastrofich je kaZdd zména kvalitativni tirovné zkoumané soustavy
bezprostfedng diisledkem phisobeni protikladnych sil. Plocha S je ndzornou demonstraci
této skuteCnosti. Lze pfimo vidét, jak interakce téchto sil zptisobuje pfertistani kvantita-
tivnich zmén v ndhlou zménu kvality.

Védce zabyvajici se teorii katastrof ponékud zneklidiiuje fakt zcela neobvyklé univer-
zalnosti nového pfistupu. Neéktefi z nich se dokonce pfiklang&ji k ndzoru, Ze teorie
katastrof pfinasi sice vyznamny, ale Cisté fenomenologicky aparat. My se domnivime,
Ze tomu tak neni; Ze univerzalnost Thomovy metody plyne z jeji imanentni dialekti¢-
nosti, kterd ji umoZiiuje proniknuti k jadru zkoumanych problémi. A zde je asi tfeba
perspektivné vidét jeji hlavni pfinos pro dal$i rozvoj védy.
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NemiiZeme si myslit, Ze dosahnout v matematice néceho nového je obtiZnéjsi
neZ v jinych véddch. Praxe ukazuje spise opak: je pravidlem, Ze nadani
matematici zacinaji samostatné védecké bdddni velmi brzy.

Zdkladem vétsiny matematickych objevii je néjakd prostd myslenka: nd-
zornd geometrickd konstrukce, novd jednoduchd nerovnost apod. Je pouze
tieba vhodné této prosté myslenky pouZit k FeSeni ulohy, kterd se na prvni
pohled zda neresitelnd.

A. N. KOLMOGOROV

Bohatd historickd zkuSenost ukazuje, Ze se matemadtika vZdy rozvijela
Jjako jediny celek pFi soucasném pokroku vSech jejich sméri. Tato zkuse-
nost jasné ukazuje na nutnost soucasného rozvoje vsech hlavnich smériu
moderni matematiky. Jen p¥i takovém vSestranném rozvoji dokdZe mate-
matika vyhovét nejriiznéjsim potfebdm pFirodovédy a techniky.

I. M. VINOGRADOV,
N. I. MUSCHELISVILI
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