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Geometrie a fyzika
Jan Novotny, Brno

V roce 1976 jsme vzpominali dvou vyznamnych mezniki ve vyvoji védy. Tehdy uply-
nulo 150 let od chvile, kdy N. I. LoBACEVSKIy pfednes] na kazatiské univerzité teze své
pozdé&jsi prace O principech geometrie, a 60 let od doby, kdy A. EINSTEIN dovedl do de-
finitivni podoby a publikoval obecnou teorii relativity. Tato vyroci byla podnétem k za-
mysleni nejen nad vzijemnou souvislosti obou udalosti, nad cestou od neeukleidovské
geometrie k fyzice, ktera ji uZiva jako svého mocného néstroje, ale i nad vyvojem a per-
spektivami spolupriace mezi geometrii a fyzikou. Nékteré aspekty a vysledky tohoto
vyvoje se &tenafim pokousi pfibliZit nas Elanek.

Objev neeukleidovské geometrie,*) k némuZ dospéli zhruba soudasn& s Lobadevskym
a nez4visle na ném také K. GAuss a J. BoLYAI, uéinil konec marnym pokustim o dikaz
5. postulatu. Vedle eukleidovské geometrie, v niZ soudet uhld v trojihelniku je =, se
zadala rozvijet geometrie novd — Lobadevského geometrie prostorft s konstantni zi-
zapornou kfivosti, v niZ zminény soudet je mensi.

Tento revoluéni krok v matematice taji jiZ v sob&€ vyzvu k neméné revolu€nim kro-
kim ve fyzice. Objevem nové geometrie se totiZ geometricki vé€da $té€pi do dvou linii:
geometrie jakoZto axiomaticky systém s logicky odvozovanymi diisledky pfechizi do
ramce Cisté matematiky, zatimco geometrie jakoZto ,,méfeni zemé&* &ili nauka o vlast-
nostech fyzikalniho prostoru se stava soudasti empirické védy — fyziky. V ni je tfeba
fesit otazku, jaky axiomaticky systém odpovida nejlépe vlastnostem rediného prostoru.
Vyroky Gausse a Lobadevského dokazuji, Ze si tohoto revoluéniho dosahu svého objevu
byli oba védci védomi.

MozZné souvislosti mezi geometrii a fyzikou hluboce promyslel B. RIEMANN. V préci
O hypotézdch, které leZi v zdkladech geometrie, publikované v r. 1866, jasné oddé&luje
matematickou a fyzikalni strdnku problému a nalézi pro budouci potfeby fyziky jesté
mnohem §ir§i zaklad, neZ je geometrie Lobadevského. Timto zikladem je, jak bychom
dnes fekli, n-rozmérné varieta (pfesnou definici uvedeme pozdéji) s Riemannovou
metrikou, to jest s pozitivné definitivni kvadratickou formou

) ds? = Zg,-,,(x) dx? dx*,

kde x' (i = 1,..., n) jsou soufadnice v okoli n&kterého bodu variety a veli&iny g,(x)
jsou (v dnesni terminologii) slozky metrického tenzoru v dané soufadnicové soustavé.
Lze najit takovou soufadnicovou soustavu, Ze forma (l) nabyva v daném bodé pytha-

¥) Z4kladni préce tviircti neeukleidovské geometrie a jejich pokraovateld jsou nejsndze pfistupné
ve sborniku [1].
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gorejského tvaru
2 ds? = (dx')* + (dx?)? + ... + (dx")?,

obecné viak toho nelze dosahnout v celém okoli daného bodu.

Riemann tak zbavil geometrii vSech vlastnosti symetrie, které jsou charakteristické
pro geometrii eukleidovskou i pro geometrii Lobadevského. Zaroveii se zbavil i topo-
logickych omezeni eukleidovské geometrie. Pochopil, Ze napfiklad muZe existovat
prostor, ktery je neohranieny, ale co do objemu kone¢ny.

Odchylky od eukleidovské geometrie, jak pfedpoklada jasnozfiv€ Riemann, se daji
olekavat ve dvou smérech — pfi pfechodu do astronomickych rozmérti a pfi pfechodu
k mikrosvétu. Druhy smér se zdl v dané chvili Riemannovi perspektivnéjsi. ,,Empirické
pojmy*, pravi, ,,na nichZ je zji§fovani metrickych vztahi zaloZeno — pojem tuhého
télesa a svételného paprsku — zfejmé ztraceji svij vyznam v nekoneéné malém. Je
proto docela dobfe myslitelné, 7e metrické vztahy prostoru v nekone¢n€¢ malém ne-
odpovidaji pfedpokladiim geometrii. Tento zavér bychom opravdu museli pfijmout,
kdybychom s jeho pomoci mohli prosté&ji vysvétlit pozorované jevy.*

Zhruba ve stejné dobé se rodi druhy vyznaény smér v geometrii. Je vyjadfen Erlan-
genskym programem F. KLEINA. Podrobn&jsi poudeni o ném najde &tenaf na pf. v [2],
zde z n&€ho ocitujme alespotii n€kolik vét, v nichZ je shrnuta jeho podstata:

,»,Je dina varieta a na ni grupa transformaci. Je tfeba zkoumat ty vlastnosti utvar
naleZejicich variet&, které se transformacemi grupy neméni ... Je tfeba rozvinout teorii
invariantd této grupy.*

V Erlangenském programu se o fyzikalnich aplikacich pfimo nehovofi, étenaf se vsak
snadno. domysli, Ze zminéné invarianty mohou byt fyzikaln€ vyznamnymi veli¢inami.
Ostatné Klein byl ke svému programu veden i vlastnimi fyzikalnimi zjmy. T¥ebaZe se
téZiste€ jeho zajmi natrvalo pfesunulo do matematiky, pfispél nékterymi vysledky pfimo
teoretické fyzice.

Pod vlivem Kleinovych a Riemannovych myslenek vyrista ovoce, z néhoZ se dosud
té&§ime. Roku 1905 vytvofil A. Einstein specialni teorii relativity, kterou H. POINCARE
a H. MINKOWsKI (viz napf. sbornik [3]) interpretovali jako zobrazeni soustavy prostor-
¢as Ctyfrozmérnou geometrii

3 ds? = (dx')? + (dx?)? + (dx®)® — (dx*)2.

Prvni tfi soufadnice popisuji prostor, ¢tvrta Cas. Jejich odlisnost je pln& vyjadiena zna-
ménkem pfed poslednim &lenem, které znamena, Ze geometrie je pseudoeukleidovska.
Grupa transformaci zachovavajicich metriku tvaru (3) se nazyv4 Lorentzova. Jeji sou-
vislost s relativnosti souCasnosti, kontrakci délek a dilataci &asu je dnes vSeobecn&
Znéma.

Po mnohaleté usilovné praci dokondil Einstein v roce 1916 obecnou teorii relativity.
Prostorocas s gravitatnim polem je v ni popsan formou

“) ds* = Y gu(x) dx' dx*, -
ik
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kterou Ize uvést na tvar (3) v daném bodg, ale obecné nikoliv v celém jeho okoli. Mezi
(4) a (3) je tedy obdobny vztah jako mezi (1) a (2). Geometrie prostoroasu je pseudo-
riemannovska. Je vhodné jesté€ upozornit na to, Ze zatimco specialni relativita pfedpo-
klada eukleidovskou topologii prostorofasu (systém soufadnic v (3) pokryva celou
varietu), pro obecnou relativitu takové omezeni odpadé a soufadnice x* v (4) mohou
byt pfipadné zavedeny pouze lokalné.

Neni pochyby, Ze bez pfedchoziho rozpracovini geometrie by obecni teorie relativity
nemohla byt viibec vytvofena.

Z ideji Erlangenského programu a té€sn€ s nim souvisejici teorie Lieovych grup vy-
rostla dileZitd price E. NoETHEROVE [4]. Ukazuje obecnou souvislost mezi zékony
zachovani a grupami symetrie, které existuji v dané teorii. Spojovacim mostem mezi
ob&ma okruhy pojmu je varia¢ni princip tvrdici, Ze pro skute&né se realizujici fyzikalni
dg&j ma jisty integral (akce) extremalni hodnotu. Pfesngji fefeno: Z invariance akce viigi
jednoparametrické grupé transformaci plyne zachovani jisté fyzikalni veli€iny. Vyznam
tohoto vysledku pfesahuje rimec kaZzdé konkrétni fyzikalni teorie. PodrZ si svou hod-
notu, pokud budou ve fyzice existovat variaéni principy a principy symetrie. Teorie
E. Noetherové nam napiiklad pomah4 zavadét fundamentéalni pojmy energie, hybnosti
a momentu hybnosti ve vSech teoriich, zaloZenych na variaénim principu a spojenych
s pojmem prostoro¢asového kontinua. Zachovani téchto velifin je disledkem fyzikal-
nich z4kond vidi translacim a otoenim prostoroasu.

Dvacéta Iéta tak zastihuji fyziku i geometrii ve stavu plodného napéti. Toto napéti
z&4sti vyvéra, jak na to upozornil veliky geometr E. CARTAN (viz [1]), z rozporu mezi
Erlangenskym programem, ktery se rozklad4 na grup& symetrie, jakou mé4 metrika (3),
a Riemannovou geometrii, jeZ naopak v obecném piipadé vSechny symetrie vyluduje,
jako je tomu v metrice (4). Tento rozpor se odraZi v dlouhych diskusich o vz4jemném
pomeéru specidlniho a obecného principu relativity. Je to problém, ktery trépil celou
generaci relativistil. A z podobnych kofentl vyriista i dalsi stard otdzka: Jak je tomu se
zakony zachovani v obecné relativit€? Vime, Ze tyto zdkony souviseji se symetriemi —
co s nimi v prostorodase bez symetrii? Jak definovat energii a hybnost gravitaéniho
pole? (Viz napf. pfehledny &lanek [5].)

Skvély uspéch obecné relativity v geometrizovani gravitace vedl Einsteina k otazce,
zda by se nedalo geometrizovat i pole elektromagnetické. Zacina se série pokusit o vy-
tvofeni unitarni teorie pole.

Koneéné jiZ prvni pokusy o feSeni Einsteinovych rovnic nastoluji problémy topologie
prostoro¢asu a problémy singularit v téchto feSenich. Ukazuje se nezbytnym prohloubit
naSe fyzikalni i geometrické predstavy, abychom lépe rozumé&li moZnostem, k nimZ Ein-
steinova teorie vede. Na tomto misté je v§ak vhodné rozloudit se s historickym vykla-
dem, ponévadZ vechny nadhozené problémy p¥esahuji do dneska a skrze dneSek do
budoucnosti.

Projdéme proto nejprve nékteré zakladni pojmy. Mluvi-li dnes fyzik o geometrii,
m4 zpravidla na mysli geometrii diferencidlni, jak je vyloZena napf. v knihach [6], [7],
[8] aj. Zakladnim pojmem je pro n€ho pojem variety, ktery se poprvé objevil v pracich
Riemannovych. n-rozmérnd varieta je topologicky prostor, kde ke kaZdému bodu
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existuje jeho otevfené okoli homeomorfni (topologicky ekvivalentni —viz prvni strinky
kterékoliv uebnice topologie) otevienému okoli v #-rozm&rném eukleidovském pro-
storu R". Pouze tato lokalni topologickd ekvivalence ziistala variet¢ z ptivodniho
apriorniho eukleidovského prostoru. Topologickd (a tedy vzijemn& jednoznagn4)
zobrazeni mezi otevienymi okolimi na varieté a v R" nazyvime mapami. Mapa ,,vnasi‘‘
na ,,mapované tizemi* variety lokdlni soufadnice x', ..., x". Soubor mapovanych tizemi,
pokryvajicich varietu, spolu s pfisluSnymi mapami nazyvime atlasem. PonévadZ zpra-
vidla potfebujeme na varieté derivovat, omezujeme soufadnicové systémy poZadavkem,
aby pfechod od jednoho k druhému byl diferencovatelnym zobrazenim jistého fadu.
Zpravidla nic neztratime, bude-li tento ¥4d nekone&ny. Mluvime pak o diferencovatelné
varieté tfidy C*. V dal§im se omezime na tyto variety.

Takto definovana varieta je pro fyzika jesté piili§ obecnd. Zpravidla 7ad4, aby ke
kaZzdym dvéma bodiim variety bylo moZno nalézt jejich nepfekryvajici se okoli — ¥ika-
me, Ze varieta je Hausdorffova — a aby varietu nebylo moZno reprezentovat jako sjedno-
ceni dvou otevienych mnoZin, nemajicich spole¢né body — varieta je souvisld. Je patrno,
7e tyto poZadavky odpovidaji nasim pfedstavim o prostoroasovém kontinuu, jeZ
varieta m4 zpravidla pfedstavovat.

Méné ziejmy je poZadavek parakompaktnosti: M&me oteviené pokryti variety (tj.
systém jejich otevienych podmnoZin, jehoZ sjednocenim je celd varieta). Zjemn&nim
daného pokryti nazveme takové pokryti, jehoZ prvky jsou podmnoZinami prvki pivod-
niho pokryti. Pokryti se nazyvi lokiln¢ koneéné, jestlize ke kaZdému bodu variety
existuje okoli, které protina jen konedny pocet prvki pokryti. Varieta je parakompaktni,
jestlize ke kaZdému pokryti existuje jeho lokalné kone¢né zjemnéni.

Cistého matematika miZe pfekvapit, Ze tak jemnéa topologicka definice ma vyznam
pro fyziku. Vskutku poZadavek parakompaktnosti zaru€uje existenci n€kterych fyzi-
k4ln& vyznamnych struktur. '

Souvisléd parakompaktni Hausdorffova varieta je podle dne$nich pfedstav dilezitym
pracovnim pojmem pro velkou &ast teoretické fyziky, zejména pro fyziku prostorogasu.
{Viz na pf. [9].)

Fyzikovi oviem nestadi ,,hola* varieta s pouhou topologii a diferencovatelnou struk-
‘turou. Zajima se o geometrické objekty, utvary, které lze na varieté zadat nezavisle
na soufadnicich (i kdyZ lze jejich komponenty poéitat v réiznych soufadnicovych sou-
stavach). Klasickym pfikladem geometrického objektu je vektorové pole neboli obecnéji
‘pole tenzorové. Moderni diferencidlni geometrie precizuje a zobeciiuje pojem geo-
:metrického objektu, zabyva se klasifikaci objekt atd. Fyzikové se snaZi pfifadit t&émto
.objektim fyzikalni vyznam.

Zv1ast duleZité jsou ty geometrické objekty, které vznikly zobecnénim struktur zna-
‘mych z eukleidovské geometrie (a jsou tedy geometrické v uzsim slova smyslu). Mezi n&
:patfi pfedeviim pseudoriemannovska metrika.

Dalsim dileZitym eukleidovskym pojmem je pojem paralelniho pfenosu. V zakfivené
‘riemannovské (resp. pseudoriemannovské) geometrii pfestiva tento pfenos byt abso-
lutni a z4visi na kfivce, podle niZ se d&je. (P¥islusnou teorii vytvotil LEvi CIvITA 1. 1917.)
Paralelni pfenos podél kfivek je zaddn pomoci geometrické struktury zvané konexe.
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Metrice odpovida jista specialni konexe, obecné je viak pojem metriky na pojmu konexe
nezavisly. Zadani konexe umozZiiuje tvofit z danych tenzorovych poli pole nova — tzv.
kovariantni derivace téchto poli.

Dale se zadanim konexe vnaseji na varietu dva diileZité geometrické objekty — tenzor
kFivosti a tenzor torze. Nulovost pole tenzoru kfivosti znamena, Ze prostor je plochy —
paralelni pfenos nezavisi na kfivce, podél niZ byl proveden. Nulovost pole tenzoru torze
umoZiuje konstruovat na varieté ,,infinitezimalni rovnob&Zniky*‘.

Pfesné definice uvedenych pojmil najde étenaf v fad€ udebnic diferencialni geometrie.
Tam se také docte o Lieovych grupach, které jsou sou€asné grupami i diferencovatelnymi
varietami a slouZi obvykle fyzikim jakoZto grupy transformaci symetrie. Vyznamnou
kapitolou diferencialni geometrie je také teorie integrovani na varietach. Integrovanymi
objekty jsou zde diferencidlni formy (neboli pole antisymetrickych kovariantnich ten-
zorll) a zdvaZnym vysledkem teorie je zobecn&n4 Stokesova véta (zahrnujici jako své
zvlastni pfipady znamé véty Gaussovu a Stokesovu), kterd Sasto umoziuje fyzikovi
pfechézet od diferencialniho k integralnimu tvaru fyzikalnich zdkond (& opatng).

Pov§imnéme si pon€kud podrobnéji pojmu, ktery nabyl v moderni diferencialni geo-
metrii velkého vyznamu. Je to pojem fibrované variety. Je tvofena dvéma varietami E
a X (zvanymi totdlni prostor a bdze) a zobrazenim nE na X (spliiujicim jisté p¥irozené
podminky). MnoZina n~*(x) viech bodd E promitanych do daného bodu x baze se
nazyva fibr (= vrstva). Teorie fibrovanych variet umoZfiuje napfiklad hlubiim a obec-
né&j§im zpisobem studovat geometrické objekty na bazi. Nas zde zajimaji moZnosti fy-
zikalni interpretace: V klasické mechanice jednorozmeérna varieta X odpovidé ¢asu, fibr
odpovida mnozZiné vSech moZnych poloh soustavy hmotnych bodii. V relativistickych
teoriich ¢tyfrozmérna varieta X odpovidd prostorofasovému kontinuu a fibr mnoZing
vSech fyzikalnich stavii, které mohou v daném bod€ prostorocasu nastat.

Zobrazeni yX do FE takové, Ze m oy = identita, se nazyva Fezem fibrované variety
a predstavuje v naSem p¥ipadé jistou konkrétni historii fyzikalniho systému. Rezu tedy
odpovid4 zadani soufadnic systému hmotnych bodii jako funkci ¢asu nebo intenzit poli
Jjako funkci soufadnic v prostorodasovém kontinuu. V teoretické fyzice &asto potiebu-
jeme nejen samotna pole, ale i jejich prvni derivace (pfi formulaci variagnich dloh) nebo
derivace druhé (pfi formulaci pohybovych rovnic). Pisluiné fibrované variety, v nichZ
bod fibru odpovida podateénim podminkdm pro hodnoty funkci a vSech jejich derivaci
aZ do urc¢itého fadu k, se nazyvaji holonomni prolongace ¥adu k pivodni fibrované variety.

Pomoci fibrovanych variet je tedy moZno formulovat zakladni fyzikalni pojmy a teo-
rie. Vznikd ot4dzka, zda muZe tato nova formulace d4t néco podstatn€ nového pro
rozvoj fyziky. Rada vyzna¢nych védch, jako jsou A. LICHNEROWICZ, R. HERMANN,
A. TRAUTMAN, na ni odpovid4 kladng€ a v dané oblasti intenzivng pracuje (viz napf.
[10], [11], [12]); pracemi tohoto druhu za&n¥me na¥ pokus o pfehled hlavnich smérd,
v nichZ se dnes dé&je spoluprice geometrie s fyzikou.

Jak jsme vidéli, fezy fibrované variety mohou reprezentovat mnoZinu viech kinema-
ticky moZnych ,,historii* fyzikalniho systému. Je proto vhodnym zakladem k tivahim
o globalnim charakteru fyzikalnich problémil. Ke kladeni takovychto otazek mime

dnes fadu dtivodii. Vybizi nds k nému kvantova mechanika tim, Ze opousti laplaceovsky
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deterministické stanovisko a davad viem moZnym vysledkim fyzikilnich méfeni jistou
pravdé€podobnost realizace. Vede k nému také varia¢ni pocet, pfi jehoZ fyzikalni aplikaci
se zabyvame urlenim skutedné trajektorie jakoZto extremaly mezi v§emi kinematicky
moZnymi trajektoriemi. Vzajemnou souvislost mezi obéma idejemi poddva Feynman-
nova teorie integralu po trajektoriich, ktera vysvétluje variaéni principy klasické fyziky
jako makroskopicky disledek kvantovych zékonitosti. V neposledni fadé si pak glo-
balni pfistup vyZaduje problém stability feSeni rovnic, aktudlni zejména tam, kde
zname jen jista specialni feSeni a nemiiZeme si byt bez dalsitho zkoumand jisti, zda mala
zmé&na parametri Gpln€ nezméni chovani systému.

To jsou diivody, pro n&Z roste ve fyzice potfeba metod, které by umoZiiovaly zkoumat
nejen jisté konkrétni feSeni rovnic, ale hlavn€ vzajemné souvislosti a obecné vlastnosti
vSech fefeni. Teorie fibrovanych variet je jednou z moZnosti, jak této potfebé vyhovét.
Zatim byla Usp&n¢ uZita k nové formulaci Lagrangeova a Hamiltonova formalismu
a souvislosti mezi principy symetrie a zdkony zachovéni. Je zfejmé, Ze nova metoda
umoZiiuje objevit nova fakta a vyjasnit n€které principidlni otazky.

Jak se zd4, podafilo se s definitivni platnosti vyjasnit vztah speciadlniho a obecného
principu relativity (viz [1 3]), dospélo se k hlub§imu chipani problematiky zdkonl za-
chovani v obecné relativité, fyzikalnich aplikaci teorie invariantii aj. Stoji za zminku,
Ze v n&kterych pracich tohoto sméru se vykladaji zaklady teoretické fyziky pomoci teorie
kategorii. '

Pouzivéni fibrovanych variet ve fyzice nazval Trautman vy$§im stupném geometrizace
fyziky. Ideje vzniklé v 1iné geometrie jakoZto matematické discipliny se tu pfenaseji
na feSeni fyzikalnich problémi, pfiemZ nam n€kdy pomahd geometrickd intuice. Ne-
znamena to, Ze by se pfedmét studia fyzik redukoval na vlastnosti prostoro¢asu. O ta-
kovéto radikélni feSeni viak usiluje smér, jehoZ viidéim pfedstavitelem je J. A. WHEELER,
Bohriiv Zdk a Feynmanniiv uditel. ,,Je prostoroasové kontinuum arénou jevi,* taZ se
WHEELER a MISNER, ,,anebo je v§im? [14] Neeukleidovskd geometrie ukazuje na to,
Ze aréna neni né&m apriorné danym a Ze jeji tvaFnost musi byt zjisténa empiricky.
Podle obecné relativity je tato tvafnost ovliviiovana fyzikalnimi déji v aréné probihaji-
cimi. Wheelerova $kola extrapoluje vyvoj fyziky a soudi, Ze v budoucnu by se aréna
méla stat pro fyzika vSim. Wheeler uvadi, Ze jiZz W. K. CLIFFORD r. 1870 navrhoval
popsat hmotu jako misto velkého zak¥iveni prostoru a pohyb hmoty jako pohyb téchto
zakfiveni, zplsobeny jejich vzijemnou interakci. Duchovnim otcem mySlenky geo-
metrizace fyziky se stal A. Einstein, kdyZ ve své obecné teorii relativity [15] popsal
»gravitaci bez gravitace jakoZto zakfiveni prostorofasu vyvolané pfitomnosti hmot
a ovliviiujici jejich pohyb. Obecna relativita je tedy vlastn& geometrodynamikou, naukou
o dasovém vyvoji geometrie. Pohlédneme-li zb&Zné na Einsteinovy rovnice

©) Ry — 39aR + Agy = — Ty,
miZeme dokonce nabyt dojmu, Ze Einstein geometrizoval nejen gravitaci. Tenzor

energie-hybnosti T, na pravé stran& rovnic se klade do rovnosti geometrickym velici-
nam (funkcim pole metrického tenzoru) na stran& levé. Podle klasickych p¥edstav byla
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,,hmota‘n&im v prostoru rozloZenym a pohybujicim se, ale od né¢ho odli§nym a jeho geo-
metrické vlastnosti neménicim, zde viak hmota vtiskuje geometrii stopy své pfitomnosti,
jeji energie a hybnost miiZe byt jednozna¢n€ uréena na zéklad€ geometrie.

Avsak energii a hybnosti neni jednozna¢né urena samotna ,,hmota*‘. Dvé v daném
okamZiku totoZné geometrie se mohou rizné rozvijet v ¢ase, jsou-li ,,buzeny* odlisnymi
druhy hmoty. Soustavu Einsteinovych rovnic je tfeba doplnit dal§imi rovnicemi pro
chovani hmoty — v jeji pfitomnosti se tedy Einsteinova teorie neredukuje na geometro-
dynamiku. Tuto situaci pocifoval Einstein jako neuspokojivou. Nelibil se mu ,,fenome-
nologicky* tenzor na pravé strané rovnic, ktery podle jeho slov ve srovnani s ,,geo-
metrickym** tenzorem na strané levé piisobi jako dfevéna chatr& vedle kovové konstruk-
ce. V dobé€ vzniku obecné relativity byly znamy jen dvoji interakce — gravitacni a elek-
tromagneticki. Einstein se proto oddal mySlence popsat i ,.elektromagnetismus bez
elektromagnetismu* tim, Ze jej vyjadfi pomoci n&aké dalsi geometrické struktury.
Témto snahdm o vytvofeni unitarni teorie pole ziistal véren do konce Zivota. Uspéch
obecné relativity &inil zpo&atku tuto cestu ldkavou a ve stejném sméru s Einsteinem
patrala i fada dalSich velkych védci, napf. H. WEYL. AvSak vznik a rozvoj kvantové
mechaniky vrhl fyziku na nové cesty a s objevem slabych a silnych interakci ztratil
Einsteiniiv program na pfitaZlivosti, zejména kdyZ pfes viechnu jeho snahu bud nebylo
moZno dospét k experimentalné ovéfitelnym vysledkiim, nebo tyto vysledky experi-
mentu odporovaly.

Wheelerova $kola soudi, Ze ,,Einsteinovy vize* byly v zasad€ spravné. Dokonce jiZ
ptivodni verze obecné relativity ide4lu unitirni teorie do zna¢né miry vyhovuje, nebof
elektromagnetické pole ve vakuu ,,vtiskuje zakfivenému prostoru stopy tak specifického
charakteru, Ze z nich témé&f vidy lze zjistit vSe nezbytné o samotném poli* [16].

Stoupenci geometrodynamiky proto nenisleduji Einsteina ve snahich o vyuZiti dal-
sich geometrickych struktur a spokojuji se s metrikou. Kl1i¢ k zdhadam stavby hmoty
hledaji o poschodi hloubg&ji — v topologii. I tuto cestu naznacil nejprve Einstein [17].
Wheeler ilustruje své mys$lenky timto pfirovnanim: Hfeben zp&néné mofské viny se nim
zdanlivé jevi jako hladkd plocha. Detailng&j§i pohled ukiZe nesmirnou sloZitost jeho
stavby. Podobn€ i prostor m4 v mikroskopickém méfitku ,,pé€novou strukturu®, tato
»topologicka péna‘“ se ve svém okoli projevuje jako ,,hmota bez hmoty*, ,,ndboj bez
naboje* atd. Zajemce o bliZ§ vysvétleni musime odkazat k Wheelerovym kniham.

Jednotlivé vysledky a pojmy geometrodynamiky maji cenu i pro ty, kdo nepfijimaji
Jeji radikalni a filozoficky jist€ problematicky program. Rostouci vyznam geometrie
pro fyziku je vSak nepopiratelny.

Od vzniku obecné relativity se zacali vyskytovat ,,fyzikové-geometti‘, ktefi rozpraco-
vavali problémy konkrétnich geometrickych struktur a jejich aplikaci. Mezi nimi si
&elné misto vydobyla PETROVOVA ¥kola, kterd i mistem svého vzniku (Kazail) navazuje
na tradici Lobadevského. Petrovova Kklasifikace Einsteinovych prostorit patii k nej-
vyznamngj§im teoretickym vydobytkim v oblasti obecné relativity mimo jiné i pro sviij
tésny vztah k teorii gravitadniho zéafeni (viz na pf. [18]). Z dalSich vyznamnych v&dci
na pomezi fyziky a geometrie uvedme aspoii J. L. SYNGA [19] a V. HrAvaTEHO [20].

V poslednim desetileti po&et praci o geometrickych strukturach obecné relativity
prudce vzrostl. Rozvoj pozorovaci techniky totiZ ukdzal na zasadni vyznam problémi
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struktury prostorocasu ve velkém mé&fitku a rozvoj teorie dovolil problémy s tim spojené
- ¢inné& zkoumat. .

Co se tyce problémi topologickych a s nimi spojenych otdzek kauzality, determinis-
mu, orientovatelnosti atd., miiZeme odkézat zejména na vynikajici monografie [9], [21].
Na prvni pohled je z nich patrny novy styl psani o obecné relativité. Ubyva dfive tak
typickych indexti a naopak roste riiznorodost symbold, jak se pracuje s geometrickymi
objekty samymi namisto jejich soufadnicovych komponent. Neni snadné pfehlédnout
a zhodnotit vSechny tispéchy, k nimZ prohloubeni geometrickych pfedstav pfivedlo. Snad
nejcennéjsi je zavedeni spinort do zakfivenych prostori, které pfipravuje piidu pro sbli-
Zeni obecné relativity s kvantovou fyzikou. S tim t&sné souvisi mnohostranné uZite¢né
zavadéni tetrdd (Etvefice ortonormélnich vektorovych poli) do obecné relativity (viz
na pf. [22], [23]. Geometrické pfedstavy pomohly také vyjasnit zdvaZzny problém defi-
nice fyzikaln€ méfitelnych veli€in a jejich zavislosti na volb& vztaZného systému (viz
na pt. [24], [25] aj.)

My se v dal§im soustfedime jiZ jen na problém singularit. Nejprve bylo tfeba vylougit
fiktivni singularity, dané pouze ,,nevhodnym* soufadnym systémem (jako je napf. pol
na kulové plo§e). Jak se vSak pozna skute¢na singularita?

O nastoleni a FeSeni tohoto problému se zaslouZil zejména R. GEROCH ([26] aj.).
Z fyzikalniho hlediska se zd4 nejvhodn&j§i povaZovat za singulirni ty body variety,
v nichZ diileZité fyzikélni & geometrické invarianty nabyvaji nekoneénych hodnot (napf.
skalarni kfivost nebo hustota hmoty). Cesta k matematickému precizovéani takové
piedstavy je vSak velmi neschtidnid. MuZeme se napf. pokusit ,,vypichnout* nevhodny
bod z variety; singularity (v pfedeslém smyslu) se tim zbavime, pfiemZ zbyly prostor
zlistane varietou. Vzniknou vsak jiné vady, které se odhali pfi zkouméani metrickych
vlastnosti. Kfivka, kterd dfive prochizela singuldrnim bodem, se nyni nedd prodlouZit
do tohoto bodu a za n&j. Na nasi varieté se tedy objevi kfivky konetné délky, které se
nedaji prodlouZit. Varieta je nekompletni.

Pojmova rovnost singularni = nekompletni vSak uspokojuje pouze v Riemannové
geometrii. Pseudoriemannovskd metrika prostoroSasu problém komplikuje. VZdyt do-
konce i z Minkowského prostorodasu specidlni teorie relativity by pozorovatel mohl
v konetném vlastnim &ase (analogie délky) uniknout, kdyby k tomu nebylo potfeba
nekoneéné energie.

V kazdém ptipadé musime oznadit za singularni prostoroc¢as, v némz jsou nekompletni
ty geodetické &ary, které odpovidaji pohybiim voln& padajicich &astic (geodetickd
T-nekompletnost). Z takového prostoro€asu bychom mohli za konednou dobu ,,vypad-
nout* bez jakéhokoli vlastniho usili. Geodeticka T-nekompletnost tedy dokazuje pfi-
tomnost singularity.*) _

Jako uZ vicekrat pfi nasem vykladu, i zde by se mohlo zdat, Ze jemny geometricky
rozbor je zcela vzdalen skute¢nym potfebdm a problémiim fyziky. AvSak jediné tako-

*) Geroch uvadi pfiklad prostoro&asu, znéhoz sice nejde ,,vypadnout®, ale 1ze zn&€ho uletét raketou
s konednymi zdsobami pohonné energie. Takovy prostoro&as si rovné€Z zaslou# byt povaZovan za sin-
guldrni. Geodetickd T-nekompletnost je tedy pouze dostatednou podminkou singularity. Problém
nejvhodné&j$f definice a klasifikace singularit je nutno stile povaZovat za otevieny.
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vyto rozbor dovolil formulovat jeden z nejvyznamnéj§ich vysledki obecné relativity —
HAWKINGOVY teorémy o singularitach (1970, vyklad viz [9], [21]). JiZ dfive bylo znidmo,
Ze v kosmologickém Fridmanové feSeni existuje polate¢ni (a v pfipadé uzavieného
vesmiru i koncova) singularita (tzv. Big Bang) a Ze v singularité kon&i také gravitadni
kolaps dostatein& masivni sféricky symetrické hv&zdy (Serna dira). Bylo ziejmé, Ze
v kosmologii a v astrofyzice musime poéitat s obrovskym zhu§ténim hmoty. Sama sin-
gularita v§ak mohla byt diisledkem nerealného zjednodusSeni problému pfedpokladem
o pfesné symetrii. Bylo moZno doufat, Ze odchylky od symetrie singularitu odstrani.
Hawkingovy véty (a také soudasny rozbor skupiny E. M. Lifice [27]) nAm tuto uklid-
fiujici nadé&ji vzaly. Podle nich se singularity v feSeni Einsteinovych rovnic objevuji za
velmi obecnych pfedpokladil, jeZ jsou splnény v redlnych fyzikalnich situacich. Obecna
relativita tedy klade otazky, které ji pfesahuji.

Za vznik singularnich situaci je odpovédny svét astronomickych rozméri, pfi nich
vS§ak dostavaji moZnost se vyrazné€ uplatnit sily mikrosvéta. Zda se tedy, Ze ,,Svéta piivod
sezndme a sil vSech tajné zdroje* teprve po diisledném spojeni obecné relativity s teorii
kvantovou. Neni vSak vyloudena ani jin eventualita — Ze se podafi vytvofit nekvanto-
vou teorii gravitace, ktera se v b&Znych situacich nebude odliSovat od dnes uZ vice-
nasobné ovéfené obecné teorie relativity, ale pomiiZe ndm zbavit se singularit v extrém-
nich podminkach. To je jeden z diivodi, pro¢ Skola profesora Trautmana ve VarSavé
ozivila teorii Einsteinovu-Cartanovu, zajimavou i tim, Ze ziskava pro fyziku kromé
kfivosti i torzi*), kterou spojuje se spinem hmoty (viz napt. [13]).

Bez ohledu na to, jak se fyzika vypofada se singularitami, je moZné a potiebné stu-
dovat vlastnosti singularnich feSeni Einsteinovych rovnic. Jak &tenaf jisté vi, dnes uZ
klasicka singularita typu erné diry je obklopena ,,horizontem®, ktery brani ji uvidét
(nebot zpod n&ho Zadny signal do vn&jsiho prostoru nepronikne). Vliv &erné diry na
okolni hmotu vSak miZe byt a v jednom pfipadg jiZ patrné byl (detekci Rentgenova
zéfeni druZici Uhuru) usp&in& zjistén. Zde si op&t podava ruku fyzika s geometrii, nebot
drahy hmotnych Castic a fotonli v gravitaénim poli jsou studovany jako kfivky pseudo-
riemannovské geometrie.

Je otazka, zda se pfi astrofyzikdlnich déjich nemohou vytvofit i ,,nahé“ singularity,
jeZ by i vzdéaleny pozorovatel mohl vidét. Hypotézu, Ze takové singularity vzniknout
nemohou, nazval R. PENROSE ,,principem kosmické cenzury*. Nakolik tento princip
plati, je jen jedna z mnoha otazek, jeZ si klademe v souvislosti se singularitami.

Na tomto misté nasi prochizku po styénych oblastech geometrie a fyziky zakon¢ime.
Omezili jsme se hlavné na ty oblasti, kde je zdkladnim pojmem prostorodas chapany
jako varieta. Stranou na$eho zijmu proto ziistala geometrie Hilbertova prostoru, ktera
mé zakladni vyznam pro kvantovou mechaniku, stejné jako snaha o pochopeni klasi-
fikace elementérnich &astic na zdkladé teorie reprezentaci Lieovych grup. Nevénovali
jsme se také zatim spiSe kvalitativnim spekulacim o diskrétnim prostorodase.

*) Tenzor torze pro riemannovskou konexi obecné relativity je roven nule. Mimo hmotu je torze
nulovi i v Einsteinové-Cartanové teorii. Vné hmoty zustavaji tedy v platnosti Einsteinovy rovnice
obecné teorie relativity a béZné testy nemohou mezi obecnou relativitou a Einsteinovou-Cartanovou
teorii rozhodnout.
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Mluvime nyni ¢asto o matematizaci véd a moZna
matematizaci celého Zivota. Tuto tezi nutno
oviem piijimat s jistou ddvkou opatrnosti. Ma-
tematik miiZe pomoci pfi zpracovavani vysledki
jinych védnich obori, miZe pomoci pfi formu-
lovani zékladd védnich disciplin a pfi deduktiv-
nim odvozovani zivéri. NemiZe vSak hledat
zékladni zdkonitosti, nemiiZe je pfimo ovéfovat,
a hlavné nemiiZe vysledky téchto v&deckych
disciplin realizovat.
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V matematice vice neZ kdekoli jinde plati zdsada,
Ze pro Zz4ka mé vyznam, ¢emu se naudi, jenom
tenkrat, kdyZz dokonale rozumi zavedenym poj-
mim, kdyZ rozumi vztahim mezi nimi a kdyz
tyto vztahy umi U&eln€ kombinovat k feSeni da-
nych udkolti. K 2zji§téni té€chto okolnosti bude
tfeba provadét fadu experimentt na Zicich sa-
mych. NembzZeme si totiz dé€lat iluze o tom, Ze
by ndm na fadu otdzek, které se k tomu tématu
poji, dalo odpovéd jen pouhé uvaZovani.
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