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BDF neboli véta o hlavnich osach
v nekoneCné dimenzi*)

P. R. Halmos**)

Nejslavnéjsi vysledek z konecnérozmérné linedrni algebry je tzv. véta o hlavnich
osdch: redlné symetrické matice lze diagonalizovat. Nekonecnérozmérné zobecnéni se
nazyvd spektrdlni vétou; to je stard véc. Mnohem hlubsi a okdzalejsi nekonecénd verze
je soulasné mnohem novéjsiho data; byla objevena v roce 1973 Brownem, Douglasem
a Fillmorem (BDF). Jejich pFispévek md dvé &dsti: proniknuti do struktury a konstrukci
dikazu. Proniknuti je divtipné a krdsné; ditkaz je komplikovany a obtiZny. Domnivdm
se, Ze diukaz se jednoho dne zjednodusi. Dokud tomu tak nebude, kaZdy prispévek

podobny nasSemu miiZe pouze popsat proniknuti.

Diagonalizace

Pro danou redlnou symetrickou matici A nalezn&me jeji vlastni &isla (kofeny charak-
teristické rovnice) a prislunou ortogondlni bdzi vlastnich vektori délky 1. Proces
diagonalizace lze popsat dvéma ekvivalentnimi zpisoby: geometricky a algebraicky.
(1) Vyjédtete linedrni zobrazeni, které matice A definuje, jako matici vzhledem k vy3e

*) Tento &lanek je zapisem prednaSky na pozvani na denverském zasedani MAA 7. ledna 1983.
Nazev prednasky byl Jak se zbavit malych matic neboli Co vlastné udélali Brown, Douglas a Fillmore
v roce 1973?

**) Gdaje o autorovi viz PMFA 27, & 5 (1982), str. 280—281.

Reprinted from the “Notices of the American Mathematical Society‘, BDF or the Infinite Prin-
cipal Axis Theorem, P. R. HALMOS, June, 1983, pages 387—391, by permission of the American
Mathematical Society.
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nalezené ortonormalni bdzi vlastnich vektorii. (2) Necht P je ortogondlni matice (rotace),
kterd pfevddi ptvodni ,,pfirozenou* soufadnicovou bdzi na bdzi prdvé nalezenou,
a utvorme P'AP (P’ je transponovand matice k P). V obou pfipadech je vysledkem
diagondlni matice, ,,diagonalizovand‘‘ verze matice A.

Zobecnéni tohoto procesu na komplexni matice je pfirozené a duleZité. Jestlize A
neni symetrickd (a;; = aj;), ale hermitovskd (hermitovsky symetrickd, a;; = a,)),
potom vlastni ¢isla jsou stdle je§té redlnd, opét lze najit ortonormdlni bdzi vlastnich
vektort a vysledkem postupu (1) nebo (2) je diagonalizace matice A. V algebraické verzi
je diagonalizaci matice U*4AU, kde U je unitdrni (komplexni obdoba ortogondlni)
matice a U* je matice komplexné transponovand.

Hermitovské matice nejsou samozieimé jedinymi maticemi, které lze unitdrné diago-
nalizovat: trividlnim protipfikladem je diagondlni (!) matice s n&jakymi neredlnymi
prvky. Existuje néjakd pouZitelnd charakterizace diagonalizovatelnosti? Odpovédi je
jeden z nejvétsich vysledki linedrni algebry: nutnou a postadujici podminkou k tomu,
aby k matici A existovala unitdrni matice U takovd, Ze U*AU je diagondlni, je komu-
tativita matic A a A* (AA* = A*A). Matice, které spliiuji tuto podminku, se nazyvaj
normdlnimi. Véta o hlavnich osdch pro normdini matice umoZiiuje snadno rozhodnout,
zda dvé normédlni matice jsou unitdrné€ ekvivalentni (v tom smyslu, Ze 4 = U*BU pro
n&jakou unitdrni matici U). Podminkou je, aby mé&ly stejny diagondlni tvar nebo,
feCeno vice geometricky, aby mély stejnd vlastni Cisla se stejnymi ndsobnostmi.

Imitace

Jak v klasické ,,tvrdé‘‘ analyze, tak v jeji moderni ,,m&kké* verzi a stejné tak i v jejich
aplikacich, je duleZité spravné chdpat nekonecny pfipad. Jsou dvé cesty, jak se o to
pokusit: imitovat kone¢ny pfipad a drZet se ho, jak jen to je moZné, nebo ho zménit,
modulovat, a podivat se, co skute¢né nového miiZe nastat.

Imitaci miZeme dojit daleko, a to zcela hladce. Vektory budou nekoneéné posloup-
nosti {x;. X,, X3, ...» misto kone¢nych posloupnosti, ale skaldrni souciny (x, y) =
= X,x,J, a normy |x| = (Za|x4|?)"/* jsou definovény stejn& jako pfedtim. Aby tyto
definice mély smysl, je samozfejmé nutné vhodné omezit uvaZzované nekonecné po-
sloupnosti (fady Z,|x,|> musi konvergovat), ale to teorii jen zjednodusuje a nedini ji
obtizn&jsi. Norma indukuje ptirozeny pojem vzddlenosti (d(x, y) = | x — yl|); vysledny
metricky prostor je uplny a viechno je dobré. Pojem dimenze (pro podprostory studo-
vaného vektorového prostoru) md smysl a md vSechny spravné vlastnosti.

Z topologickych davodi by linedrni zobrazeni, studovand v nekone¢ném piipadé,
méla byt spojitd. Spojitd linedrni zobrazeni lze reprezentovat maticemi, stejné jako to
Ize pro vSechna linedrni zobrazeni v koneéném ptipad€. Jedind véc, kterd napoprvé
privadi studenty do rozpakd, je to, Ze ne kaZdd matice reprezentuje n€které linedrni
zobrazeni. UvaZujme naptiklad nekone€nou matici, jejiz prvky nad hlavni diagondlou
jsou rovny O a prvky na hlavni diagondle a pod ni jsou rovny 1. Tato matice miiZze
zobrazit kvadraticky séitatelnou posloupnost (vektor) na kvadraticky nesgitatelnou
posloupnost. Matice, které nemaji tuto $patnou vlastnost, se nazyvaji omezenymi.
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Dokonald korespondence mezi linedrnimi zobrazenimi a maticemi v kone¢ném pfipadé
pfechdzi v nekoneném pfipad€ na dokonalou korespondenci mezi spojitymi linedrnimi
zobrazenimi a omezenymi maticemi. V dusledku této korespondence se Casto linedrni
zobrazeni a matice povazuji za jedno a totéz, coZ je neskodny zvyk.

Omezend matice md normu. Norma matice A se definuje jako maximdlni roztahujici
souCinitel nebo pfesnéji jako supremum délek obrazii pfi 4 vSech vektort délky 1;
znacime ji ”AH Ne&které dalsi béZné pojmy teorie matic jsou nasnadé. Adjungovanou
matici A* k matici A rozumime matici komplexn€ transponovanou k A4; A je hermitov-
skd, jestliZe A = A*; A je normdlni, jestliZze AA* = A*A4; a U je unitdrni (jist¢ nikdo
neoznadi unitdrni matici pismenem A?), jestliZe UU* = U*U = 1 (identickd matice).

Celou teorii objasni, podivdme-li se, co zdkladni pojmy pfedstavuji ve specidlnim
ptipadé diagondlnich matic. Je-li A = diag (4;, 4,, 43, ...) diagondlIni matice s pfede-
psanymi diagondlnimi prvky, potom ”AlI je supremum vsech lll (nikoliv druhd odmoc-
nina ze soudtu &tverc); A* = diag(4,, 15,15, ...); A je hermitovskd, prdvé kdyZi
viechna A jsou redlnd; A je automaticky normdlni, nezdvisle na tom, jakd jsou 4; a 4
je unitdrni, pravé kdyz ]l,,l = 1 pro vSechna n.

Jednim ze zplsobti, jak vyjddfit koneéné€rozmérnou diagonalizaéni vétu, je psdt
U*PU = 4. Tuto rovnost je tfeba chdpat tak, Ze mnoZina viech matic tvaru U*DU,
kde U je unitdrni a D je diagondlni, splyvd s mnoZinou v§ech normédlnich matic. Odpovi-
dajici nekoneén&rozmérné tvrzeni jednoduse neplati. Jednim konkrétnim protipfikladem
je matice

Snadno je vidét, Ze tato matice neni unitdrné ekvivalentni s Zddnou diagondlni matici
— nemd totiZ viibec Zddnd vlastni Cisla. NekoneCnérozmérnd spektrdlni v€ta musi byt

jemné&j§i neZ koneénérozmérnd; vlastni ¢isla a vlastni vektory je nutno zaménit ,,aproxi-
mativnimi‘‘ vlastnimi &isly a vlastnimi vektory.

Modulace

Co se stane, jestliZe zastavime pokus imitovat koneny pfipad pfili§ tésné a misto
toho pfejdeme k opaénému extrému: budeme uvaZovat pouze vlastni nekoneénou
teorii? Myslenka spoéivd v tom, Ze viechno kone¢né prohldsime za trividlni, vy$krtne-
me to a budeme pracovat pouze s tim, co zbude.

Hodnost linedrniho zobrazeni je dimenze jeho oboru hodnot. JestliZe linedrni zobra-
zeni md konecnou hodnost, potom se v kaZdém algebraickém ohledu chovd jako linedr-
ni zobrazeni na kone¢nérozmérném prostoru a z naeho hlediska je tedy trividlni.
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Vysvétleme podrobnéji, co to znamend. MnoZina # viech omezenych matic je alge-
brou nad télesem komplexnich &isel a mnoZina & vSech matic s kone¢nou hodnosti
je idedlem v této algebfe. To znamend, Ze & je uzaviend viii linedrnim kombinacim
anavic AF a FA patfido &, jakmile F je z # a A je libovolnd matice z 4. ,,VySkrtnout*
viechny matice s kone¢nou hodnosti znamend ztotoZnit je s 0, tj. ve sprdvné matematické
fedi, utvofit podilovou algebru %/#.

Tento proces identifikace funguje, ale ne zcela dostatecné. Potiz je topologickd.
MiZeme mit posloupnost vyskrtnutych matic, kterd konverguje k matici nevyskrtnuté.
Jinymi slovy mnoZina & neni uzaviend a to zpusobuje nékteré nepfijemnosti. LéCba
je jednoduchd: uzavieme ji. Je-li X uzdvér &, matice z X nazveme kompaktnimi.
(Priklad: je-li A4 = diag (4, 45, 43, -..), potom 4 md kone¢nou hodnost, prdvé kdyZ jen
kone¢né mnoho A je riiznych od 0; A4 je kompaktni, pravé kdyz 4, — 0.) MnoZina X~
je uzavienym idedlem. Skutetn& prosp&iny (nebo bych mél fici rozmafily) zpisob, jak
prohldsit vSechno kone€né za trividlni, je vytvofit podilovou algebru vzhledem k S
namisto vzhledem k &.

Invertibilita

Piipomefime nyni elementdrnj algebraicky pojem spektra. Spektrum matice 4 je
podle definice mnoZina viech komplexnich &isel A takovych, Ze A — A neni invertibilni.
(A — 2 je zkrdceny zdpis pro A — A.1.) Pro konené matice spektrum sestdvd prave
z vlastnich &isel a specidlné spektrum diagondlni matice je mnoZina jejich diagondlnich
prvki. Pro nekoneéné matice je invertibilita ponékud jemné&j§im pojmem a specidlng
spektrum diagondlni matice je uzdvér mnoZiny jejich diagondlnich prvki. Co znamend
spektrum po vySkrtnuti kone¢ného pfipadu?

Problém se redukuje na tuto otdzku: které matice jsou invertibilni modulo X'?
V b&Zné fedi se matice A nazyvd invertibilni, jestliZe existuje matice X tak, Ze AX =
= XA = 1 nebo ekvivalentn& 1 — AX = 1 — X4 = 0. Rici, e matice 4 je invertibilni
modulo X, by tedy mé&lo znamenat, Ze existuje X tak, Ze obé matice 1 — AX a1l — X4
jsou ztotoZn€ny s 0 nebo — jinymi slovy — jsou kompaktni. V technickém terminu,
v souladu s b&Zn& piijatym zvykem, A je esencidlné invertibilni. (Mnozi autofi misto
toho fikaji, Ze 4 je Fredholmova matice.) Ndsleduje netrividlni p¥iklad. JestliZe

0000
1000
§=10100
0010

b

potom S*S = 1, ale SS* # 1; rozdil 1 — SS* je viak kompaktni (skute¢n&, md hod-
nost 1). Matice S neni invertibilni (jeji obor hodnot obsahuje jen vektory, jejichZ prvni
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soufadnice jsou rovny 0), ale je esencidln& invertibilni; matice S* funguje jako esencidlni
inverzni matice.

Kdy lze fici, Ze matice je esencidlné invertibilni? Pfirozend geometrickd podminka
pro obydejnou invertibilitu je, aby linedrni zobrazeni, které matice reprezentuje, bylo
prosté a obrazem byl cely prostor. Jinymi slovy, A je invertibilni prdvé tehdy, kdyz
ker () je nula a ran (4) je cely prostor. Zkratky ker a ran po fadé znamenaji jddro
(coZ je totéZ jako nulovy prostor) a obor hodnot. Ekvivalentn& A je invertibilni prdvé
tehdy, kdyZ nulita (4) = kohodnost (4) = 0, kde nulita je dimenze jddra a kohodnost
je kodimenze oboru hodnot. Slavnd a uZitecnd Atkinsonova véta ddvd obdobnou geo-
metrickou podminku pro esencidlni invertibilitu: 4 je esencidlng invertibilni pravé
tehdy, kdyZ nulita a kohodnost matice 4 jsou kone€né.

Jak neinvertibilni miiZe byt esencidln€ invertibilni matice? Jak nulita, tak i kohodnost
jsou mirami neinvertibility; ¢im jsou vétsi, tim méné je matice invertibilni. Pro normdlni
matice nulita a kohodnost splyvaji a v koneénérozmérném pfipadé splyvaji pro viechny
matice, at jsou normdlni nebo ne. Pro nekoneéné matice mohou byt rtizné. Pfikladem
je jiz zmin&nd matice S; nulita (S) = 0 a kohodnost (S) = 1. Rozdil nulity a kohod-
nosti se nazgvd (Fredholmovym) indexem matice, takZe napfiklad index matice S je —1.

Spektrum matice je definovdno v terminech invertibility a ,,esencidlni‘‘ analogie této
definice md dobry smysl. Esencidlni spektrum matice A je mnoZina viech komplexnich
¢isel A takovych, Ze A — A neni esencidlng invertibilni. To je prdvé to, ¢im se pojem
spektra stane, jestlize koneénd dimenze je nenapravitelné vySkrtnuta. Jak to vypadd pro
b&Zny ,,osvétlujici ptiklad diagondlni matice 4 = diag (4;, 5, 43, )" Odpoved je
jednoduchd a pfijemnd: esencidlni spektrum matice 4 je mnoZina hromadnych bodu
posloupnosti jejich diagondlnich prvkd. Jinymi slovy, esencidlni spektrum matice A
sestdvd z té&ch komplexnich &isel, kterd jsou limitami konvergentnich nekonecnych
vybranych posloupnosti posloupnosti 4,, 4,, 43, ...; zhruba fefeno, tato &isla jsou
ve spektru z nekoneén€ mnoha divodi. JestliZe naptiklad

A= diag(i,O,?hO,%a 0’%’ 0"")’

potom esencidlni spektrum matice A sestdvd pouze z ¢isel 0 a 1.

Ponékud obtizn&j§im piikladem je matice S; ukazuje se, Ze jeji esencidlni spektrum
je jednotkové kruznice {4: |A| = 1}. Odtud plyne, Ze pro |4| # 1 je S — 1 esencidlng
invertibilni, a proto index (S — A) je definovdn. Vypodet neni trividlni, ale neni ani
piiliy hluboky; vysledkem je, Ze index (S — 1) = —1 pro 4| < 1 a index (S — 1) = 0
pro I/ll > 1. Tuto otdzku si lIze poloZit pro kazdou matici 4; emu je roven index matice
A — 2, jestliZe A neni v esencidlnim spektru matice A? Odpovédi definuji celo¢iselnou
funkci na dopliiku esencidlniho spektra, kterd se nazyvd indexovou funkci matice A
a hraje dileZitou roli v hlavni vété.

Weyl, von Neumann a Berg

ProtoZe mdme po ruce zdkladni pojmy tykajici se esencidlni invertibility a obecné&ji
esencidlniho spektra, miZeme vyslovit zdkladni fakta.
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Prvni zdkladni otdzka je tato: které matice jsou esencidlné diagonalizovatelné nebo,
v dfivéjsi neformdlni FeCi, které matice jsou diagonalizovatelné, jestliZe odstranime
viechno kone&né? Jinymi slovy: jakd je tfida %*(2 + X')% , tfida matic unitdrn& ekvi-
valentnich diagondInim maticim modulo " ?Pro hermitovské matice je odpovéd zndma
ddvno, je jednoduchd a uspokojivd: kaZdd hermitovskd matice je esencidlné ekvivalentni
diagondlni matici. Podrobnéji: je-li A hermitovskd, potom existuje diagondlni matice D
(s redlnymi prvky na hlavni diagondle) a existuje kompaktni hermitovskd matice K
tak, Ze

A~D+K, -

kde 2 znadi unitdrni ekvivalenci.

Jako plsobivy specidlni ptipad uvaZujme hermitovskou matici 4, kterd nemd viibec
Z4dnd vlastni &isla; takovou matici je jiZ uvaZovand matice A = S + S*. Prdv& vyslo-
veny vysledek, ktery mimochodem patii Weylovi (1909) a von Neumannovi (1935),
implikuje, Ze A je esencidln€ diagonalizovatelnd, tj. existuje diagonalizovatelnd matice
B tak, Ze A — B je zanedbatelng mald (kompaktni).

Neni to uZasné? KdyZ jsme poprvé uvazovali nekoneéné matice, fekli jsme, Ze diago-
nalizace nefunguje; spektrdlni véta musela byt mnohem mazanégjsi. JestliZe v8ak presta-
neme imitovat koneCnou dimenzi pfili§ otrocky a misto toho ji zcela vySkrtneme,
potom vysledek je siln€j§i a jednodussi neZ vysledek koneény. Snadnym diisledkem
Weylovy-von Neumannovy véty je tvrzeni, Ze dv€ hermitovské matice jsou esencidlng
ekvivalentni prdvé tehdy, kdyZ maji stejné esencidlni spektrum; ndsobnost ndm jiZ potiZe
neplsobi. ’

Lze Weylovu-von Neumannovu vétu rozsifit na normdlni matice? Tuto otdzku jsem
poloZil v roce 1970 a experty byla podcenéna: jist&, fikali, udélej ,,totéz*. TotéZ nefun-
govalo. I. D. Berg byl nucen pouZit pozoruhodné komplikovanych tvah, aby tyto
obtiZe piekonal a dokdzal, Ze kaZdy normdlni operdtor je také unitdin& ekvivalentni
s n&jakym D + K; tomuto vysledku se dnes ¥ikd Weylova-von Neumannova-Bergova
véta.

Esencidlni normalita

V tomto okamZiku jsme svddéni k tomu, abychom usnuli na vaviinech: esencidlng
nekoneénd verze véty o hlavnich osdch byla ziskdna v plné obecnosti. Neni tomu tak.
Weylova-von Neumannova-Bergova véta ddvd odpovéd na sprdvnou otdzku, obtiZnou
otdzku, totiZ na otdzku esencidlni unitdrni ekvivalence, ale ddvd odpovéd pouze pro
snadnéj§i tfidu matic, pro tfidu normdlnich matic. ,,Sprdvnou‘ tfidou v esencidln&
nekoneéném piipadé je tfida esencidlné normdlnich matic.

Jaké jsou a jak vznikaji? Vznikaji zcela pfirozené: jakmile se podivdte na definici,
budete patrné piekvapeni, proC jste na to nepfisli sami. Jsou to matice A takové, Ze
A*A — AA* je esencidln€ nulovd nebo jinymi slovy kompaktni. Pfikladem je matice S.
Z toho, co bylo fe¢eno, je vidét, Ze S je esencidln€ normdlni, ale neni normdini. Mohlo
by se stdt, Ze teorie pro matici S zapadne do Weylovy-von Neumannovy-Bergovy véty:
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tak by tomu bylo, kdyby S byla tvaru N + K s normédini matici N a kompaktni matici
K, ale tak tomu nenf (jak ukazuje dodate¥n Gvaha).

Jak je to tedy pro esencidln® normédinf matice? Jsou snad dvé takové matice esen-
cidln& unitdrn¥ ekvivalentni prdvé tehdy, kdyZ maji stejné esencidini spektrum? Ne, to
neplati: skutetnost je zajimav&jsi.

Matice S posouvd pfirozenou vektorovou bdzi o jednotku doprava. Jinymi slovy,
jestliZe e, = ¢1,0,0,...), &, =<0,1,0,...) atd.,, potom Se, = e,, Se; = e; atd.
UvaZujme matici T, kterd cyklicky permutuje viechny prvky vektorové bdze, naptiklad
matici, jejiZ plsobeni na vektory e, imituje permutaci

13-25-17...

T
2«4«6+38....

Matice T vypadd takto:

01000000 i
looo10000 “
i1ooooooo 1
100000100 :
100100000 I
00000001

700001000 :

;00000000 J

I

I

!
Trocha dokazovdni, ale ne pfili§ mnoho, ukazuje, Ze esencidlni spektrum matice T,
je stejné jako esencidlni spektrum matice S (totiZ jednotkové kruZnice). ProtoZe T
je normdlni (ve skutetnosti unitdrni), plyne odtud, Ze index matice T — 4 je roven 0
pro viechna 4 mimo jednotkovou kruZnici, tj. indexovd funkce matice T se lifi od
indexové funkce matice S ve vnitfku (jednotkové kruZnice). Disledek: atkoliv matice
S a T maji stejné esencidlni spektrum, nemohou byt esencidln& unitdrn¥ ekvivalentni.
Jakmile jste nasli pfekd¥ku, snadno miZete uhodnout, jak ji obejit. (S dikazem je to
ale jinak.) Pfekd¥kou je indexovd funkce: dobfe, zabudujme ji do vity. Vysledkem je
nejhlub¥f a nejcenndj¥i vysledek teorie operdtort sedmdesdtych let (a vysledkd byla
p&kn4 Fddka!): je to v&ta Lawrence G. Browna (Purdue), Ronalda G. Douglase (Stony

Brook) a Petera A. Fillmoreho (Dalhousie).

Nutnou a postadujici podminkou k tomu, aby dvé esencidlné normdini matice byly
esencidiné unitdrné ekvivalentni, je, aby mély stejné esencidini spektrum a stejnou
indexovou funkci.

Poznamenejme, %e tato v&ta, pycha teorie normdlnich matic, znovu vkldd4 cosi velmi
podobného ndsobnosti (totiZ index) do charakterizace (esencidlnf) unitdrni ekvivalence.
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Zavér

Zakonéim dv&éma pozndmkami, které se tykaji tfidy A4 + A"; zde N je mnoZina
viech normdlnich matic a " mnoZina viech kompaktnich matic. Vyraz N + K znadi
jejich vektorovy soucet, tj. mnoZinu vSech operdtori tvaru N + K, kde Njez # a K
je zX. Jinymi slovy,/” + X je mnoZina viech kompaktnich poruch normdlnich matic.

Je mnoZina A + 5 uzaviend? Tato otdzka neni Zivotné€ dileZitd, ale fada lidi se ji
snaZila bezusp&in€ zodpovédét jistou dobu pfed BDF prilomem. Odpovéd je ano;
mnozina & + X je uzaviend. Dilkaz je téméf okamZitym dusledkem véty BDF. Plnd
sila v&ty neni nutnd, ale dokonce i ta &dst, kterd se potfebuje (ptipad, kdy indexovd
funkce je identicky rovna 0), byla pfed BDF panenskym {zemim. Dosud neni zndm
Zddny diikaz, ktery by nevyuzival hloubky teorie BDF.

Pfinos Browna, Douglase a Fillmoreho je skute¢n& velky, dal nové odvétvi operdto-
rovému primyslu a md jiZ fadu cennych zobecnéni a aplikaci. Nezodpovédél vsak
viechny otdzky. Moje druhd pozndmka se tykd vybrané nezodpovédéné otdzky: jde
o problém invariantniho podprostoru. Problém je ndsledujici: md kazdé spojité linedrni
zobrazeni netrividlni uzavieny invariantni podprostor? Pro normdlni operdtory je
kladnd odpovéd jiz klasickd a snadnd; pro kompaktni operdtory ji lze jiZ také nazvat
klasickou (Aronszajn a Smith, 1954). Jak je to pro operdtory tvaru normdlni plus
kompaktni? Nejen Ze to nevime, ale nezndme odpovéd na tutéZ otdzku ani pro zddnlivé
jednodussi tf¥idu ,,hermitovsky plus kompaktni*‘.

Prfelozil J. Dane$
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Poznidmka piekladatele

Z ndzvu prdce citované na konci Clanku je patrné, Ze Halmos se vibec nezmiiiuje
(d@vody jsou pochopitelné z daliiho textu) o roziifenich C*-algeber. Co jsou rozsifeni
C*-algeber? Pfedev§im C*-algebrou budeme rozumét uzavienou samoadjungovanou
(tj. s kazdym T obsahujici i T*) podalgebru algebry £ omezenych matic.

Necht X je kompaktni metricky prostor, €(X) algebra viech komplexnich spojitych
funkci na X, & n&jakd C*-algebra obsahujici " a 1, a ¢: & — ¥(X) C*-morfismus (t;.
homomorfismus algebry & do algebry %(X) spliiujici (T*) = ¢(T) pro Te &). Dvojici
(€, ») nazveme rozsitenim %(X) pomoci " (nebo roziifenim # pomoci €(X) — ter-
minologie neni ustdlena; ddle jen rozsifenim), jestlize

14
0> QE->%4(X)—>0
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je krdtkd exaktni posloupnost (tj. ker (¢) = o a ran () = ¥(X)), kde C zna&i vno-
feni. Dv& roziifeni (&4, ¢,) a (&, ¢,) nazveme ekvivalentnimi, existuji-li C*-izomor-
fismy ¥ a { tak, Ze diagram

0-’%061\¢1

wi Wl 2(X) 0
s
0 Q&Y
je komutativni. Jsou-li roziiteni (&,,¢;) a (&,. ¢,) ekvivalentni, existuje unitdrni
operdtor U tak, Ze Y(K) = UKU* pro K € X’; snadno je vidét, Ze potom také §(T) =
= UTU* pro Te &, (a samoziejm& naopak).

Poznamenejme, Ze kazdé rozsifeni (&, ¢) indukuje C*-monomorfismus 7: €(X) — &[A
(a naopak). Proto se 7 také n&kdy nazyvé roziifenim. Neni obtiZzné nahlédnout, Ze dvé
rozSifeni 7, a 7, jsou ekvivalentni, prdvé kdyZ existuje unitdrni operdtor U tak, Ze
15(f) = n(U) 7,(f) a(U)* pro fe €(X), kde n: & — B|H je kanonickd projekce. Ke
kazdému (kompaktnimu metrickému) prostoru X existuje alespofi jedno rozifeni
: 6(X) > Bl (dokonce takové, Ze T = m o g pro n&akou nedegenerovanou repre-
zentaci @ algebry %(X) na naSem vektorovém prostoru viech kvadraticky scitatelnych
posloupnosti, tj. ¢ je C*-morfismus %(X) do Z takovy, Ze ke kazdému nenulovému
vektoru x existuje funkce fe %(X) splitujici (¢(f)) x # 0; jinymi slovy, podalgebra
0(4(X)) algebry # rozlisuje vektory).

Co maji rozdifeni spoletného s Brownovou-Douglasovou-Fillmoreho vétou? Nechf
T je esencidlné normdlni operdtor a &1 C*-algebra generovand %, T a 1. Podilovd
algebra &7/ je komutativni a podle spektrdlni véty (jde o jinou spektrdlni vétu, neZ
o které se zmitiuje Halmos) je tedy C*-izomorfni s algebrou 4(c(T)), kde o (T) je
esencidlni spektrum operdtoru T. Proto kratkd posloupnost

0> A Q&r —Z»€(a(T)) - 0

je exaktni, kde ¢r je restrikce = na &r, tj. dvojice (€7, (pr) je rozsifeni. Dvé takovd
roziifeni (€r,, ¢r,) a (61, ¢r,) jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz T, a T; jsou esen-
cidln€ unitdrn€ ekvivalentni.

Jestlize (&, @) je rozsifeni a X = C, potom kaZzdy operdtor algebry & je esencidln&
normdlni. Je-li navic operdtor T e & takovy, Ze ¢(T) je funkce identicky rovnd 1 na celém
X, potom X = ¢,(T) a roziiteni (61, ¢1) a (&, ¢) jsou ekvivalentni. Proto problém
klasifikace esencidlné normdlnich operdtoril je ekvivalentni s problémem klasifikace
rozsiFeni.

Na mnoZin& Ext (X) tfid ekvivalentnich roziifeni lze definovat (pfirozenym zpiso-
bem) operaci s¢itdni, pfi které je Ext (X) komutativni grupou. Ddle Ize ukdzat, Ze
Ext(.) (stejn& jako Hom (n(.), Z)) je kovariantni (homotopicky invariantni) funktor
z kategorie kompaktnich metrickych prostorii do kategorie komutativnich grup; navic
existuje pfirozend funktoridlni transformace Ext (.) - Hom (z'(.), Z). Pomoci funktoru
Ext (.) 1ze vybudovat teorii zobecn&nych Steenrodovych homologii, kterd je dudlni ke
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K-teorii. Zdjemce o souvislosti teorie roziifeni C*-algeber s algebraickou topologii
(Bottova periodicita, véty o indexu, vys3i signatury atd.) je nutno odkdzat na Casopisec-
kou literaturu druhé poloviny sedmdesdtych let.

Vratme se je§té ke klasifikaci esencidlné normdlnich operdtort. Necht X < C je
kompaktni mnoZina. Potom homomorfismus vx: Ext (X) - Hom (z!(X), Z) (viz pfed-
chozi odstavec) je izomorfismem. Homomorfismus yy Ize ndzorn€ definovat takto
([ ] znadi tfidu ekvivalence v Ext (X) nebo homotopickou t¥idu v =n'(X)): je-li (€, ¢)
rozsiteni o pomoci €(X), f: X — C \ {0} spojitd funkce a 4 € ¢~ *(f), potom

1x([(&, ¢)]) [f] = index (4).

Prvni kohomotopickd grupa n'(X) je volnd komutativni grupa, jejiz potet generdtort
je roven poctu omezenych komponent mnoZiny C \ X. Odtud je jiz snadno vidét,
co to znamend pro roziiteni (€7, ¢7), kde T je esencidlné normdlni operdtor: obrazem
ttidy [(€7, ¢1)] pfi homomorfismu vy (kde oviem X = ¢,(T)) je indexovd funkce ope-
rdtoru T. Tim je véta BDF dokdzdna. Zde je nutno zduraznit, Ze nejobtiZné&jsi tvrzeni
v diikazu jsme pouze konstatovali, ale nedokdzali; omezili jsme se jen na hlavni mySlenku
dikazu.

PrestoZe Halmos je optimista, pokud jde o zjednoduseni dikazu véty BDF, jisté
skute¢nosti naznacuji, Ze se asi nepodafi podat ,,listé operdtorovy* dikaz ani diisledku
véty BDF, totiZ uzavfenosti mnoZiny 4~ + X'.

(Viz jesté dodatek v Pfiloze, str. 24. Pozn. red.)

ProC€ Fourierova transformace dobie popisuje
Fraunhoferovu difrakci*)

Jifi Komrska, Brno

Matematickd teorie Fourierova integrdlu a Fourierovy transformace v Ey md ne-
preberné mnoZstvi aplikaci ve fyzice a technice. V E, prokazuje neocenitelné sluzby
elektrotechnice, zejména teorii zpracovdni signdlu. Dvojrozmérné aplikace Fourierova
integrdlu se zaslouZily o renesanci optiky, pFedevsim v teorii tvorby a zpracovdni
obrazu. Doménou aplikaci trojrozmérné Fourierovy transformace je analyza struk-
tury krystali. Zdsah této matematické discipliny do fyzikdlnich a technickych obori
byl tak plodny, Ze zpiisobil jejich pFestavbu a vyvolal vznik novych odvétvi. Vyrazem
toho je adjektivum fourierovsky v ndzvech oborii, s nimiZ ovSem prefekt Fourier

*) Prvnu ¢ast prednaSky proslovené 21. 4. 1983 na jarni Skole ,,Image processing and computer
simulation in electron microscopy*, kterou potadal IFE der AdW der DDR, Halle/Saale 18.—24. 4.
1983. Obrazky dodal autor.
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