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Hausdorffiiv-Banachuv-Tarského paradox™)
L. E. Dubins

Jeho znéni je (presné definice budou podany pozdgji): ,Jestlize X a Y jsou dv& ohra-
ni¢ené podmnoziny v R* s neprazdnymi vnitiky — napf. jablko a Mésic —, pak je
mozno rozdélit X na koneény pocet Cisti a premistit je tak, ze vytvoli Y*.

Podstata paradoxu je obsazena v nasledujicim lemmatu, které tvofi jeho geometrickou
Cast.

Lemma. Nechi' S je jednotkovd sféra v R (o rovnici x* + y* 4 z* = 1). Existuji
dvé rotace a. b grupy SOy o uhly 1807, resp. 120° a rozklad (A,B.C.D) sféry S s tou
vlastnosti, Ze D je spocetnd mnoZina a plati

C=DbB=">b4 A=aBu().
Jinak feCeno mnozZina A4 je soucasné tictinou i polovinou mnoziny S — D.

*) Le paradoxe de Hausdorff~-Banach-Tarski (Fragment d’un cours de L. E. Dusins rédigé par
M. EmEerY), Gazette des mathématiciens, N¢ 12 (Aout 1979), 71— 76. Pielozil Ivan KOLAR.
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Dutkaz. PoloZme

0 1 0 10 0
a=(1 0 0 b={0 —1)2 32
0 0 —1 0 —J32 —1)2

a ozna¢me G grupu jimi generovanou, kterd tedy sestava z identity e, rotace a a rotaci
tvaru

(1) r=a"b"ab™a...ab"™ 'ab"™a™,

kde keN*, ¢e{0,1} a n;e{l,2}. Poznamenejme, Ze kazdy prvek mnoZiny G —
— {e, a} pFipousti jednoznacny zapis ve tvaru (1). (Zde je t¥eba ovéfit, Ze soucin
b™ab™a ... ab™a neni nikdy roven a ani e, ke N*, n; ¢ {1, 2}, ale indukci se snadno
zjisti, Ze tento soudin je tvaru

| [P 25 P33
r iy Pa i \/3
i3s3 ps/3 s

kde p; jsou suda cela &isla a i; jsou licha cela &isla.) Grupa G je tedy grupa redukovanych
slov vytvofenych z pismen a a b, pfi¢emZ jedind redukéni pravidla jsou a* = b> = e.
Nyni miZeme vytvofit rozklad (G, G,, G3) grupy G takto: do G, zafadime slova
(b*a)", do G, slova a(b*a)" a do Gy slova ba(b®a)", n = 0, ostatni slova zafadime do
G, (resp. G,, resp. G;), zadinaji-li (zleva) slovem a (resp. b, resp. b?). Snadno se zjisti,
Ze plati G5 = bG, = b*G,, G, = a(G, U G;).
Nechme operovat grupu G na sféfe S. MnoZina

D={xeS:3reG—{e} rx=x}

je tvofena priniky os rotaci prvkii re G — {e} se sférou S. Je to spoletnd mnoZina,
ktera je stabilni vzhledem ke grupé G. Orbita prvku x € S — D je v bijekci s grupou G
pti pfifazeni r <> rx. Yybereme jednoho reprezentanta z kazdé orbity obsazenév S — D;
diky axidmu vybéru obdrZime takto jistou mnoZinu E. Pak klademe A = G,E, B =
= G,E, C = G3E; pomoci vlastnosti rozkladu (G,,G,,G;) snadno ovéfime, orbitu po
orbité, Ze A, B, C tvofi rozklad mnoZiny S — D a spliluji

C=bB=0b4, A=aBuC),

QED.

Zbytek dikazu paradoxu spociva v jistych operacich s mnoZinami.

Necht X = Yznadi, 7ze X = R®lze piemistit v Y = R? pomoci euklidovského pohybu.
Rekneme, Ze dvé podmnoziny X, Y < R? jsou ekvivalentni vzhledem ke konecnému
rozkladu (a budeme psat X = Y), jestlize pro jisty rozklad (X,,..., X,) mnoziny X

r

a jisty rozklad (Yi,..., ¥,) mnoZiny Y plati X, = ¥;, X, = Y,,..., X, = Y,. V tomto
piipadé existuje bijekce f: X — Y, jejiz ziZeni ke kazdému X, je euklidovsky pohyb
Jfis o této bijekci budeme Fikat, Ze je pfifazena k uvaZované ekvivalenci.
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Pfesné znéni paradoxu je: dvé ohranicend podmnoZiny v R® s neprdzdnymi vnitiky
jsou vZdy ekvivalentni vzhledem ke konecnému rozkladu.

V dalsim budeme potiebovat nasledujici vlastnosti ekvivalence vzhledem ke koneéné-
mu rozkladu

a) vlastnost disjunktniho sjednoceni: jestlize sjednoceni X U X' a YU Y’ jsou dis-

junktniaplatiX = YaX =Y, pak X u X' =YUY';
S S S

b) tranzitivnost, takze zde vznika relace ekvivalence: jestliZe X = Ya Y = Z, pak
s J
existuji koneéné rozklady Py a P, mnoZiny Y, které odpovidaji rozkladim mnoZin
X a Z; je-li tedy P kone¢ny rozklad mnozZiny Y jemnéj§i neZ Py a P, lze jeho jednotlivé
¢asti vhodné premistit tak, Ze vytvofi jak mnozZinu X, tak i Z, coZdavd X = Z; a nakonec
f
¢) vlastnost analogickd Cantorové-Bernsteinové vét&: jestlize pro X' =X a Y <= Y

plati X = Y a X' = Y, pak X = Y. Opravdu, necht f: X — Y’ je bijekce pfifazena
! ! s
k ekvivalenci mezi X a Y a g : X' — Y je bijekce pfifazena k ekvivalenci mezi X' a Y.

Z klasického dukazu Cantorovy-Bernsteinovy véty vyplyva existence podmnozZiny
X" < X' takové, Ze

(f(x)proxeX — X"

lg(x) pro x e X"

h(x) =

je bijekce X na Y (napfiklad X" = X — U “lof)y (X — X')). ZiZeni zobrazeni f ke

kazdé podmnozing jistého konecného rozkladu P mnozZiny X je euklidovskym pohybem
a totéz plati pro g a jisty koneény rozklad Q mnoZiny X'. Rozklady P a Q indukuji na
X — X"a X" rozklady P' a Q'. Sjednoceni P’ U Q' je koneény rozklad mnoZiny X tako-
vy, Ze zOZeni zobrazeni i ke kazdé jeho podmnoZiné je euklidovskym pohybem, coz
dokazuje ekvivalentnost X a Y.

Vratme se nyni k ditkazu paradoxu tam, kde jsme jej opustili, tj. k jednotkové sféfe S
rozdélené na CEtyfi ¢asti A, B, C, D takové, Ze D je spocetnd mnozina a plati 4 = B = C
a A = B u C. Uvazujeme dalsi dvé sféry S" a S” o poloméru jedna, jez jsou disjunktni.
Translace, kterd prevadi S v S’ (resp. S”), pfevadi mnoziny 4, B, C, Dv A', B', C', D’
(resp. A", B", C", D”). Kazdé dveé z deviti mnozin 4, A’, A", B, B, B", C, C" a C" jsou
shodné a ze vztahu A = Bu Clze odvodit A = A" VA" B=B uUB’,C=C u/(",

s S S
a pomoci disjunktniho sjednoceni dostivame

(S—D)=(5 - D)u (s — D).
i

Tim ziskavame Hausdorffav vysledek: s vyjimkou spocetné mnoZiny je sféra S ekvi-
valentni vzhledem ke koneénému rozkladu s disjunktnim sjednocenim S” U S”. Néasledu-
jici uvaha patfi Banachovi a Tarskému: vylouceni spofetné mnoZiny a potom zobecnéni
na libovolné podmnoZiny.

Abychom eliminovali mnoZinu D, zvolme = takové, Ze z a —z patii do S — D. Ty
rotace kolem osy Oz, pro néz plati
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VneN VxeD VyeD rx+Yy

tvofi neprazdnou mnoZinu, nebof jeji doplnék je spoCetny. UvaZujeme tedy takové
r, e mnoZiny D, rD,..., r"D,... jsou po dvou disjunktni. Oznacime-li U jejich sjedno-
ceni, plati rU = U — D, takze U = U — D. Odtud plyne U u (S — U) = (U — D) u
J
U (S — U).tj. S = (S — D). Stejné tak se dokaze S’ = (S' — D')a S" = (S” — D"), coz
! ! !
dovoluje upravit Hausdorffiv vysledekna S = S’ u S".
!
Existuji tedy rozklady (S;,..., S,,,), (S1..... S,) a (S{,....,Sy) sfér S, S" a S”

takové, Ze S; = S},..., S, =S, Sup1 = S7,..., Spyn = Sy. Jestlize nahradime S,

mnozinou {J tS;a S;a S} analogickymi mnoZinami, dostdvame
o0<t=s1

T {0} = (1~ {0} u (1~ {0)).

kde T, T"a T” jsou uzaviené koule s hranici S, S’ a S” a 0, O’ a 0" jsou jejich stiedy.

Odtud se snadno odvodi T= T’ u T". K tomu stali ovéfit, Ze plati T— {0} = T
s s
nebo, protoZe odividng¢ T — {0} T T — {x} pro kaidé xe S, ze plati T — {x} =
s
pro n&jaké x € S. Ale to plyne z ekvivalence S — {x} = S (viz vy§¢ — mnoZina {x} je
S

je spoletnd), k niZ pak stali pfipojit mnoZinu T — S.

Vime tedy, Ze jednotkova koule je ekvivalentni dvéma jednotkovym koulim. Indukci
se snadno dokaze, Ze sjednoceni n disjunktnich kouli je ekvivalentni vzhledem ke konec-
nému rozkladu s jednou jednotkovou kouli pro kazdé n = 1.

AzZ dosud jsme nepouzili Cantorovy-Bernsteinovy vlastnosti. Ta nyni poslouZi k pfe-
chodu od kouli k libovolnym mnoZinam.

Necht X < R? je ohraniena podmnozZina, kterd obsahuje uzavienou kouli X’ o po-
loméru r > 0. MnoZinu X je moZno rozloZit na konecny pocet ¢asti, feknéme »n, z nichz
kazda je obsaZena v néjaké kouli o poloméru r. Oznaéme Z sjednoceni n disjunktnich
uzavienych kouli o poloméru r. Podle definice Cisla n, X je ekvivalentni vzhledem ke
konecnému rozkladu jisté ¢asti Z' < Z. Na druhé strang, pfedchozi vysledek o jednotko-
vych koulich se pomoci homotetie zobecnina koule o poloméru r, odkud plyne X’ = Z.

S

Diky Cantorové-Bernsteinové vlastnosti dostavame X = Z, atedy X = X'.
s !

Jestlize nyni X a Y jsou dvé ohraniené podmnozZiny v R® s neprazdnymi vnitiky, pak
obsahuji koule X" a Y’ téhoZ polomérur >0azX =X a Y=Y plyne X = Y. Tim
je paradox odvozen v celé jeho obecnosti. g ! d

Poznamky

Tyz paradox neplati v R” pro n = 1 nebo 2. Banach totiz dokazal, Ze existuje jednodu-
Se aditivni mira, kterd je definovana na vSech podmnozinich v R?, je invariantni vzhle-
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dem k euklidovskym pohybim a na borelovskych mnoZinach splyvd s Lebesguovou
mirou (tato konstrukce vyuZivda komutativnosti grupy SO,, coZ neplati pfi n = 3).
K paradoxu tedy nedochazi v R2. Jestlize viak v definici X = Y nahradime euklidov-
ské pohyby pfimymi afinnimi transformacemi, které zachovavaji Lebesguovu miru, pak
paradox nastava i v dvourozmérném pfipadé.
Nehledali jsme zde konstrukci, ktera by byla co nejvice ekonomicka. Raphael Robin-

son ukazal S = S' U S” s tim, Ze kazda sféra S’, S” je rozdélena na tfi ¢asti.
!
V jednorozmérném piipadé fekneme, Ze A = B, jestlize existuje 1-lipschitzovskd

bijekce A na B,a A > Bznamena. Ze existuji rozklady (4,,..., 4,)a(B,,..., B,) mnoZin
s

A a B takové, Ze A; = B, pro viechna i. Zde neplati [0,1] = [0,10], ale plati [0,1] =

s s

> [0,10].
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Neutrina, Slunce a vesmir

A. D. Cernin. Leningrad

Fyzika elementarnich Castic a astrofyzika — dvé védecké oblasti, které se zabyvaji
pfirodnimi jevy nejmenSich a nejvétsich prostorovych méfitek — odhaluji stale vice
jevi svédCicich o hlubokych vzajemnych vnitfnich vazbach. Je neustdle zjevnéjsi, Ze
vlastnosti elementarnich Castic do zna¢né miry urCuji stavbu a vyvoj hvézd, galaxii
a celého vesmiru. Na druhé strané zastoupeni jednotlivych elementarnich ¢astic a do-
konce i jejich plivod jsou urdeny bouflivymi procesy béhem kratkého okamziku po
pocateéni singularité.

Nejnovéjsi objevy, mezi nimi pfedev§im urceni klidové hmoty neutrina, které bylo
americkymi a sovétskymi védci ozndmeno na jafe 1980, nas pfiblizily k porozuméni
nejhlubSich zakonitosti vesmiru. Ukazuje se, Ze odpovéd na otazku, zda vesmir je
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