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ZPRAVY, JUBILEA, HISTORIE

TEORIE ELIPTICKYCH FUNKCI U WEIERSTRASSE

Jiii SMELHAUS, Praha

TEORIE ELIPTICKYCH FUNKCI PRED WEIERSTRASSEM

Pozornost matematikft v 18. stol. se soustiedila na infinitezimdlni polet a jeho
aplikace v mechanice. Mnoho tloh z infinitezimdlniho po¢tu motivovala viak také
geometrie. Je to zejména feSeni rektifikace a kvadratury v roviné, respektive kom-
planace a kubatury v prostoru.

Mezi prvnimi rektifikacnimi ulohami bylo stanoveni délky oblouku elipsy. Tato
Giloha se dd snadno pevést naintegraci § \/[1 + f'*(x)] dx, kde f(x) = bfa \/(a® — x?)
(z rovnice elipsy). Takto ziskany integrdl

e

1ze substituci x/a = z pievést na tvar

1 — kz?

N =i

a* — b?

a2

kde

k =

Integrujeme-li ddle po &lenech a provedeme-li v druhém integrdlu substituci z* = f,
dostaneme

aJ‘ dz B g_lf‘[ tdt
JI =2 = kD] 2 JJI = 0 (1 = k)]

Tyto integrdly byly nazvdny vzhledem k povaze ulohy eliptickymi integrdly po fadé
prvniho a druhého druhu.

Z hlediska integrdlniho poctu dostala tloha brzy obecnéjsi formulaci, totiz fesit
integral (zde a vSude v dalsim se mini oviem neur¢ity) typu

J”P(x; VIRG)D dx,

kde P(x; y) je raciondlni funkce prom&nnych x a y a R(x) polynom tfetiho nebo
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&tvrtého stupné (mezi obma p¥ipady neni totiZ podstatného rozdilu, nebof lze
jednoduchou substituci pfevddét jeden v druhy). Brzy se viak ukdzalo, Ze tento inte-
grdl na rozdil od pfipadu, kdy R(x) je prvniho nebo druhého stupné, nelze vyjadfit
pomoci elementdrnich funkei. Tyto integrdly na sebe soustfedily pozornost matemati-
ki a brzy se dostavily prvni vysledky. Bylo napf. zjisténo, Ze kazdy integrél tohoto
typu lze vyjadfit jako linedrni kombinaci ndsledujicich tfi integrdlt

dx J’ xdx J dx
JRE) T JVRE) T Jx = a) JR(E)
které byly nazvdny eliptické integrdly postupné prvniho, druhého a tietiho druhu.
(Srov. tilohu o rektifikaci elipsy!)

Ve dvacdtych letech 19. stol. se stdvaji pfedmétem Sirokého zdjmu funkce inverzni
k eliptickym integrdlam, tzv. eliptické funkce. Motivem zminéné inverze byl integrdl
fdx/\/(R(x)), kde R(x) je polynom druhého stupng, specidlné R(x) = 1 — x2.
Inverzi tohoto integrdlu obdrzime funkci sin x a vznikd tedy pfirozend otdzka, zda
nebudou eliptické funkce analogem funkci goniometrickych na ,,vy$§i tGrovni®,
jako je tomu se stupném R(x) v eliptickém integrdlu {dx/\/(R(x)) v porovndni se
stupném 1 — x? v integrdlu [ dx//(1 — x?). NiZe v textu uvidime, Ze dal¥i vyvoj
presné vymezil vyznam slov v uvozovkdch a otdzku zodpovédél kladnég.

JestliZe jsme vSak jiZ prekrocili hrani¢ni ¢aru obou stoleti, nelze nevénovat zminku
jednomu z nejvétsich matematikt vSech dob GAUSSE (1777 — 1855), jehoZ genialni ob-
jevy, spadajici pravé do prelomu 18. a 19. st., je moZno povaZovat za jistou chrono-
logickou anomalii. D4 se totiZ fici, Ze koncem 18. stol. a na zacatku 19. stol. roziesil
principialné velkou ¢ast probléml charakteristickych pro vyvoj matematiky zhruba
v prvni poloving 19. stol., kdy se jimi jeho nasledovnici znovu zabyvali a znovu vyiese-
né rozpracovavali do ucelenych teorii.

Po této poznamce se opét miiZeme vratit tam, kde jsme nase sledovani vyvoje
eliptickych funkci opustili, tj. do dvacatych let 19. stol., ktera jsou nerozluéné spjata
se jmény ABEL (1802 —1829) a Jaconi (1804 —1851). Oba slavni matematikové zauji-
maji v té dob& dominujici postaveni v rozvoji eliptickych funkeci.

Kolem r. 1825 jsou sice publikovany je§té stéZejni prace zabyvajici se problémy
eliptickych integralda — CaucHY ptichdzi dokonce s objevnou myslenkou zobecnit
obor integra¢nich mezi na komplexni &isla, o coZ se nakonec pokousi i u integracni
promérné Abel i Jacobi — nicméné i do této oblasti prorazi, zejména v osobg& Jaco-
biho, idea funk¢niho pojeti analyzy. Zavedeni eliptickych funkci a poloZeni solidnich
zékladi jejich teorii je pravé Jacobiho dilem (od ného pochazi i terminologie).

V tomto stadiu se rozchéazi piistup obou velikan®, Abela a Jacobiho, k danému
problému. I kdyZ Abel zvladl funkeni pojeti v celém rozsahu a jeho prace znamenaji
v tomto sméru zasadni pfinos, jeho zajem ziistal presto upoutan i nadale predevsim
integralni problematikou, zatimco Jacobi se pln& specializuje na eliptické funkce
a objevuje jejich specidlni typy slavné theta-funkce. V r. 1828 dochazi k vyvrcholeni
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objevitelské soutéZe mezi Abelem a Jacobim a pro rozvoj poznatkl o eliptickych
funkcich znamend tento rok také nejvétsi piinos. Nasledujici rok 1829 je rok dule-
Zitych zvratd (Abelova smrt, publikace Fundament — vrcholného dila Jacobiho)
a znamena ziejmé docasny konec prudkého rozvoje eliptickych funkci a integralt.
V letech tficatych nastavé odmiéeni. AZ v r. 1839 jsou vydana v Christianii Abelova
Ocuvres a teprve v letech Ctyficatych nastupuje nova garda se jmény Richelot,
Riemann a Weierstrass v Cele.

V 1. 1846 se setkavame opét s imaginarnimi mezemi u eliptickych integrald, tento-
krit uZ na solidnim zakladé Cauchyho teorie funkci komplexni proménné. Vystavbu
zakladd této teorie dovriuje RIEMANN o pit let pozdéji, tj. r. 1851. K eliptickym inte-
grailim se roku 1859 vraceji i RICHELOT a HERMITE.

OSOBNOST WEIERSTRASSOVA A JEHO DILO

V poloving 19. stol. se jiz setkavame s dalsim zvuénym jménem — Karl WEIER-
STRASS —, které v sob& skryva celou dalsi samostatnou epochu vyvoje eliptickych
funkci. Rad bych pii této pfilezitosti pfipomenul, Ze v roce 1965 uplynulo pii-
druhé stoleti od Weierstrassova narozeni.

Odbolme nejprve k nékolika biografickym poznamkam, nebotf u Weierstrasse,
jehoZ publikacni ¢innost byla tak mimotadné skoupa, byvaji pravé Zivotopisna data
casto jedinym indikatorem pfi zjistovani, kdy a k jakym vysledkim dospél.

Na rozdil od prevazné vétsiny némeckych matematikt protestantskych pochéazi
Weierstrass z kruhii katolickych. Narodil se 31. fijna 1815 v Ostenfelde, v rodiné
ufednika a katolické prostiedi mélo velky vlivina cely jeho dalsi vyvoj. Ve Ctrnacti le-
tech zadind navstévovat gymnasium v Paderbornu (1829—1834). Tam sc¢ do jeho
rukou dostiva Crelledv Zurnél, price Steinerovy a konecné hlavné prave vysla
Fundamenta. JiZ tehdy ho matematika tak zaujala, Ze si s neuvéiitelnou namahou
dopliioval nutné piredb&zné znalosti. Pak nasleduji jeho studentska Iéta (1834 - 1838)
v Bonnu, kde studuje prava. Je aktivnim ¢lenem Corps Saxonia a vypravi se o ném,
7e kazdy vecer pattil v hospedach k nejveselejSim a nikdy nechybél na Sermifském
kolbisti. Zeela jinym stylem travi 1éta 1839 —1840. Studuje na akademii v Miinsteru
u Gudermanna, kde zaroveii sklada r. 1841 ucitelské zkousky a sam si voli téma ufi-
telské prace: ,,Uber dic Entwicklung der Modularfunktionen®. Tato prace je oti§téna
v 1. dile jeho sebranych spisti. V nékterych vécech navazuje na Abela a obsahuje
zarodky mnohych pozdéjSich Weierstrassovych praci. Pritomnost Krystofa GUDER-
MANNA zplsobila zménu v dal§i Weicrstrassové kariéfe. Gudermann Weierstrasse
nadchl a plné ziskal pro matematiku. Jemu vdéci Weierstrass i za inspiraci v mno-
hych napadech, nebof jiz Gudermann si napt. uvédomil, Ze teorii eliptickych funkei
lze zavést mnoha rozliénymi zptisoby a chtél poloZit za zéklad analyzy rozvoj funkci
v mocninné fady. V té dob& se Weierstrass seznamil do hloubky téz s dilem Abelo-
vym, o kterém sam fikal, Ze ho provazi vSude. I pozdé&ji jako pedagog daval jako prvni
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a posledni radu svym studentiim: ,,Ctéte Abela!* V letech 1842 aZ 1848 plisobi jako
gymnasialni ucitel v ,,Deutsch Crone* v zdpadnim Prusku. Pak pfechazi na rovno-
cenné misto v Collegiu Hoseanu v Braunsbergu ve vychodnim Prusku. Tam setrvava
do r. 1855. Z tohoto obdobi, kdy piisobil jako uditel v zapadlém méstecku, pochazi
fada tviréich myslenck. Ponévadz si ve zna¢né finanéni tisni nemohl opatiit novou
literaturu, jeho originalita se vyvijela, aniz byla ovlivnéna soucasnymi mddnimi
myslenkami. Nezavislost ndzort takto ziskanych charakterizuje i jehc pozdéjsi prace.
Ve svych pfednaskéach rozvijel vysledky ze svého vlastniho fondu a neodvolaval se
skoro nikdy na préce ostatnich.

Rok 1854 znamena obrat ve Weierstrassové Zivoté. V tomto roce publikoval
v Crelleové Zurnalu své dosavadni vysledky, které vzbudily v Berliné senzaci. Bylo
to veledilo, jehoZ autorem byl nezndmy venkovsky ucitel. Richelot, ktery byl v Kra-
lovei pokracovatelem Jacobiho, presvédcil svou universitu, aby udélila Weierstrassovi
titul doctor honoris causa. Vlivem a pfi¢inénim némeckych matematikit obdrzel
Weierstrass od r. 1856 misto matematika na Polytechnické Skole v Berliné. Na podzim
téhoZ roku byl jmenovan mimofadnym profesorem berlinské university a zvolen
¢lenem Berlinské akademie. Jeho pfednédsky na université byly je$t€ znaéné neurovna-
né a zmatené, tiebaze obsahovaly genialni myslenky. Musil brat ¢asto celé hodinové
pasaZe zpét a prednaset je znovu, jinak. Pozdé&ji mél pfi psani na tabuli i nivaly za-
vrati, a tak od roku 1861 povéfoval psanim na tabuli vidy nékoho z posluchaci. Jiz
cely rok se u ného projevovaly stopy prepracovani, které v r. 1861 vyustily v Gplné
nervové zhrouceni, takZe prednaskové Cinnosti pfechodné zanechal. V zimnim se-
mestru 1862/63 byli posluchaci pfekvapeni, kdyz v pifednasSkovém cyklu o eliptickych
funkcich byly na misté Jacobiho funkci uvedeny poprvé vyhradné vlastni funkce
Weierstrassovy. Rok 1864 pfinesl Weierstrassovi jmenovani fadnym profesorem na
berlinské université. Je§té &tvrt stoleti neustale rostl pocet posluchaci na Weier-
strassovych prednaskach, které byly vzhledem ke své pedagogické kvalité a odborné
hodnoté neustale stiedem pozornosti a uznani. V zimé& 1889/90 uskutecnil Weierstrass
posledni pfednésku, a to z varianiho po&tu. V poslednich letech byl stile vice suzo-
véan bolestivou nemoci, které 17. tnora 1897 v 82. roce Zivota podlehl.

Z Weierstrassovy korespondence se nezachovalo téméf nic. Své jesté nepubliko-
vané spisy ptjoval kde komu, aniz by si o tom &inil poznamky. Mnozi Zaci mu vy-
pljcené vici nevratili a néktefi si dokonce bezosty$né privlastnili myslenky svého
ucitele a publikovali je pfepracované jako vlastni vysledky.

Weierstrassovy pisemnosti utrpély jest€ jednu velkou ztratu. Pii svych castych
cestach vozil s sebou velkou krabici, do které skladal vSechny poznamky a rozné
verze zéapiskil, nebot kaZdou teorii prepracovaval nékolikrat, aZ naSel nejvhodné&jsi
zplsob objasnéni. Rika se, Ze vétSina jeho napadii byla svéfena tajemné krabici.
A 1. 1880, kdyZ byl Weierstrass na prazdninové cestg, byla pravé tato krabice zaloZena
nékde mezi zavazadla a vice o ni nikdo neslysel.

Dosah této ztraty pro poznani Weierstrassova dila pochopime nejlépe, kdyZ si
uvédomime, na jaké potiZe nardZime vzhledem ke skoupé publikaéni Cinnosti Weier-
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strassové. S vyjimkou nékolika pocate¢nich publikaci neformuloval své prace pro tisk
sam. Povéfoval vzdy nékterého ze svych nejlepSich posluchacéii, aby zpracovali
prislusny cyklus jeho pfednasek pro tisk. Vzhledem ke stavu Weierstrassovych
pisernnosti, jak byla zminka vyse, byli tito vydavatelé odkazani ¢asto na staré zapisy
prednasek od posluchadii, eventualné jejich opisy z nékolikaté ruky. Teprve r. 1861
byly prvné Weierstrassovy prednasky, pfepracované a opravené s jeho védomim,
zverejnény.

Weierstrass skuteéné nalezi k autorim, u nichZ lze jen s nejvétsim usilim, a ¢asto
téZ bez vysledku urdit, kdy, v které souvislosti a jak pfisluSny objev formuloval.
S odpovidajicimi potiZzemi dochazelo postupné poéinaje rokem 1894 k vydani jeho
sebranych spisu, z nichz pouze prvé dva dily ze sedmi vysly za jeho Zivota, posledni
pak r. 1927.

ELIPTICKE FUNKCE U WEIERSTRASSE

Podivejme se nyni podrobné&ji na Weierstrasstiiv pfinos teorii eliptickych funkci.
Souhrnné bychom ho snad mohli hodnotit slovy: Nesmrtelnou zdsluhou Weier-
strassovou zlstane vybudovani ucelené teorie z izolovanych vysledkl a jeji pfesné
zdivodnéni na zdklad€ teorie funkci komplexni proménné, zejména teorie analy-
tickych funkci v dnes$nim slova smyslu.

Weierstrass publikoval své prednasky o eliptickych funkcich na zdklad¢ klasického
pojeti Jacobiho, tj. pouZitim inverze integrdlu

_dx
VR(x))
kde R(x) je polynom 3. nebo 4. stupn& bez kvadratickych déliteld, jako vychoziho

bodu. Na rozdil od svych ptedchiidcd pfichdzi s uplné novym normovanym tvarem
integrandu:

(1

ds
\/(453 — ga2S — gs) ,

o jehoZ souvislosti s obecnym tvarem (1) formuluje ndsledujici tvrzeni:

Necht R(x) je libovolny polynom ve smyslu (1).
Necht \/(R(x)) je kterdkoliv z obou hodnot, kterych miiZe odmocnma nabyt.
Necht

0 = JRE0) VIRG) + R(so) + IR o) (e = x0) | L e
24

2(x = xo)?

Vm=( R _1 R“>)¢m@m ( ““)—E-R“Q)Jw@»

(x = x0)> 4 (x — xp)? (xo — x> 4 (xp — x)?

(xo je libovolnd konstanta).
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Potom

2)

dx _ _ds_
VIR(x)) J(s)’

kde S =4s® —g,s —gs a g,; g;jsou na x, nezdvislé.

Diikaz tohoto tvrzeni stavi Weierstrass disledné na zdkiad algebraicky, zatimco
cely dalsi postup predndSky nese charakter Cisté weierstrassovsky, tj. nového pfistupu
pomoci rozvoje analytickych funkci v mocninné fady P(z — a), resp. P(1/z), a ana-
lytického pokraCovdni analytické funkce. Celd jeho metoda zdleZi v pf¥isloveéné
welerstrassovské presnosti, zejména ve velmi opatrném zachdzeni s nekoneénymi
fadami, kde pojem stejnomérné konvergence u ného vystupuje do popfedi a pozdgji
se stdvd dalezitym dikazovym prostiedkem.

Pomoci (2') pfevedme integraci v (1) na diferencidlni rovnici

. ds\2
(3) (_s> =45’ — g8 — g3

du

a jeji specidlni feseni oznaéme s = gpu, plati-li lim pu = oo. Tuto specidlni funkeci
u-0

bere Weierstrass za zdkladni kdmen celé své teorie. Konstruuje jeji rozvoj v okoli
bodu 0:

(3/) pu = g3

1
_+&u2+_
2 28

ut + ...,
u 20

kde vSechny koeficienty p¥i mocnindch u jsou celé funkce g, a g;. Pro odvozeni
additivniho teorému pouzivd Weierstrass vztahtt (2) pii specidlni volbé R(x) =
= 4x® — g,x — ¢g;. Podle definice p miZeme psit x = pz. Zavedme novou pro-
ménnou z = u + v a dostdvdme x = @(u + v); s = pu. Podle definice p musi pro
u — 0 platit s > oo. Odtud plyne pomoci vztahu (2), Ze x — x, neboli x, = puv.
Dostdvdme tedy podle (3):

JR(Ex) = £'(u +v) 5 R(xo)
R'(xo)
V(R(xo)) = £p'v; R"(xo) = 24pv .

Po dosazeni do (2) a po uprav& dostaneme

4% — g0 — g,
12p%0 — g,

(p(u + v) + pv) 2p(u + v) Pv — 1g:) — g5 + ep'(u + v) v

Pou =
2p(u + v) — pv)?

kdee = +1.

PiSeme-li u misto u + v a vezmeme-li podle (3') v ivahu sudost funkce pu a z ni
plynouci lichost gp'u, dostdvdme
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(pu + pv) Qpupv — 1g,) — g3 — ep'up'v

plu +v) = 2pu — pv)?

Rozvinutim funkce g v Fadu podle (3') a porovndnim koeficientit pii ¢lenu s uv
dostdvdme ¢ = 1. Tim je ddn additivni teorém funkce g

(pu + pv) 2pupv — 1g,) — g3 — P'up'v

plu+o) = 2pu — pv)?

’

ktery obdrzel Weierstrass cestou ryze algebraickou. Pomoci tohoto teorému kon-
struuje vyjadieni gnru pomoci pu a tim zdroveii rozsifuje pfedpoklddany polomér
konvergence r na nr, ¢imz dokazuje, Ze defini€énim oborem je celd kompiexni rovina.

Formulujeme-li additivni teorém jako algebraické vyjddieni g(u + v) pomoci
@u, v a jejich derivaci, snadno se nam vybavi obdobnd vlastnost goniometrickych
funkci (napf.: sin(x + f) = sin a(sin B)’ + sin f(sin )’). UvEédomime-li si jests,
Ze funkce sin u je inverzni funkcik u = [ dx//(1 — x?) (srov. s eliptickymi integrdly),
snadno nds napadne, zda analogic nen{ hlubsi povahy. Ovéfme, jak to vypadd
s nejcharakteristi¢téjsi vlastnosti goniomerickych funkci, s periodicitou.

Zkoumejme za tim ucelem nejprve otdzku jednoznaénosti feSeni rovnice pu = s.
Weierstrass vychdzi z této dilezité véty, jejiz dikaz poddvd pomoci vlastnosti moc-
ninnych fad:

Necht' s a t jsou libovolnd ¢isla vykovujici rovnici t* = 4s® — g,s — g5. Potom lze
najit (pomoci konecného poétu rozvinuti v Fady) vidy takové éislo u, pro néz pu =
=s;p'u="=1t.

~ Oznalme ey, e,, e, kofeny polynomu 4s®> — g,s — g,. Podle uvedené vity existuje
ke kazdé dvojici s = e;; t = 0 Cislo u = w; takové, Ze pow; =e¢;p'w; =0, i =
=1,2,3.

Weierstrass fesi ddle otdzku, zda takové u ve zminéné vété existuje jediné. Pred-
poklddd existenci dvou takovych Cisel u’ a u” a dokdZe, Ze musi spliiovat vztah u” =
= 4u’ + w, kde w je polem funkce pu, tj. pw = co (uvddim znadeni uZivané
Weierstrassem, kterému nutno rozumét lim pu = o). Na otdzku, zda naopak kazdy

u-rw
pol w funkce pu splituje rovnici p(+n + w) = pu, odpovidd Weierstrass kladng,
pritem# vychézi z additivniho teorému a uZiv4 limitniho prechodu gw — 0. A ko-
neéné teprve v posledni fazi ukazuje Weierstrass, Ze gu mad kromé u = 0 jesté dalsi
poly: Z additivniho teorému totiz plyne, Ze @(u + v) = p(u — v), je-li p'v =0,
tj. pro v = w;. Po substituci u + v za u dostdvdme @(u + 2v) = pu, odkud plyne
@2v = oo tj. vS§echny body 2w, jsou pdly a podle vySe uvedené vlastnosti zdroven
periody. Protoze zddné dvé& periody téze funkce nemohou byt v iraciondlnim poméru
a snadno se dd ukdzat pro 2w; a 2w;; i # j, Ze nejsou ani v poméru raciondlnim
(sporem), vyplyvd z toho, Ze Zddné dv& z uvedenych period nejsou v redlném poméru,
a jsou tedy (pfi vektorové predstavé komplexni roviny) nezdvislé. Ditkazem existence
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primitivniho pdru period (tj. takového, jehoZ je kaZdd perioda linedrni kombinaci
s celociselnymi koeficienty — napf. plati 2w, = 2w; + 2w;) dosp&l Weierstrass ke
koneénému feseni vytéeného problému:

Funkce pu je prdvé dvojperiodickd.

Ndzorné predstave této vlastnosti poslouzi komplexni rovina nezdvisle proménné,
kterd na rozdil od pdst pfi jednoperiodickych funkcich (viz funkce goniometrické)
je rozdé€lena na rovnob&Zniky period (viz obr., kde je zndzornén reliéf funkce ou).

—-

=
st
el

Obr. Reliéf funkce gau; prevzato z [4]) str. 100 vEetn€ drobnych odchylek v oznaleni.

Zdroven s funkci pu zavddi Weierstrass dalsi zdkladni funkci své teorie ou, kterd
s u souvisi vztahem
d? lg ou
4)

= —
¢ du?

v

z ndhoZ je pomoci vlastnosti mocninnych fad vyvozeno nékolik nejdileZitéjSich
vlastnosti, jako lichost, celistvost, rozvoj ve tvaru
5 7
u u
ou=u-22"% _ 693 — — ...,

2 5! 7!
kde dalii koeficienty jsou rovn&Z celé funkce g, a g5. Ze vztahu (4) dostdvdme stejny
polomér konvergence jako u gu a i zde se dd obdobnym zplisobem rozsifit na celou
komplexni rovinu. Vztah (4) je moZno pfepsat ve tvaru

o' u — ouc’u
)
a*u

pu =
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odkud plyne moznost vyjddiit gu jako podil dvou vSude konvergentnich fad, tj.
dvou celistvych funkci promeénné u.

Radu zajimavych vlastnosti maji tzv. pilperiody ;, které hraji zejména u funkce
ou dilezitou roli. Zavedme znaceni w = w;, ® + @ = ®,, ® = w;. Pro funkci ow
se dd odvodit vztah

g-(u + 2mw + 2nw') = Cu+romZlo+mT o,
o o o o

odkud dospivd Weierstrass k tzv. Legendreovu vztahu

. ’ ! . ’
O sgn| Re @ s
ww' 2 iw

’
a
o

znaCime-li

o'
ag

Kromé toho zavddi Weierstrass nové tfi sudé funkce

o(w, — u
ou = exp (n,u} o(@, — ) ;o a=1,2,3.
ow

a

D4 se ukdzat, Ze i tyto funkce souvisi jednoduse s funkci gpu:

o'y = —o THOTM o(2u)
2 o~ o
au otu

Prvni z téchto vztahi ddvd snadno tusit, Ze podily o,ufou jsou dvojperiodické,
nebot vzhledem ke kvadrdtu mohou s kazdou periodou funkce pu ménit ncjvyse
znameni. Pfi podrobnéjsim vysetfeni dochdzime dokonce k zdvéru, Ze i funkce
(o/o,) u; (0,/o,) u jsou dvojperiodické. Uvedené vlastnosti funkei ou a o,u a jejich
podilll jiZz napovidaji, Ze tyto funkce pfedstavuji Weierstrassovo analogon Jacobiho
funkci 3; 9, a sn u, cn u, dn u. Tuto domnénku ndm skuteéné v podstaté potvrzuji
vztahy '

5 au = (2 L — e3)
© " <\/(‘-’1 - @3)> Ve ‘

u

cnu = — [ — —
03 <\/(91 - f’s))

dnu =22 ( A
\/(91 - 6’3)/
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Obg sady vyse uvedenych vztahii nds pfivdd&ji ke dvéma otdzkdm. Sada (5), kde
v podstat€ jde o pouhou linedrni substituci, vede k otdzce, v em spocivad piinos sigma-
funkci v porovndni s theta-funkcemi, a sada (6), jaky je vyznam faktoru exp (7u?[2®),
ktery ve vSech vztazich vystupuje. Ponévadz druhd otdzka odpovidd zaroveti na prvni,
podivejme se nejprve na vztahy (6). Faktor exp (fju®[2®) zptisobuje — [3]) str. 283 —,
Ze chovini theta-funkei pfi zméné u o w a ' jiz postrddd symetricky charakter, ktery
byl u sigma-funkci. Tento rozdil tkvi pravé v samé podstaté rozdilnosti role Weier-
strassovy a Jacobiho v teorii eliptickych funkci. Zatimco Weierstrass, jak bylo jiz
poznamendno, vytvafel precizni teorii, k niZ potfeboval co nejjednodussi a nej-
elegantnéjsi apardt, ¢emuz sigma-funkce svym charakterem piné vyhovovaly, byla
situace u Jacobiho podstatné jind. Klein fikd ([5] str. 112), Ze pii piekotném, dravém
uprku védy vpfed neni divu, Ze v jednotlivostech ztistalo mnohé nedokonéeno. Jako
podstatnou mezeru mZeme povaZovat jak v teorii Abelové, tak u Jacobiho to, e
jakykoliv diikaz jednoznaénosti, ba i jeho pouhd potieba uplné chybi a podobné
i mnoho dalsich véci. Jacobi se pry k tomu sdm jednou vyjddfil: ,,Meine Herren, fiir
Gauss-sche Strenge haben wir keine Zeit*. Je tedy vidét, Ze Jacobiho spontdnnosti
Iépe odpovidaly theta-funkce, které maji mnohem bohatsi rejstiik zajimavych vlast-
nosti nez sigma-funkce (jsou dvojperiodické, maji nadfazenou funkei, tzv. obecnou
theta-funkci, souvisi s nékterymi dileZitymi problémy teorie &isel ap.). Klein sdm
uznal velkou Jacobiho autoritu, kdyZ p¥iznal, Ze Weierstrasstiv novy piistup k celému
problému nutno hodnotit tim vySe, kdyz uvdzime, jak autoritativné byla zakofenéna
Jacobiho teorie, kterou si Weierstrass dovolil podle vlastniho ndzoru piebudovat.

Dalsim z nejcenngjsich Weierstrassovych piinost je dtikaz jedné ze zdkladnich vit
o celistvych funkcich a jeji aplikace na eliptické funkce prostfednictvim ou. Mdm
na mysli vétu, kterd je de facto zobecnénim zdkladni véty algebry na ,,nekonecny
stupeii‘‘. Touto otdzkou se do jisté miry zabyval jiZz Cauchy, ale teprve Weierstrassovi
se podaftilo zobecnéni na libovolnou celou funkci:

ez|81
SN———

Necht je ddna celistvd funkce f(u) s nekonecné mnoha nulovymi body. Necht ay = 0
Jje jeji nulovy bod Fddu p a ostatni nulové body a, + 0 tvoii nekonecnou posloupnost,
kterd nemd v konecnu Zddny hromadny bod.
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Necht existuje celé m = 0 tak, Ze 'y, |1]a,|"** konverguje, zatimco Y. |1]a,|™ diver-
. n=1 n=1

guje.

Potom lze psdt

f(u) = exp (g(u)) u” [ ]

0
n=1

<1 _ _) exp[ Y (1)r)ufa,)]

n r=1

kde g(u) je celistvd funkce.

Exponencidlni faktor v jednotlivych Cinitelich zajisfuje stejnomérnou konvergenci.
Pomoci této veéty ziskal Weierstrass kromé zndmého vztahu

v )]

také jednu ze zdkladnich formuli celé teorie, rozvoj funkce ou v nekoneény absolutné
konvergentni soucin:

ou=ul[ <1 - f’_) exp (ulw + T u?[w?); w=2mw + 2nw’ £ 0,
w w

ktery dovoluje pomoci celé fady transformaci a uprav vyjddfit vSechny potfebné
funkce ve tvaru nekonecnych soudinti nebo fad.

Weierstrass mél vsak neustdle jeden hlavni cil pfed sebou, vytvofit ucelenou teorii
eliptickych funkci, pfi¢emz eliptickou funkci rozumi dvojperiodickou meromorfni
funkci. Potfeboval tedy néjaké pojitko mezi obecnou eliptickou funkci a zndmymi
specialnimi funkcemi. Takovy prostfedek nasel ve forme véty:

Budiz f(u) eliptickd funkce Ffddu r = 2 s periodami 2w a 2w', nulovymi body
' Uy, ooy U, @ poly* vy, ..., 0.
Budiz

r r

Yo=Y u = =2kKo+ 2ko.
=1 =1
Potom

f(ll) = CCXp [(u(2k';7 — 2kn")] fl ETL” — uy)

=1 o(u — v)
Vedle tohoto zplusobu je mozno vyjadfit kazdou eliptickou funkci také pomoci
funkce pu. Weierstrass formuluje toto tvrzeni ndsledujicim zplsobem:

Kazdou eliptickou funkci f(u) s periodami 2w a 20’ lze vyjddFit ve tvaru f(u) =
= Ry(pu) + 9'uR,(pu), kde R, a R, jsou raciondlni funkce a pu md 2w a 2w’
za primitivni pdr period.

Z této véty piimo vyplyvaji nékteré dalezité dsledky pro ocbecnou teorii eliptickych
funkei. Na pfiklad:

1. Kazd4 eliptickd funkce md algebraicky additivni teorém.
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2. KaZd4 eliptickd funkce vyhovuje jisté specidlni diferencidlni rovnici prvniho ¥ddu.
3. Dve eliptické funkce s tymiZ periodami jsou vdzdny algebraickou rovnici.

Po demonstraci toho, jakou klicovou roli hraji Weierstrassovy funkce o a o v celé
teorii, ukdZeme jeSté strucné na zdvé&r multiplikativni teorém pro funkci pu a pro
sigma-kvocienty. Pro funkci g jej Weierstrass formuluje takto:

_9(pu)e

pnu = — ,
g(s{)u)nz—l

kde indexy n* a n* — 1 ozna&uji stupefi polynomtl g a § vzhledem k gu. Soudasné
konstruuje koeficienty v obou polynomech. Obdobny tvar maji mulitplikativni
teorémy i pro sigma-kvocienty.

O diilezitosti multiplikativnich teorémt piSe sdm Weierstrass toto: ,,Studium
multiplikativnich formuli mélo pro teorii eliptickych funkci velky vyznam, jmenovits
Abelovi bylo podnétem k jeho vyzkumiim.* Timto problémem konéi Weierstrass ve
svych spisech stat o eliptickych funkcich (ddl pokraduje v témZe svazku jiZ eliptickymi
integrdly). Prdv& popsany zplsob zavedeni teorie eliptickych funkci na zdkladé
inverze eliptickych integrdli, ktery byl na pfdni Weierstrassovo s ohledem na histo-
ricky vyvoj zvolen k publikaci jako prvni, nebyl vSak jediny, ktery Weierstrass
vypracoval. Weierstrass vychdzel ve vétSin€ svych prednaSek z véty, Ze eliptické
funkce jsou jediné jednoznalné analytické funkce, které maji algebraicky additivni
teorém. AvsSak ten, kdo by chtél této vlastnosti pouzit jako zdkladny pro hlubsi
vniknuti do této teorie, neobesel by se bez vét z obecné teorie funkci. K publikaci
tohoto zplisobu, ktery mél byt obsahem jednoho z dalsich dilé Weierstrassovych
sebranych spisti, bohuZel viak nedoslo, ackoliv jej lze povaZovat prdvé za jeden
z nejeennéjsich pfinosi Weierstrassovych, nebot ho fadi duchem mezi matematiky
naseho véku. O tom svéd¢&i skutednost, Ze tento zpiisob bud vibec, anebo téméf
viibec nezménény prebird i literatura soudasnd (srov. Smirnov, Privalov, Leja ap.).
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MARYA SKELODOWSKA - CURIEOVA
(*7. 11. 1867 ve Variavé, t4. 7. 1934 v Paiizi)

Stoleté vyro¢i narozeni polské badatelky pripomind zakladni objevy v oboru radioaktivity.
Jsou dnes uz zapomenuté nebo polozapomenuté, piestoZze byly startem k vyvoji novych védnich
obor, jaderné fyziky, jaderné chemie a jaderné energetiky. Bez intenzivni prace pani Curieové
a jejitho manzela Pierra Curie by byl Becquereliiv objev radioaktivity uranu (1896) nepochybné
nadlouho zistal jen nedocenénym piispévkem k zakladnimu vyzkumu fosforescence a fluorescence
prirodnich latek.

Prvni prace pani Curieové je viastné piimym pokracovianim Becquerelova vyzkumu. Myslenka
patrat po radioaktivité t&ch prvka periodické soustavy, které maji nejvétsi atomovou véhu, byla
nasnadé. Neni proto nic divného, Ze soucasné s objevem pani Curieové, Ze i thorium je radio-
aktivni, pfichédzi stejny objev z Némecka, kde jej G. C. ScHmIDT uvetejnil dokonce o 2 dny diive
(4. 4. 1898). Pavodni a nikym nenapodobeny byl ndapad pani Curieové zkoumat radioaktivitu
uranovych rud. Byl uz cilevédomé zaméien na hledani novych a dosud neznamych radioaktivnich
prvki. Bez tétc pracovni hypotézy nemél cely vyzkum smyslu ponévadz uranova ruda nemohla
zatit intenzivnéji nez Cisty kovovy uran stejné vahy. Dalsi dileZity a spiSe intuitivni neZ pokusy
podloZeny byl experimentdlni postup pani Curicové, zachovavajici pokud mozno stejné dozi-
metrické podminky. Nic se tehdy nevédélo o povaze radioaktivniho zafeni samotného a o jeho
absorpci v hmotném prostiedi. Prekvapujicim vysledkem byl jednoznaény ditkaz, Ze uranové
rudy obsahuji nezndamé prvky, jejichZ radioaktivni zafeni je pti stejné vaze az o nekolik set procent
intenzivnéj§i nez zareni Cistého kovového uranu. Tento vyzkum, ktery vedl k objevu polonia
a radia, tvof nejvyznamné&jsi ¢ast celého Zivotniho dila pani Curieové. Dalsi jeji préici charakte-
rizuje neobyCejné pile a uporna vytrvalost. Na jeji naléhani se Pierre Curie rozhodl spolupracovat
s ni na izolaci radia ve zvazitelném mnoZstvi.

Bylo potiebi neobylejného elinu k této dlouhodobé a imorné praci, nezajisténé ani hmotné,
ani kadrové a ani prostorové. Pritom §lo o tkol, ktery nemél obdoby v historii védy. Ve vychozim
materidlu manZel Curieovych, zbytcich po oddg&leni uranu ze smolince, je Ra-226 zastoupeno
jen v poméru 1:2.10%. Navic je to material po strance chemické velmi komplexni, obsahujici
vét§inu ¢lent periodické soustavy prvki. Ke vSemu jesté manzelé Curicovi byli fyzikové a neméli
ndlezité chemické vzdélani a zkuSenosti. Pomdhal jim chemik BEMONT a byii odkazini jen na
klasické metody analytické chemie. Jedinym jejich fyzikdlnim pomocnikem byl — kromé vah —
opticky spektrograf. Velmi davtipné si pomohli novou fyzikalni metodikou, zaloZzenou na méieni
ionizaéniho ulinku radioaktivniho zareni. Tim ziskali nejucinnégj§i prosticdek k rychié kontrole
sprivného postupu svych praci.

Ptipravili prvni zvaZitelné mnoZstvi radia, vypracovali postup k jeho izolaci, kterého se s urci-
tymi technologickymi obménami pouZivd dodnes, a dali impuls k rozsahlému vyzkumu radio-
aklivity, jako nové vlastnosti hmoty a atomu samotného. Tento vyzkum byl pak kromé jejich
laboratofe konan hlavné v ustavech anglickych, némeckych a ruskych. Jejich prace polozila
ziklady k dne$nimu ,,atomovému véku‘’, nebof vytvoiila piedpoklady k objevu umélé radio-
aktivity, ktery byl uskuteénén jejich dcerou Irenou a zetém F. JoL1OTEM (1934), a k Hahnové-
Strassmannové objevu $tépeni atomového jadra uranu (1939).

Po tragické smrti Pierra Curie (1906) pokracovala pani Curieovd v jejich spole¢né préci. Stala
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