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Axiomatizacia fyzikalnych systémov
a ,.kvantové logiky*

Sylvia Pulmannovd, Bratislava

1. Uvod

Zactiatok éry modernej kvantovej mechaniky je vyznaéeny takmer su¢asnym objavenim
sa dvoch ¢lankov: ¢lanku Heisenberga (1925, [25]) a Schrodingera (1926, [44]). Prvy
z nich navrhol formalizmus maticovej mechaniky, zatial ¢o druhy navrhol formalizmus
vinovej mechaniky. Obe tieto formulacie su fyzikalne ekvivalentné a moZno ich za-
hrnuf do obecnejsej formulacie kvantovej mechaniky, ktori navrhol Dirac (1930, [8])
a matematicky presne sformuloval von Neumann (1932, [32]).

KaZda fyzikalna tedria obsahuje uréity matematicky formalizmus, tj. siibor symbolov
a pravidiel, ktorymi sa tieto symboly riadia. Pomocou symbolov sa formuluji tvrdenia
a vety a pomocou danych pravidiel méZeme odvodzovat nové tvrdenia z tvrdeni danych.
DélezZitou stcastou formalizmu je dynamicky zakon, ktory umoZiiuje predpovedaf
chovanie sa fyzikalnych systémov v budticnosti, t.j. dava fyzikalnej tedrii prediktivny
charakter. Druhou hlavnou zloZkou fyzikalnej tedrie st koreSpondentné pravidla,
ktoré priraduju symbolom formalizmu empiricky vyznam. Sthrn koreSpondenénych
pravidiel urcuje fyzikdlnu interpreticiu tedrie. Koie§pondenéné pravidla klasickej
mechaniky su velmi ndzorné a priamodiare a davaju jednoznacnu fyzikalnu interpreté-
ciu. Inak je tomu v kvantovej mechanike. VSeobecne prijatd formulacia kvantovej
mechaniky je zaloZend na Hilbertovych priestoroch. Jej axidmy su Casto kritizované
ako umelé, vzdialené priamej experimentalnej overiteInosti a vyvolali dosial trvajicu
diskusiu o interpretacii a o alternativnych tedridch merania v kvantovej mechanike.
Bolo navrhnutych niekolko alternativnych formulacii [20], ktoré sa snaZia vychadzat
z axiém podla moZnosti prirodzenych a fyzikdlne zd6vodnenych. Hlad4 sa odpoved
na otazku, preo sa na popis kvantovomechanického systému hodi prave Hilbertov
priestor, resp. &i neexistuje adekvatnej$i popis. Najznamejsie si tieto alternativne
formul4cie kvantovej mechaniky: tzv. algebraicky pristup ([15], [23], [27], [45]),
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konvexny pristup ([7], [30]) a kvantovo-logikovy pristup. V tomto &lanku sa budeme
zaoberat kvantovo-logikovym pristupom. Za jeho pdvodcu moZno povaZovat von
Neumanna (spolu s Birkhoffom [3], 1936) a dalej ho rozvijali v niekolkych rdznych
formulaciach najmé Varadarajan [47], Piron [33], Mackey [28], Gudder [17]—[21]
a ini autori [6], [22], [29]. Podotykame, Ze nazov ,logika“, resp. ,.kvantova logika‘
je v literature zauZivany, hoci sa niekedy kritizuje ako nespravny; nazov ,,logika“
sa tu vztahuje na urditu algebraicku Struktiru — ako uvidime v dalSom — a nema ni¢
spolo¢ného s formalnou, & matematickou logikou (pozri napr. [2]). Ako alternativa
sa navrhuje ndzov ,,mnoZina experimentalne overiteInych vyrokov* o fyzikdlnom
systéme. Mnohi autori davaji prednost nédzvu ,,logika‘, zrejme preto, lebo je kratsi.

2. Klasicky fyzikalny systém

Zakladné pojmy formalizmu kaZdej fyzikalnej tedrie su,,fyzikalny systém‘ a ,,stav
fyzikalneho systému‘‘. Pod fyzikalnym systémom sa obvykle rozumie Cast fyzikalneho
sveta, interakcia ktorej so zvySkom sveta je zanedbatelna, takZe nespdsobuje taZkosti
pri identifikacii oddelenej Casti. Stavom rozumieme vysledok urcitého podtu procedir,
ktoré boli pouzZité k priprave fyzikalneho systému, resp. k jeho oddeleniu od ostatného
sveta.

UvaZujme najprv klasicky fyzikalny systém, napr. sustavu N-telies, ktoré sa volne
pohybuju v priestore. Stav takéhoto fyzikalneho systému je urceny, ak poznadme polohy
a rychlosti vietkych N-telies. (Budeme uvaZovat systém vo fixovanom &asovom okamihu
t, zanedbame teda na chvilu problém &asovej evolicie.) Stav uvazovaného fyzikalneho
systému si teda moZeme predstavit ako bod v Euklidovom priestore R®", kde stiradnice
kaZdého bodu predstavuju tri suradnice polohy a tri suradnice impulzu kazdého z N-
telies. Priestor stavov sa nazyva fazovy priestor uvazovaného systému. Kazda fyzikalna
veli¢ina je funkcia definovana na fazovom priestore 2 s hodnotami v mnoZine realnych
gisel R* — kazdému stavu o odpovedd nejakd hodnota f(w) fyzikalnej velitiny f.
Fyzikélnu veli¢inu si méZeme predstavit ako urcitu meraciu proceduru, ktord kazdému
stavu @ € Q priradi ur&itd hodnotu f(w). Z matematického hladiska je vyhodné (a z fy-
zikalneho hladiska postaéujﬁce) uvaZovaf merateIné funkcie (vzhladom na ¢-algebru
borelovskych mnoZin B(R') a nejakt o-algebru S podmnoZin Q, napr. B(R®") v pripade,
7e Q = R°"). Nech f je nejakéa fyzikalna veli¢ina. KedZe f je meratelna funkcia, je
f~Y(E) € S pre kazdé E € B(R'). Z hladiska tedrie pravdepodobnosti moZzeme fazovy
priestor © povaZovat za mnoZinu elementérnych udalosti (pozostavajucich z toho, Ze
fyzikalna veli¢ina f nadobudne préve hodnotu f(w), w € ), a S ako mnoZinu vietkych
nahodnych udalosti (t.j. udalosti takych, Ze nejak4 merana fyzikalna veli¢ina fnado-
buda hodnotu v podmnoZine E realnej priamky; taito nahodna udalost je reprezentovana
mnozinou f~!(E) = {we Q : f(w) € E}). MnoZina f~'(E) sa interpretuje fyzikalne ako
vyrok ,,fyzikalna veli¢ina f nadobida hodnotu v mnoZine E*“. KaZdu fyzikalnu veli¢inu
moZno nahradit zobrazenim f~' : E —» f~'(E) z borelovskych mnoZin B(R') do S.
Zobrazenie f ™! sa nazyva pozorovatelna. Ak B je z S a yp je charakteristicka funkcia
mnoZiny B, t.j.

248



_ |0 ak w¢B,
7‘”("’)‘{1 ak weB,

tak yz ' je pozorovatelna a x5 l({1}) = B. Mnozinu S méZeme tedainterpretovat ako
mnozinu v8etkych experimentalne overiteInych vyrokov o fyzikdlnom systéme. Tato
mnoZina se nazyva tieZ logikou daného fyzikalneho systému. V nafom pripade je to
Booleova ¢-algebra mnoZin. Kazdému vyroku Be S mdZeme jedno-jednoznaéne pri-
radif pozorovatelnu x5 '; moZeme teda vyrok definovat ako pozorovatelnti, ktora pri
merani m6Ze nadobudat iba dve hodnoty: 0 a 1.

Kazdému w e Q odpoveda nejaky stav fyzikalneho systému. MoZe sa staf, Ze stav
systému nepozname presne, ale pozname iba uritu hustotu rozloZenia cez fazovy
priestor Q. Takato situdcia spravidla nastava v $tatistickej fyzike, kde uvaZujeme fyzi-
kalne systémy obsahujlice velky podet Castic, a nemdZeme poznat polohy a impulzy
jednotlivych {astic, ale iba urcité rozdelenie pravdepodobnosti. Takymto spdsobom
moZe byt tieZ uréeny stav fyzikalneho systému. Vo vSeobecnosti stav fyzikalneho systé-
mu je popisany nejakou pravdepodobnostnou mierou mna S. Bodu o zodpoveda miera
m,,, koncentrovana v bode o, t.j. m,({w}) = 1. Takéto stavy sa nazyvaju Cisté a ostatné
stavy st zmie$ané, alebo zmesi. Ak m je stav a f ~! je pozorovatelna, tak &islo m(f ~'(E))
udava pravdepodcbnost toho, Ze meranie pozorovatelnejf~! dava hodnotu z mnoziny
E.

Z hladiska tedrie pravdepodobnosti, dvojica (2, S) je pravdepodobnostny priestor,
stav m je pravdepodobnostna miera a fyzikalne veli¢iny si ndhodné premenné. Ak je
systém v Cistom stave m,,,, w, € Q, tak stredn4d hodnota nahodnej premenne;j f je

M) = j ) dm(0) = f(o0),

a disperzia
Tao(f) = Mao([f = mu(f)]?) = 0.

(Poznamenavame ,Ze pouZivame rovnaky symbol pre mieru i integral; ak f je charakte-
ristickd funkcia mnoZiny B, f = xp, tak mame m,(x5) = m,.(B).) Podobne moézeme
urdit stredné hodnoty a disperzie pre Tubovolny stav m. Cisté stavy fyzikalneho systému
su prave tie, v ktorych fyzikalne veli¢iny nadobudaji presné hodnoty, t.j. s nulovou
disperziou. V pripade klasického fyzikalneho systému moZeme uplatnit vSetky pojmy
a tvrdenia z tedrie pravdepodobnosti. Napriklad, ak f, f5, ..., f, je n fyzikalnych veli-
¢in, tak vZdy existuje zdruZené rozdelenie pravdepodobnosti, t.j. pre kazdy stav m
na (Q, S) existuje pravdepodobnostnd miera P, na B(R") taka, Ze pre Tubovolnu mera-
telnu funkciu F : R® » R'je

m{(F(f1r - /)" (B)] = Pu(F(E)), EeB(R').

3. Kvantovomechanicky fyzikalny systém

Vseobecne prijatd fcimulécia kvantovej meckaniky je zaloZené na nasledujucich axié-
mach [32], [34].
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1. Ku kaZdému fyzikalnemu systému moZno priradit komplexny separabilny Hilber-
tov priestor H. KaZdy stav systému je uplne popisany nejakym projektorom najedno-
rozmerny podpriestor v H, alebo konvexnou kombinaciou takychto projektorov.

2. Pozorovatelné (t.. fyzikalne veli¢iny) sii reprezentované samoadjungovanymi (nie
nevyhnutne ohranienymi) operatormi v H.

3. Ak je stav systému reprezentovany projektorom na podpriestor generovany
vektorom ¥ € H, potom pravdepodobnost, Ze meranie pozorovatelnej, ktora je repre-
zentovana operatorom A, da hodnotu leZiacu v mnozine E € B(R'), je (¥, P(E) ),
kde P#(E) je projekény operator priradeny mnoZine E spektralnym rozkladom opera-
tora A a( , )jeskalarny sudin v H.

4. Existuje spojitd, unitdrna, jednoparametricka grupa U,, nazyvand dynamicka
grupa systému, ktord méZe bytnapisanévo tvare U, = e "' kde H je samoadjungo-
vany operator. Operator H, nazyvany dynamicky operator systému, uréuje dynamiku
systému za predpokladu, Ze na systéme nerobime Ziadne meranie. Ak stav systému
v &ase t = 0 je popisany vektorom ¥ (t.j.projektorom na podpriestor generovany tymto
vektorom), tak v &ase t je popisany vektorom ¥, = U. Vektor ¥, ako funkcia &asu
vyhovuje Schrédingerovej rovnici (d/df) y, = —iHy,.

5. Ak vysledok merania pozorovatelnej A patri do mnoZiny E, potom po merani
je systém v stave y takom, Ze (y, P4(E)y) = 1.

Ak fyzikalna veli¢ina je reprezentovand samoadjungovanym operatorom A,mnoZina
hodnét, ktoré modze nadobudat pri merani, je prave spektrum o(A4) operatora 4. Kazdé-
mu samoadjungovanému operatoru mdZeme vzajomne jednoznaéne priraditjeho spek-
tralny rozklad, t.j. zobrazenie E - P4(E) z B(R') do mnoZiny vSetkych ortogonalnych
projektorov v H, alebo, ekvivalentne, vSetkych uzavretych podpriestorov H, ktoru
ozna&ime L(H). Toto zobrazenie je o-homomorfizmus, t.j. méa nasledujiice vlastnosti:

@ @
(i) PA(R") = I, kde I je identicky operator, (i) P4(U E;) = Y, P4(E;), pre kazdu postup-
i=1 i=1

nost {E;} 2 navzajom disjunktnych mnoZin z B(R). Z (i) a (ii) vyplyva, Ze P4(R' —
— E) =1 — P4E) = P4E)-.

Zaklady tedrie Hilbertovych priestorov moZno najst v [24], fyzikdlne aplikacie
v [34].

MnozZinu L(H) mdZeme povaZovat za mnoZinu vietkych experimentalne overiteInych
vyrokov o fyzikdlnom systéme, t.j. za logiku tohto systému. Nie je to uZ Booleova
algebra, ale zloZitejsia algebraicka Struktira [47]. Ak dimenzia Hilbertovho priestoru
H je vicSia alebo rovna trom, zo znamej Gleasonovej vety [16], [47] vyplyva, Ze existu-
je jedno-jednoznaéné priradenie medzi stavmi fyzikdlneho systému a pravdepodobnost-
nymi mierami na L(H). Nie vietky pojmy a zdkony z teérie pravdepodobnosti moz-
no preniest do tejto schémy. Existuji napriklad dvojice pozorovatelnych, ktoré
nemozno merat sucasne s [ubovolnou presnostou — ako to vyplyva z Heisenbergo-
vych vztahov neurditosti, a nemusia vZdy existovat zdruZené rozdelenia pozorovateInych.

Uvazujme fyzikalny systém pozostavajuci z N kvantovomechanickych Castic a uvazuj-
me pozorovatelné polohy a impulzu tychto €astic. Odpovedajice operatory nech st
0i(x), Qi(»), Qd2), Pi(x), P(y), P(z), i =1,2,...,N. Podla Heisenbergovych relacii
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neurcitosti pre disperzie k-tej zloZky stradnic a k-tej zloZky impulzu i-tej Castice plati
v kaZdom stave popisanom projektorom P[y] na jednorozmerny podpriestor genero-
vany vektorom y € H (stru¢ne: v stave y)

(1) 05(Q) 0y(P) 2

NS

kde h je Planckova kon§tanta. Tuto relaciu moZno odvoditf z komutaénych pravidiel
operatorov P a Q (pre jednoduchost vynechivame indexy):

(2) (QP — PQ) Y = ihy

pre vsetky vektory Y € D, kde D je nejaka husta podmnoZina H. Plati totiZ nasledujica
lemma [34].

Lemma. Ak ¥ je vektor v obore definicie operatorov A2, A, 4, — A,A, = [4;, 45],
A3, kde A,, A, st samoadjungované operatory v H, tak

€)) (AT, ¥) (439, ¥) = H([As AT ¥ ¥)* -

Ak polozime 4; = Q — (¥, Q¥), 4, = P — (Y, PY), a uvaZime, Ze (43y, ¥) a (43y,
¥) st disperzie 63(Q) a o(P) pozorovatelnych Q a P v stave Y, a ak vezmeme do tuvahy
komuta&né pravidlo (2), dostaneme zo vzfahu (3) nerovnost (1).

Heisenbergove vztahy neurditosti vyplyvaju teda z vlastnosti Hilbertovho priestoru.
Mozno tieZ dokazat, Ze pre pozorovatelné P a Q nemdZe existovat zdruZené rozdelenie
pravdepodobnosti v Ziadnom stave.

4. Alternativny formalizmus

PopiSeme axiomaticky pristup navrnuty Mackeym [28] a dalej rozvinuty Maczyfiskim
[29]. Budeme vychadzat z dvoch abstraktnych mnoZin: mnoZiny S stavov a mnoZiny
0 pozorovatelnych. Interpretécia je taka, Ze element s € S odpoveda nejakému predpisu
o priprave fyzikalneho systému a element 4 € O odpoveda nejakej meracej procedure.
Pre A€ O, se S, Ee B(R") pravdepodobnost, Ze meraniec A ma ako vysledok &islo
v mnoZine E, ak bol systém pripraveny podla s, je oznaten4 symbolom p(4, s, E).
Zikladné symboly teda su S, O a pravdepodobnostna funkcia

p:0 x S x B(R') > R'.

Tato funkcia ma priamu experimentalnu verifikaciu. Mackey uvadza naledujice axiomy
pre trojicu (O, S, p). Prva axiéma je intuitivne zrejma.

Axiéma 1. Pre ka’dé A € O a kaZdé se S zobrazenie E — p(A4, s, E) je pravdepo-
dobnostné miera na B(R?).
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Dalsia axiéma hovori, Ze ak maji byt dve pozorovateIné rdzne, musi ich aspoii jeden
stav rozlisit, a ak maji byt dva stavy rdzne, musi aspoii jedna meracia procedira dat
v nich rézne pravdepodobnostné rozdelenia.

Axiéma 2. Ak p(4, s, E) = p(A', s, E) pre kazdé s S a E € B(R'), potom 4 = A'.
Ak p(A, s, E) = p(4, s', E) pre kazdé Ae O a Ee B(R'), potom s = 5.

DalSia axiéma umoZiiuje tvorit funkcie od pozotovatelnych. Napriklad ak A€ O
v stave s da pri merani hodnotu A, zrejme pri merani pozorovatelnej A2 dostaneme
hodnotu A%. Ak tento proces mnohokrat opakujeme, vysledné distribticie pre tieto dve
pozorovatelné budu vo vztahu

p(4% s, E) = p(4, s, E'?).
Ak to zovSeobecnime pre vietky meratelné funkcie, dostaneme nasledujicu axiomu:

Axiéma 3. Ak A€ 0 a f: R! - R! je meratelna funkcia, tak existuje B e O taka,

~

Ze
p(B, s, E) = p(4,s,f ~(E))
pre kazdé se S a E € B(R"). PiSeme B = f(A).
Z axiémy 2 vyplyva, Ze f (A) je jednoznaé¢ne uréena pri danom A4 a danom f.
Dalia axiéma hovori, ¢ mnoZina stavov S je uzavreti na tvorenie spo&itateInych

konvexnych kombinacii. To moZno interpretovat napriklad ako zmieSavanie systémov.

@
Axioma 4. Ak s;,s,,...€Sa ) t; =1, 0=t =<1, potom existuje se S tak, Ze
i=1

p(A5 S, E) = Z t,p(A, Sis E)
i=1

pre kazdé Ae O a Ee B(R").

Vyrok mozZno definovat ako taki pozorovatelni, ktord méZe pri merani nadobudat
iba hodnoty 0 a 1; t.j. p(4, s, {0, 1}) = 1. Nech y; je charakteristicka funkcia mnoZiny
E € B(R"). Pre Iubovolnt pozorovatelni A € O potom je

p(xs(A), 5, {0, 1}) = p(4, s, 2 {0, 1}) = p(4, s, R") = 1.
Z toho vidime, Ze yz(A) je vyrok. Naopak, ak 4 je vyrok, t.j. p(4,s,{0,1}) = 1 pre
kazdé se S, tak Iahko vidiet, Ze A = y(,,(4). Teda P e O je vyrok prave vtedy, ked

existuje A€ O a E e B(R') tak, Ze P = yz(A). Ozna®me mnoZinu vietkych vyrokov L.
Ak P e L, definujeme P* = xo,(P). Potom pre kaZdé s e S mame

p(P s {1}) = p(P, s, {0}) = 1 — p(P. 5, {1}).

Vidime, Ze P mé hodnotu 1, ak P ma hodnotu 0 a naopak. Pre P,, P, € L definujme
P, < P, ak p(Py, s, {1}) < p(P,, s, {1}) pre kaZzdé se S. Zrejme (L, <) je Eiastocne.
usporiadand mnoZina (poset). Pre Py, P, € LpoloZime P; L P,, t.j. P, je ortogonalne
k P,, ak
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p(Py, 5, {1}) + p(Ps, s, {1}) = 1

pre kazdé s € S, alebo, ekvivalentne, ak P; < P3. Fyzikalne P, L P, zna&i, Ze P, a P,
nemdZu pri merani si¢asne nadobudnif hodnotu 1. Nech napr. P, = yg(4) a P, =
= xs(4), A€ O, E, F € B(R'). Potom E < F implikuje Py < P, a En F = 0 impli-
kuje P, 1 P,.

Posledn4 axioma je tato.

Axiéma5. Ak P,,P,,...eLa P; LP; pre i #j, i,j =1,2,..., potom existuje
Pe L tak, Ze

P, (1) = 3 p(Pa s, (1)
pre kazdé s e S.

Fyzikalna interpretacia poslednej axiémy je nasledujica: meracia procedira odpove-
dajiica P spociva v merani vietkych P;; ak jedno z nich da hodnotu 1 (a teda vietky
ostatné musia mat hodnotu 0), tak P ma hodnotu 1, v opaénom pripade mu pripiSeme
hodnotu 0.

Na zaklade axiém 1 aZ 5 je moZné ukdzat, e (L, <, 1) je -ortomodulérny poset.
Tym sa mysli, Ze (L,<, 1) je &iastotne usporiadand mnoZina, zobrazenie L :L— L
je ortokomplementécia, t.j.

(i) (@) =a
(ii) a < b implikuje b* < a*
(iii) @ v a* existuje v L a rovna sa najva&Siemu prvku 1 v L. (Symboly v a A
znadia spojenie a priesek, ak existujui v L). Dalej plati

o]
(iv) ak {a;}{2, je postupnost navzajom ortogonalnych prvkov, tak V a;existu-
=1
je v L,a je splneny tzv. ortomodularny zédkon
(v) a < b implikuje, Ze b =a v (a v b*)*

ww

Lahko vidno, Ze ygi(A4), 4 € O, je najva&si prvok v L. Vlastnosti (i), (ii), (iii) si zrejmé,
=)
Da sa ukazat, Ze prvok P v axiéme 5 je suprémum, t.j. P = \/ P,.
i=1
Ku kaZdému A € O mdZeme priradif zobrazenie E — xz(4), E € B(R!). Toto prira-
denie je jedno-jednoznatné. D4 sa dokazaf, Je zobrazenie E — yz(A) ma vlastnosti:

(i) R - 7,(4) = 1,
(i) VE;>Vxe(A),E.nE; =0,i #j,i,j=12,...,
i=1 i=1
(iii) (R — E) > x(A)*"
Zobrazenie s tymito vlastnostami sa nazyva o-homomorfizmus z B(R') do L. Obvykle

sa predpokladd, Ze kaZzdému o-homomorfizmu odpoveda nejak4 pozorovatelna.

Pre s € S poloZme m, : L— R, m(P) = p(P, 5, {1}). Potom m, je pravdepodobnostnd
miera na L, t.,j. plati
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() m1) = pli,s, (1) = 1,
(i) m(V P) = (Y Pus. (1)) = £ p(Pus. (1)) = L m(P), ak P, LP, pre

§ # j, podla axiémy 5.

5. Zovseobecneny pristup k popisu fyzikalnych systémov

Nech Lje o-ortomodularny poset a M je mnoZina pravdepodobnostnych mier na L
takéd, Ze m(a) < m(b) pre Vme M implikuje a < b, a, b, € L. Ak poloZime S = M
a za O vezmeme mnoZinu vietkych o-homomorfizmov x z B(R') do L a definujeme

p(x, m, E) = m(x(E)), E € B(R"),
potom trojica (0, S, p) vyhovuje axiémam 1, 2, 3 a 5.

Kazdému fyzikalnemu systému moZeme priradit dvojicu (L, M), kde L je o-ortomodu-
larny poset a M je o-konvexna mnoZina pravdepodobnostnych mier na L. Lsa nazyva
logikou a prvky v M st stavy. Dvojica (L, M) sa nazyva kvantova logika. Logika, ktora
je svéz (t.j. pre V a, be Lspojenie a v b a priesek a A b existuju v L), sa nazyva svi-
zova logika. Napr. logika L(H) Hilbertovho priestoru H je svdzova logika. PoZiadavka,
Ze logika L ma o-konvexni mnoZinu stavov, ktord uréuje usporiadanie (axiéma 4),
je netrivialna, lebo existuju logiky (dokonca svézové), ktoré nemaju vébec Ziadne stavy
[13]. Tato poZiadavka v skutocnosti obmedzuje vyber o-ortomoduldrnych posetov,
vhodnych na popis fyzikalnych systémov. Usporiadanie v L m6Ze roznym sposobom
suvisief s mnoZinou stavov M. Hovorime napriklad, Ze M urcuje usporiadanie v silnom
zmysle (M je u.u.s.z.), ak z tvrdenia ,.m(a) = 1 implikuje m(b) = 1 vyplyva tvrdenie
,a = b, tj. ak

{meM:m(a) =1} c{meM:m(b)=1} =>a=<b.
Ak M je u.u.s.z., tak okrem iného dostavame, Ze pre kazdy prvok a e L, a # 0 existuje
aspofi jeden stav m € M taky, Ze m(a) = 1.

Predpoklad, Ze M je u.u.s.z. je vyhodny, lebo vyslednd matematickd Struktira je
bohatsia. Fyzikdlna interpretdcia tohto predpokladu je tato: ak m(a) = 1, hovorime,
Ze vyrok a je pravdivy v stave m. Silné usporiadanie si méZeme predstavit ako logickd
implikaciu: ak vyrok ,,a je pravdivé* implikuje vyrok ,,b je pravdivé tak a < b. Ani
toto usporiadanie vSak nerobi z mnoZiny L ,logiku*“ v Standardnom zmysle slova.
V Standardnej logike totiZ implikacia kaZdym dvom prvkom priraduje vypoved v tom
istom jazyku, t.j. napr. mdZeme hovorit o vyroku (a — b) - c. Ale v kvantovej logike
relacia usporiadania predstavuje iba binérnu relaciu, a teda formule tvaru (@ < b)<c
nemaju zmysel. Z tohto hladiska ,,kvantova logika‘* v skuto¢nosti nepredstavuje novu
formu logiky, alternativnu k Standardnej, ale iba nazov pre formalizaciu urcitej triedy
faktov — kvantovych javov — ktoré sa skiimaji v ramci Standardnej logiky.

V dalfom uvedieme niektoré problémy, ktoré sa riesia v ramci kvantovych logik
a vyrieSenie ktorych mdZe prispiet k lepSiemu pochopeniu kvantovych javov a k objas-
neniu problému kvantovych merani.
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Z hladiska tedrie pravdepodobnosti hlavny rozdiel medzi logikou a Booleovou
o-algebrou spociva v tom, Ze zatial ¢o v Booleovej g-algebre plati distributivny zékon,
tj. pre kazdé tri prvky a,b,c platia A (b v ¢) = (a A b) v (a A ¢) a dudlne, a v
v(bAac)=(avb)Aa(avc) v logke plati iba ortomodularny zakon, t.j. pre
a,beLtaké, Ze a < b plati b =a v (al A b). PodmnoZinu B logiky L nazyvame
Booleovou pod- g-algebrou L, ak plati (i) a € B implikuje a* € B, (ii) pre kazdu postup-
nost {a;} = B Va; existuje a patri do B, (iii) pre kazdé tri prvky a, b, c € B platia distri-
butivne zdkony. Prvky podmnoZiny A4 logiky L sa nazyvaju kompatibilné, ak existuje
Booleova pod-g-algebra B = L,ktora obsahuje A. Pozorovatelné {x; : i eI} si kompa-
tibilné, ak si kompatibilné prvky mnoZiny U{(x;E):Ee B(R')}. V tomto pripade

I

existuje Booleova pod-g-algebra B = Ltaka, e x; : B(R') - B pre vietky i e I. S kom-
patibilnymi pozorovateInymi m6Zeme, zhruba povedané, zaobchadzat ako s klasickymi
pozorovatelnymi. Napriklad, zdruZené rozdelenia pravdepodobnosti v obvyklom
zmysle slova existuju prave len pre kompatibilné pozorovatelné [47]. Roézne pojmy
a tvrdenia z tedrie pravdepodobnosti moZno aplikovat aj na kompatibilné pozorova-
telné na logike. Slabsie definicie zdruZenych rozdeleni pravdepodobnosti v svdzovych
logikach zaviedli Gudder [18], Urbanik [46], Varadarajan [47] a ini. Tieto slabsie
formy zdruZenych rozdeleni pravdepodobnosti mézZu existovat aj pre nekompatibilné
pozorovatelné aspoini v niektorych stavoch. Gudderov typ zdruZeného rozdelenia je
najjednoduchsi a najblizsi klasickému pojmu. Je definovany tymto spésobom: hovori-
me, Ze pozorovatelné x,, x,, ..., X, maju zdruZené rozdelenie pravdepodobnosti v Gud-
derovom zmysle v stave m, ak existuje pravdepodobnostné miera 4 na B(R") taka, Ze

H(E; X E; x ... x E,) = m(x,(E;) A x3(E;) A ... A x,(E,))

pre kazdy pravouholnik E; x E, x ... x E, e B(R"). ZdruZené rozdelenia v Guddero-
vom zmysle existuji vo vsetkych stavoch kvantovej logiky prave vtedy, ked uvaZované
pozorovatelné si kompatibilné.

Nech a je Iubovolny prvok v logike L. Potom mnoZina Ly, = {beL:b < a}
s Ciastoénym usporiadanim prevzatym z L, s najvaé§im prvkom a a s ortokomplemen-
taciou b — a A b*, je logika. Logika Lsa nazyva separabiln4, ak ka?di podmnoZina
navzajom ortogonalnych prvkov v nej je nanajvy$ spoCitatelnd. Plati nasledujlice
tvrdenie: ak pozorovatelné x,, x,, ..., X, na separabilnej logike L maju zdruZené roz-
delenie pravdepodobnosti v nejakom stave m, tak existuje prvok a, € Ltaky, Ze zobra-
zenia x; : E > x(E) A agz B(R')do L,i = 1,2, ..., n, st kompatibilné pozorovatelné
na logike Lo ., Vidime, Ze z existencie zdruZeného rozdelenia Gudderovho typu
vyplyva akasi ,,¢iastoéna kompatibilita“ uvaZovanych pozorovateInych. MoéZeme roz-
lisit nasledujiice druhy pozorovatelnych: pozorovatelné x,, x,. ..., x, st (a) kompati-
bilné, ak zdruZené rozdelenie existuje vo vietkych stavoch, (b) ¢iastone kompatibilné,
ak zdruZené rozdelenie existuje len v niektorych stavoch, (c) totalne nekompatibilné,
ak zdruZené rozdelenie neexistuje v Ziadnom stave [11], [42].

Urbanikov, resp. Varadarajanov typ zdruZzenych rozdeleni vyZaduje existenciu suctu
pozorovatelnych (aj nekompatibilnych). Takyto sucet existuje napriklad v logike Hil-
bertovho priestoru. Tento typ zdruZenych rozdeleni moZno pouZit napriklad pri sku-
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mani niektorych typov ndhodnych procesov na logike [40]. Pozorovatelné P a Q, t.j.
impulz a stiradnica &astice, s prikladom pozorovatelnych, ktoré nemaji zdruZené rozde-
lenie Gudderovho typu v Ziadnom stave (su totalne nekompatibilné), maji viak zdru-
Zené rozdelenie Urbanikovho typu v niektorych stavoch [46]. Urbanikov typ zdruZe-
nych rozdeleni je definovany naledujicim sposobom [18], [46], [47]: pozorovatelné
X, y maju zdruZené rozdelenia pravdepodobnosti v Urbanikovom zmysle v stave m,
ak px + gy existuje (v zmysle definicie napr. v [11]) pre kazdé p, g € R! a ak existuje
miera u na B(R?) tak, Ze

p{(ty, 12) : pty + qt, € E} = m((px + qy) (E))

pre vietky p, g € R a vietky E € B(R?). Pre klasické fyzikalne systémy su obe definicie
zdruZenych rozdeleni ekvivalentné.

Problémami zovSeobecnenia pojmov a tvrdeni z tedrie pravdepodobnosti pre kvanto-
vomechanické systémy sa zaobera tzv. nekompatibilnd tedria pravdepodobnosti.
Okrem spomenutych problémov sa skiima napr. platnost zdkonov velkych &isel a cen-
tralnej limitnej vety [9], vySetruji sa problémy ergodickej tedrie [12] a pod.

Dalsi okruh problémov stvisi s otdzkou, za akych podmienok je moZné ztotoZnit
kvantovi logiku s logikou Hilbertovho priestoru a ¢i je toto ztotoZnenie mozné na za-
klade fyzikalne prirodzenych axiém [6], [22], [33], [49]. Délezita vlastnost tzv. rydzo
kvantovych systémov je superpoziény princip [8], [19], [37]. V ramci tradi¢ného kvan-
tovomechanického formalizmu, zaloZeného na Hilbertovych priestotoch, je superpozi¢ny
princip vyjadreny tak, Ze ak y; a y,su &isté stavy (resp. vektory v Hilbertovom priesto-
re H, normované na 1), tak linearnej kombinécii Y = ¢,y + c,¥,, kde ¢y, ¢, st kom-
plexné &isla, normovanej na jednotku, tieZ zodpoveda Cisty stav. Tento stav se nazyva
superpozicia stavov ¥/, a {,. Superpozi¢ny princip teda uzko suvisi s linearitou Hilber-
tovho priestoru.

V ramci vSeobecnej kvantovej logiky (L, M), stav me M sa nazyva Cisty, ak ho
nemoZno vyjadrif v tvare konvexnej kombinacie inych dvoch stavov, t.j. ak z rovnosti
m=tm; + (1 - t) m,, 0 <t <1, vyplyva m = m; = m,. Pojem superpozicie tu
zaviedol Varadarajan [47]: ak K je podmnoZina stavov (nie nevyhnutne &istych) z M,
tak stav my, € M nazyvame superpoziciou stavov z K, ak z tvrdenia ,,m(a) = 1 pre
kaZdé m e K* vyplyva tvrdenie ,,mq(a) = 1%, kde a je prvok z L. Superpozi€ny princip
moZeme sformulovat nasledovne: hovorime, Ze v kvantovej logike (L, M) plati super-
poziény princip, ak pre kazdé dva &isté stavy p, g € M existuje Cisty stav r € M, rdozny
od p a g, ktory je ich superpoziciou [37]. V klasickych systémoch takéto tvrdenie ne-
plati pre Ziadne dva Cisté stavy. Prechod medzi klasickymi a rydzo kvantovymi fyzik4l-
nymi systémami tvoria tzv. systémy so superselekénymi pravidlami (pozri napr. [26],
[28]). V nich superpoziciou niektorych dvoch &istych stavov moZeme ziskat novy
Cisty stav, inych nie. Pre rydzo kvantovy systém, v ktorom plati superpozi¢ny princip
bez obmedzenia, moZno pri fyzikalne prijateInych dodatoénych predpokladoch ukazat,
7e mnoZina jeho Cistych stavov sa d4 reprezentovat vektormi nejakého Hilbertovho
priestoru [41].

Nemenej doleZité st problémy tykajuce sa ¢asového vyvoja a symetrii fyzikdilnych
systémov [5], ktoré vedd k skimaniu automorfizmov kvantovych logik [38]; ako aj
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problémy vzajomnej interakcie fyzikalnych systémov, vedice k skumaniu sudinov
logik [43], [48].

Mnoho pozornosti sa venuje tieZ vyskumu zakladnych vlastnosti logik, pozorovatel-
nych a stavov [4], [31], [36]. Skumaju sa tieZ otdzky, sivisiace s tzv. problémom
skrytych parametrov, t.j. moZnosti vnorenia logiky kvantovomechanického systému
do Booleovej o-algebry [1], [14], [35], atd.

6. Zaver

Axiomaticka kvantova tedria je typickym prikladom interdisciplinarnej tedrie. Ma
velky vplyv na rozvoj mnohych odvetvi matematiky i fyziky. Napriklad vo fyzike
moZno aplikovat jej vysledky a metddy v Statistickej fyzike, termodynamike, fyzike
pevnych latok, laserovej fyzike atd. V matematike axiomaticka kvantova tedria Cerpa
z viacerych odvetvia podnecuje ich rozvoj. Su to napr. Hilbertove priestory, von Neu-
mannove algebry, spektralna tedria, C*-algebry, Jordanove algebry, reprezentacie
grup, modularne svdzy, ortomodularne svazy, spojité geometrie a i. Aj ked sucasné
metddy, pojmy a vysledky axiomatickej kvantovej tedrie m6éZu byt prekonané a nahra-
dené inymi, ich aplikacie a rozvoj matematiky, ktory podnietili, zostand trvalym pri-
nosom.
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