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O dukazech a pokroku v matematice

William P. Thurston

Tento esej o povaze dikazii a pokroku v matematice byl stimulovin €¢lankem
A. Jaffeho a F. Quinna o ,teoretické matematice“!), ktery obratil pozornost na
zajimavé otazky, jichZ by si matematici méli vice viimat, ale také setrval na nazorech
a stanoviscich, ktera si zasluhuji kritického prozkoumaéni.

Clanek obsahuje odstavec li¢ici ¢4st mé prace zptisobem, jenZ se rozchazi s mou
zkuSenosti i s postfehy lidi z oboru, s nimiZ jsem o ném diskutoval, abych se pfesvédcil,
Ze mé reakce ma redlny zdklad.

KdyZ jsem si to nechal projit hlavou, pfipadd mi, Ze Jaffeho a Quinniv text je
ptikladem toho, Ze lidé vidi, co vidét chté&ji. Zplsob, jimz vypodobnili mou préci, je
disledkem promitnuti sociologie matematiky na jednorozmérnou gkalu (spekulativni
versus rigordzni uvaZovani), které ignoruje mnohé zakladni souvislosti.

Rada matematiké byla pozidéana, aby na Jaffeho a Quinniv ¢élinek odpovédéla,
proto ofekdvam, Ze se mu dostane od ostatnich spousty podrobnych analyz a kritiky.
Chci proto zaméfit sviij esej spi§ pozitivné nez na vyhledavani protinedostatkd. Popisu
svlij ndhled na to, jak matematika funguje, odvolavaje se pouze tu a tam na Jaffeho
a Quinna pro srovnini.

Pfi pokusu oloupat postupné vrstvy pfedpokladi je dileZité, abychom se pokusili
vyjit ze spravnych otédzek:

Ceho matematici dosahuji?

Tato otazka ukryva mnoho problémi, které se pokusim vyslovit v takové podobé,
abych tim jiZz nepfedjimal povahu odpovédi.
Nebylo by napiiklad dobré zadit otdzkou:

Jak matematici dokazuji véty?

Je to zajimavy nadmét, ale kdybychom jim chtéli zaéit, znamenalo by to pfijmout dva
skryté predpoklady, totiz ze

(1) existuje objektivni, pevné ustavena a obecné pfijata teorie a praxe matematického
dikazu a Ze

(2) pokrok v matematice spo¢iva v dokazovani vét.

1) Viz pfispévek Jak smifit matematiku s teoretickou fyzikou v minulém d&isle.

Z pivodniho textu On Proof and Progress in Mathematics, Bull. Amer. Math. Soc. 30
(1994), 161-178, pfeloZil PAVEL EXNER.
© 1994 American Mathematical Society
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Stoji za to tyto hypotézy prozkoumat, radéji neZ je pfijmout jako oividné a vychazet
z nich jako ze zdkladu. Otazka dokonce neni:

Jak matematici dosahuji pokroku v matematice?
Déavam prednost explicitnéjsi (a navadéjici) formé této otdzky:
Jak matematici rozsifuji lidské porozuméni matematice?

Tato formulace vynasi do popfedi néco zakladniho a vSudypfitomného, totiz Ze obsa-
hem nasi ¢innosti je hledani zptsobii, jimiZz mohou lidé chdpat matematiku a pfemyslet
o ni.

Rychly nastup poéita¢t pomohl toto hledisko zdramatizovat, protoze pocitace se od
lidi velmi lisi. KdyZ naptiklad Appel a Haken dokondili ditkkaz véty o étyfech barvach
pomoci rozsdhlych automatickych vypocti, vyvolalo to fadu kontraverzi. Chapu tyto
spory nikoli jako projev pochyb, jez by lidé méli o platnosti véty nebo spravnosti
dtkazu. SpiSe vyjadfuji pokracujici touhu po lidském pochopeni dikazu jako dodatku
k informaci o tom, Ze véta plati.

Vratime-li se ke kazdodennimu Zivotu, stdvd se obvyklym, Ze lidé zacinaji zapolit
s pocéitadi, aby spocitali néco, co mohli v mensim méfitku zvladnout v ruce. Mohou si
nechat vytisknout tabulku prvnich 10000 prvocisel, aby posléze shledali, Ze potisténé
archy nejsou zrovna to, co si pfali. Podobnymi zkuSenostmi dospivaji k poznani, ze
to, co ve skuteCnosti chtéji, neni sbirka odpovédi, ale porozuméni.

Zni to téméf jako tautologie, kdyZ rekneme, Ze matematici dosahuji pokroku v lid-
ském chapani matematiky. Nebudu se to pokouset rozebrat tim, Ze bych vysvétloval, co
je matematika, protoZe to by nas zavedlo prili§ daleko. Matematici obecné citi, Ze védi,
co matematika je, ale shleddvaji obtiZnym zformulovat dobrou a pfimou definici. Je
zajimavé se o to pokusit. Pro mne je asi nejblize pravdé ,teorie formalnich struktur,
ale diskuse tohoto ndmétu by vyzadovala samostatnou uvahu.

Je mozné, Ze obtize pfi formulaci dobré a bezprostiedni definice matematiky jsou za-
sadniho charakteru a naznacuji, Ze matematika ma v zasadé rekurzivni povahu? Timto
zpusobem bychom mohli fici, Ze matematika je minimalni obor spliujici néasledujici
pozadavky:

e Matematika zahrnuje prirozena ¢isla, rovinnou a prostorovou geometrii.

e Matematika je to, ¢im se matematikové zabyvaji.

e Matematici jsou ti lidé, ktefi dosahuji pokroku v lidském chipédni matematiky.
Jinymi slovy zahrnujeme matematiku do svého mysleni zptisobem odpovidajicim jeji-
mu rozvoji. Jak se naSe zplisoby uvazovani prohlubuji, vytvafime nové matematické
pojmy a struktury: predmét matematiky se méni a odrazi to, jak myslime.

Spodiva-li naSe ¢innost v nalézani lepSich zptsobi mysSleni, potom podstatnou
slozkou dobrého modelu matematického pokroku je jeho psychologicka a sociologicka
dimenze. V nejrozsifenéj$im modelu je nenajdeme. Pokud jej ponékud zkarikujeme,
vypada takto:
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Df. matematici vychéazeji z nékolika zdkladnich matematickych struktur a souboru
ydanych® axiomt o téchto strukturich, dale
V. tyto struktury vyvolavaji fadu dulezitych otazek, jez lze zodpovédét a zformulovat
jako formélni matematicka tvrzeni, a kone¢né
D. tkolem matematikt je hledat deduktivni cestu od axiomd k tvrzenim ¢€i jejich
vyvraceni.
Tento model matematiky lze nazvat definice-véta—dikaz (DfVD).

Zjevna obtiz s modelem DfVD je, Ze nevysvétluje, odkud se otazky berou. Jaffe
a Quinn diskutuji roli spekulaci (jimZ nevhodné Fikaji ,teoretickd matematika“) jako
dtlezitého dodate¢ného prvku. Spekulativni uvazovani spoéiva ve vyslovovani hypotéz,
kladeni otazek a nalézani inteligentnich dohadl a heuristickych argumenti, jez maji
ukdzat, co asi plati.

Ale Jaffeho a Quinniv model DfSVD stéle jesté ignoruje nékteré zasadni problémy.
Na$im cilem pfece neni splnit né&jaky abstraktni pldn vyroby definic, vét a dikazu.
Méfitkem Uspéchu je, zda umoZnime lidem lépe rozumét matematice a jasné&ji o ni
premyslet.

Musime si tedy polozit otdazku:

Jak lidé chapou matematiku?

To je obtiZzny problém. Chéapani je vnitini a individuélni zalezitost, kterou je obtiZné
si uvédomovat, porozumét ji a Casto ji také sdélit. MiZzeme se zde toho predmétu
dotknout pouze zlehka.

Lidé chapou konkrétni ¢asti matematiky zna¢né rozdilnymi zptsoby. Pro ilustraci je
nejlepsi vzit priklad, jemuZ aktivni matematici rozuméji mnohym zptisobem, a o némz
vime, Ze s nim na$i studenti zapoli. Dobfe se hodi tfeba derivace funkce, o niz lze
uvazovat:

(1) Infinitezimdlné: jako o poméru infinitezimalni zmény hodnoty funkce k infinitezi-
malni zméné argumentu.

(2) Symbolicky: derivace z™ je nz™~!, derivaci sin(z) odpovid4 cos(z), derivace fog
se dostane jako f'ogx g’ atd.

(3) Logicky: f'(z) = d plati pravé tehdy, kdyz ke kazdému kladnému & existuje §
takové, Ze

f(z +Az) - f(2)

Ao —-d| <e¢

plati pro 0 < |Az| < 4.
(4) Geometricky: derivace je ndklon te¢né piimky ke grafu funkce, pokud tato existuje.
(5) Jako o okamZité rychlosti zmény veliiny f(t), kde t je Cas.
(6) Jako o aproximaci: derivace je nejlepsi linedrni aproximace funkce v daném bodg.
(7) Mikroskopicky: Derivace funkce je limita toho, co uvidime, budeme-li si jeji graf
prohliZet mikroskopem s vét3i a v&tsi rozliSovaci schopnosti.
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Tento seznam shrnuje rizné zpisoby, jimiZ lze derivaci chdpat nebo pfemyslet o ni,
spiSe neZ ruzné jeji logické definice. Pokud nevynaloZime zna¢né usili, abychom zacho-
vali barvu a chut ptivodnich zptsobid chipéni, rozdily se zatnou vypafovat, jakmile
jsou tyto mentalni obrazy prelozeny do preciznich, formalnich a explicitnich definic.

Osobné si vzpomindm, jak jsem pfijimal kazdou z uvedenych piedstav jako néco
nového a zajimavého a stravil hodné ¢asu a mentalniho Gsili jejich zaZivanim, procvi-
¢ovanim a smifovanim s ostatnimi. Vzpomindm si rovnéz, jak jsem se vracel k témto
predstavam pozdéji s dodateénymi vyznamy a hlub§im chapanim.

Seznam miize pokraCovat; neni Zidny ddvod, pro¢ by se mél zastavit. MiZeme
si myslet, Ze vime o daném predmétu jiz vSechno, a prece nové vyznamy ¢ihaji za
nejbliz§im rohem. Navic co pfedstavuje pro jednoho &iry mentalni obraz, miZe na
jiného pusobit zastrasujicim zplsobem:

(37) Derivace realné funkce f v oblasti D je Lagrangetv fez koteéného prostoru 7*(D),
jenz dava tvar konexe jednozna¢né uréené ploché konexi na trividlnim R-prostoru
D x R, pro niZ je graf funkce f paralelni.

Tyto rozdily neuvadim jen pro zajimavost. Lidské mysleni a chapani nefunguje jedno-

kolejné jako poéital s jedinym Gstfednim procesorem. Zd4 se, Ze naSe mozky a mysli

se organizuji do fady oddélenych vykonnych agregati, jez volné spolupracuji a komu-

nikuji vzdjemné spie na vysSich neZ na niZ8ich organizacnich drovnich.

Zde jsou nékteré dilezité rozdélujici faktory, které jsou dilezité pro matematické
mys$leni:

(1) Lidska fe¢. Jsme vybaveni vykonnym a specializovanym agregitem pro mluveni
a rozuméni lidské Fe€i vCetné cteni a psani. NaSe lingvistické schopnosti jsou
dilezitym nastrojem uvaZzovani, nejenom komunikace. Hrubym prikladem je vyraz
pro kofen kvadratické rovnice, jejZz si vétSina lidi pamatuje jako fikanku ,ix je
minus bé plus minus odmocnina z bé kvadrat minus étyfi & cé, to celé délit dveé-
ma 4“. Matematicka fe symbold je Gzce vazana na lidské vyjadfovaci schopnosti.
Elementarni matematicka ,symbolstina“ obsahuje v anglické verzi jediné sloveso,
totiz ,, = “. To je divod, pro¢ k nému studenti sahaji, kdyz potfebuji sloveso.
TéméF kazdy, kdo uéil v USA zikladni kurs analyzy, se setkal se studenty piSicimi
instinktivng 2% = 3z2 a podobné véci.

(2) Vidéni, prostorové vnimani, kinesteticky (prostorovy) smysl. Lidé maji ohromné
schopnosti pfijimat informaci vizudlné nebo pohybové a premyslet uzitim pro-
storového smyslu. Naproti tomu vétSina postrada od pfirody dany mechanismus
pro inverzni vidéni, to jest schopnost preklddat vnitfni prostorové chapani zpét
do dvourozmé&érného obrazu. Disledkem je, Ze matematici maji vétS§inou méné
obrazki, a hor$ich, ve svych €lancich a knihach nez ve svych hlavach.
Zajimavym rysem prostorového mysleni je, Ze velice zdlezi na méfitku. Lze si
pfedstavovat malé objekty, s nimiZ lze hybat, struktury lidské velikosti, jeZ si
prohlizime, ¢i prostorové struktury, které nas obklopuji a v nichZ se pohybujeme.
Maéame sklon pfemyslet efektivnéji pomoci prostorovych obrazi velkého rozméru:
vypadé to, jako by naSe mozky braly vétsi pfedméty vaznéji a vénovaly jim vice
asili.
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(3) Logika a dedukce. Mame nékteré od piirody dané zplsoby uvazovini a kombi-
novani véci souvisi s tim, jak logicky pracujeme: pfi¢ina a néasledek (souvisejici
s implikaci), kontradikce nebo negace atd.

Matematici zjevné nespoléhaji obecné na formalni pravidla dedukce, kdyZz premys-
leji. SpiSe chovaji fadny kus logické struktury diikazu v hlavé a rozbijeji tvahu do
fady pribéznych vysledkd, aby nemuseli spoléhat na pfili§ mnoho logiky najednou.
Mezi skvélymi matematiky je dokonce obvyklé, ze neovladaji standardni formalni
pouziti kvantifikitord (,,pro viechna“ a ,existuje“), a¢ samoziejmé vSichni mate-
matici vykonavaji Gvahy, jez tyto logické prvky zahrnuji.

Je zajimavé, Ze ackoli ,,nebo”, ,a* a ,implikuje“ se ¥idi tymiZ formalnimi pravidly,
musime na prvni dvé myslet jako na spojky, kdezto na posledni z nich jako na
sloveso.

(4) Intuice, asociace, metafora. Lidé maji udivujici schopnosti vycitit véci, aniz védi,
odkud pochézeji (intuice), vycitit, Ze jev, situace nebo objekt se podoba jinému
(asociace), jakoZ i pro tvofeni a testovani souvislosti a porovnani dvou véci, jez
méme na mysli sou¢asné (metaforické mysleni). Tyto schopnosti jsou pro matema-
tiku velmi dilezité. Osobné jsem vénoval hodné pozornosti ,naslouchani“ svym
intuicim a asociacim a jejich pfetvafeni v metafory a souvislosti. To vyZaduje jisty
druh soudasného zklidnéni a soustfedéni vlastni mysli. Slova, logika a podrobné
obrazy lomozici v sousedstvi mohou intuici a asociace zapla$it.

(5) Podné&t—odpovéd. Tato schopnost se zdiraziuje ve 8kole; vidite-li napfiklad 3927 x
x 253, napiSete jedno ¢&islo nad druhé, podtrhnete atd. V matematickém vyzkumu
je to také dilezité: vidite-li diagram uzlu, mizete zapsat fundamentalni grupu jeho
doplitku pomoci algoritmu, ktery je pocitové podobny algoritmu nasobeni.

(6) Procesy a ¢as. V matematickém uvaZovani se &asto uplatiiuje naSe schopnost

- myslet v terminech procesti &i posloupnosti jevii. Jeden zpisob, jak si predstavit
funkci, je akce, proces ménici defini¢ni obor v obor hodnot. To je zvlasté uziteéné
u sloZzenych funkci. Jiné uplatnéni nachazi tato schopnost v pamatovéani si dikazi:
lidé si dikaz ¢asto uklddaji do hlavy jako proces sestavajici z n&kolika krokd.
V topologii na pojem homotopie myslime nej¢astéji jako na proces trvajici uréity
¢as. Matematicky se ¢as nijak nelisi od dodate¢né prostorové proménné, ale protoze
lidské bytosti s nim interaguji zcela jinym zptsobem, psychologicky je to velky
rozdil.

Jak lze matematické chapdni zprostfedkovat?

Pfenos porozumeéni mezi dvojici osob neni zdaleka automaticky, ale slozity a plny
néstrah. Pfi rozboru lidského chdpani matematiky je proto dilezité, kdo rozumi éemu
a kdy.

Matematici si vypracovali komunikaéni navyky, jez jsou ¢asto dysfunkeni. Organiza-
tofi konferenci kdekoli naléhaji na fe¢niky, aby se snazili vysvétlit véci elementarnimi
prostfedky. Vét3ina posluchadii na priimérné konferenci z toho mé v3ak malo. MoZn4
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