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Z KOMBINATORICKEJ GEOMETRIE MNOHOSTENOV*) 

ERNEST Jucovič, Košice 

Kombinatorická struktura mnohostenov sa v súčasnosti intenzívně študuje vo 
viacerých zameraniach. Stručné pojednáme o partiách, s ktorými sa v Košiciach za-
oberáme. Výběr bol robený tak, aby sa niečo nové povedalo jednak kolegom, ktorým 
robí ťažkosti rozmýšlať o viac ako 3-rozmerných objektoch, a jednak kolegom, kto
rým je proti srsti rozmýšlať o menej ako 4-rozmerných objektoch. Výběr nie je re-
prezentatívny, výklad na niektorých miestach nie je celkom přesný (kvóli stručnosti), 
žiadne tvrdenie nedokazujeme. Necitujeme ani jednotlivé práce; na konci uvedieme 
prehíadné články. 

I. TROJROZMĚRNÉ MNOHOSTĚNY 

1. Označme F/(M), resp. i\{M) počet i-uholníkových stien, resp. í-hranných vrcho-
lov konvexného mnohostena M; zrejme je i ^ 3. Dajme si otázku: Dané sú postup
nosti p = (p3,..., pw), v = (Í; 3 , ..., vn) nezáporných celých čísel. Existuje konvexný 
mnohostěn M, pre ktorý plM) = ph Vj(M) = Vj pre každé i = 3, ..., m, j = 3, ..., n, 
Pi = 0 pre i > m, v} = 0 přej > n. (Ak áno, nazveme postupnosti p, v realizovatel
né.) Takúto otázku móže položit' brusič diamantov či snáď mineralog alebo matema
tik, ale odpovedať na ňu by mal matematik. Z Eulerovej vety 

Ypi(M) + Yvj{M) = h + 2, 

i ^ 3 j £ 3 

kde h je počet hrán mnohostena M, vyplývajú rovnosti 

(1) Y(4-k)pk+ I ( 4 - f c ) t ; t = 8 

(2) Z(6- fc )p t + 2 £ ( 3 - f c ) « t = 12 
fe^3 / c ^ 3 

ako podmienky nutné pre realizovatelnost' postupností p, v. Ďalšia nutná podmienka 
je, aby ]T k pk, £ k vk boli čísla párne. Ale rovnost' (1) nijako neobmedzuje čísla 

P4, v4, rovnosť (2) neobmedzuje čísla p6, v3. Dá sa ukázať, že ani súhrn všetkých šty-
roch uvedených podmienok nie je pre realizovatelnost' dvojice postupností p, v po-
stačujúci. Například postupnosti p = (4, 0, 0, 1, 0, 0, . . . ) , v = (6, 0, 0, 0, ...) nie sú 

*) Obsah tohoto článku sa zhruba kryje s obsahom autorovej přednášky na II. konferencii 
slovenských matematikov v Jasnej pod Chopkom 5. decembra 1970. 

24 



realizovatelné; niet konvexného 5-stena, ktorý má štyri trojuholníkove a jednu šesť-
uholníkovú stenu a ktorého všetky vrcholy sú tretieho stupňa. A tak si matematik, 
keďže nevie odpovedať na vyššie uvedenu otázku o plnej charakterizácii dvojíc postup
ností p,vrealizovatelných konvexnými 3-rozmernými mnohostenmi, dá najprv otázku 
omnoho slabšiu: Ak sú dané postupnosti celých nezáporných čísel p = (p3, ..., Fm), 
v = (v3, ..., vn) vyhovujúce rovnosti 

(3) l(4-k)(pk + vk) = S, 
fc£3 

pričom čísla 

(4) E&.P*, Ykvk 

sú párne, existuje mnohostěn M, pre ktorý platí pt(M) = pt, vt(M) = vt pre každé 
i #= 4? 

Odpověď je: Áno. 

Odpověď na analogickú otázku, uvažujúc rovnosť (2) namiesto (l), je už trochu 
komplikovanejšia a znie: 

Ak postupnosti p = (p3, ..., pm), v = (v3, ..., vn) vyhovujú rovnosti ]T (6 — k) pk -F 

-F 2 £ (3 — k) vk = 12, existuje konvexný mnohostěn M, pre ktorý pt(M) = pi9 
fe^3 

i =f= 6, Vj(M) = Vj,j =t= 3 vtedy a len vtedy, keďpre postupnosti p, v neplatí súčasne: 
Y,Pi — 0 pre i nepárne, ^Vj = 1 pre j .=£ Omod 3 (nepublikované). 

Dókazy týchto viet nie sú také jednoduché, ako by sa hádám zdalo. Pozitivna časť 
(že nějaké mnohostěny existujú) sa dokazuje netriviálnymi konštrukciami mnoho-
stenov, ktoré sú realizáciami postupností p, v. V dókaze negatívnej časti druhého 
tvrdenia (že tedy neexistuje konvexný mnohostěn so samými párnouholníkovými 
stěnami a jediným vrcholom stupňa ^ 0 m o d 3 ) sa viacnásobne použije indukcia 
a isté redukcie rovinných grafov. Taký je postup dókazov i viacerých viet, ktoré na-
sledujú. 

Omnoho viac sa vie o vektoroch (p3(M), p4(M),...) 3-valentného mnohostena M, 
tj. takého, ktorého každý vrchol inciduje s právě tromi hranami (stěnami). Uveďme 
ako příklady niekolko tvrdení o týchto mnohostenoch: 

Postupnost'(4, 0, 0, p6, 0, 0,...) je realizovatelná ako 3-valentný mnohostěn vtedy 
a len vtedy, keďp6je párne číslo rózne od 2. 

Postupnost'(3, 1, 1, p6, 0,..., 6)je realizovatelná ako 3-valentný mnohostěn vtedy 
a len vtedy, keďp6je nepárne číslo váčšie ako í. 

Postupnost' (1, 0, 9, p6, 0, ...) je realizovatelná ako 3-valentný mnohostěn vtedy 
a len vtedy, keď p6 = 3. 

Postupnost'(p3, p4, ..., pn) vyhovujúca (2), pričom platí p3 = p4 = 0, je realizo
vatelná ako 3-valentný mnohostěn s každým p6 ^ 8. 
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Ak M je trojvalentný mnohostěn, platí 

(5) p6(M) ^ 4 - i(2p4(M) + 3p5(M)) + i £ ( T - ^ l - 6 ) ^ M ) ' 
fc=7\L ^ J ' 

(Existuje mnohostěn M, pre ktorý je v (5) splněná rovnosť). 

Ak p4(M) #= 0, F8s(M) 4= 0 a pt(M) = 0 pre i 4= 4, 8:5, tak je pdM) Párne číslo. 
Ak p5(M) 4= 0, jPxosÍM) 4= 0 apí(M) = Opře i 4= 5,10s,tak jep10s(M)párnečíslo. 
(V oboch posledných větách je s pevné prirodzené číslo.) 

Uvedené vety snáď dostatočne ilustrujú skutočnosť, že problematika charakteri-
zácie vektorov p, v realizovatelných konvexnými mnohostenmi je sice silné rozpra
covaná, ale neriešeného je v nej ešte velmi vela. 

V každej vede je prirodzenou tendenciou poznatky o istej triede objektov zovše-
obecňovať, připadne prenášať na triedy příbuzných objektov. Konvexně mnohostěny 
patria medzi mnohostěny rodu 0 (ich hranica je homeomorfná gulovej ploché). Prvé 
možné zovšeobecněme je: 

Charakterizovat' postupnosti p, v realizovatelné ako mnohostěny Iubovolného rodu 
g\ (Hranica takého mnohostena je teda orientovatelná plocha rodu g, steny sú rovinné 
konvexně mnohouholníky.) Sme ešte velmi daleko od riešenia tejto otázky. Ba do-
konca ani pre mnohostěny rodu 1 neboli publikované analogie vyššie uvedených viet. 
Že analogické tvrdenia platiť nemusia, čitatel ihneď spozná, keď si uvědomí (a lahko 
dokáže), že niet mnohostena rodu 1, t. j . „prstencovítého", ktorého všetky vrcholy sú 
trojvalentné. (Z konvexnosti stien trojvalentného mnohostena M vyplývá konvex-
nosť jeho vrcholových mnohohranov a aj samotného M.) V čom je tu ťažkosť? 

Pri úvahách o trojrozměrných konvexných mnohostenoch hrá významnú pomocnú 
úlohu nasledujúca Steinitzova veta: Graf je 3-polyédrický (tj. interpretovatelný ako 
vrcholy a hrany 3-rozmerného konvexného mnohostena) vtedy a len vtedy, keď je 
rovinný a má (vrcholový) stupeň súvislosti aspoň 3. 

Táto veta umožňuje previesť skúmanie kombinatorickej struktury 3-rozmerných 
mnohostenov na skúmanie istých grafov. (O rovinných grafoch sa poměrné vela vie.) 
Je to pohodlnejšie. 

Pre mnohostěny žiadneho rodu g 4= 0 nemáme k dispozícii vetu, akou je Steinitzova 
veta pre mnohostěny rodu 0; teda vetu charakterizujúcu graf mnohostena rodu 
g 4= 0. Byť vnoritelný do plochy rodu g a mať stupeň súvislosti aspoň 3 nestačí. 

Nie každý rozklad orientovatelnej plochy, každá mapa, vytvořená vnořením grafu 
so stupňom súvislosti aspoň 3 do nej, je realizovatelná ako mnohostěn (aby tedy ob
lasti rozkladu boli rovinné konvexně mnohouholníky). Ale tými rozkladmi oriento-
vatelných ploch sa zaoberať móžeme; sú samy o sebe zaujímavé. Tak bolo dokázané: 

Ak postupnosti p = (p3? ^ 5 ? . . . ) , t; = (v3, v5, ...) vyhovujú rovnosti 

Z(4-k)(pk + vk) = 0 
fcž3 

26 



a Y^k Pk-> Yjk vk sú párne čísla, potom existuje rozklad M anuloidu s pÁM) = pt, 
k^3 k^3 

VÍ(M) = VÍ pre každé i #= 4 vtedy a len vtedy, ak dvojica p, v je rózna od dvojice 
p = (1, 1,0,0,...), v = (0,0,...) a od dvojice p = (0,0,...), v = (l, 1, ,0, . . . ) . 

Postupnost'p = (p3, p4, ...) je realizovatelná ako trojvalentný rozklad M (taký, 
ktorého každý vrchol inciduje s tromi oblasťami) anuloidu s nějakým p6 vtedy a len 
vtedy, keď 

I(6-fc)ft = 0 

a keď pre p neplatí p5 = p7 = 1, pt = 0 pre i #= 5, 6, 7 (nepublikované). 

Iné možné zovšeobecnenie problémov a tvrdení o konvexných 3-rozmerných 
mnohostenoch je uvažovať o konvexných mnohostenoch s Iubovolným (konečným) 
počtom dimenzií. O týchto mnohostenoch pohovoříme v časti II. 

2. Pod cestou grafu rozumieme takú postupnost' v1h1 v2h2 ... vm jeho navzájom 
róznych vrcholov vt a hrán hh že vrcholy i\ a vi+ x incidujú s hranou h{. Cesta grafu G 
je hamiltonovská, ak obsahuje všetky vrcholy grafu G. Postupnost' v1h1 ... vmhmvY 

navzájom róznych vrcholov vt a hrán ht grafu G je jeho hamiltonovská kružnica, ak 
vrcholy vi9 vi+1 incidujú s hranou h( a navýše vx inciduje aj s /?,„. 

Platí: Minimálny počet vrcholov (hrán, stien) konvexného 3-rozmemého mnoho-
stena, ktorého graf nemá hamiltonovskú kružnicu, je 11 (18, 9). 

Minimálny počet vrcholov (hrán, stien) 3-rozmemého simpliciálneho mnoho-
stená (tj. takého, ktorého každá stená je trojuholník), ktorého graf nemá hamilto
novskú kružnicu, je 11 (27, 18). 

Analogické otázky, týkajúce sa hamiltonovských ciest, neboli doteraz zodpovedané. 
Minimálny počet vrcholov (hrán, stien) mnohostena bez hamiltonovskej cesty je 
pravděpodobné 14 (24, 12). U simpliciálneho mnohostena sú tieto čísla pravděpo
dobné 14(36), 24). 

Este nejasnejšia je situácia s hamiltonovskými kružnicami a cestami v grafoch 
3-valentných konvexných mnohostenov. A právě u tých bola otázka existencie hamil
tonovských kružnic najprv študovaná (v súvislosti so slavným problémom štyroch 
farieb). P. G. TAIT sar. 1880 domnieval, že každý 3-valentný konvexný mnohostěn 
má hamiltonovskú kružnicu. Až r. 1946 W. T. TUTTE (popredný súčasný odborník 
v teorii grafov) našiel protipříklad, 3-valentný mnohostěn s 46 vrcholmi bez hamilto
novskej kružnice. A náš J. BOSÁK (súčasne spolu s D. BARNETTOM a chemikom 
J. LEDERBERGOM) r. 1966 zostrojil 3-valentný mnohostěn s 38 vrcholmi bez hamilto
novskej kružnice. Z druhej strany bolo dokázané, že všetky 3-valentné mnohostěny 
s najviac 18 vrcholmi majú hamiltonovskú kružnicu. Ale pre získanie definitívnej od-
povede je interval (18, 36) ešte nepříjemné široký. 

3. Teda z predošlých úvah možno odvodif, že existujú pre n ^ 14 mnohostěny 
s n vrcholmi, ktorých vrcholy nie je možné pokryť jedinou cestou. (Hovoříme, že 
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vrcholy grafu G sú pokryté k cestami C1?..., Ck9 ak každý vrchol grafu G náleží právě 
jednej z ciest C,). Ku každému mnohostěnu M je možné priradiť číslo m(M) — mini-
málny počet ciest potřebných k pokrytiu jeho vrcholov (jeho grafu). Ak F„ je trieda 
všetkých n-vrcholových 3-rozmerných mnohostenov, čomu sa rovná m(n) = 
-= max m(M\ M e Fn? 

Ani na tuto otázku doteraz nik nedal odpověď. Známe je, že 

m{n) ^ ^ — 

II. d-ROZMERNÉ MNOHOSTĚNY 

V tejto časti sa zaoberáme najma viac ako trojrozměrnými mnohostenmi. Čitatel 
si sám sformuluje pre tieto mnohostěny otázky analogické k tým z I. časti článku. 
Musíme poznamenat', že definitívnych riešení je tu ešte menej ako v 3-rozmernom pří
pade. 

Úvahy o ď-rozmerných mnohostenoch, d > 3, majú silnější geometrický ráz, lebo 
doteraz nie je k dispozícii charakterizácia /c-rozmerného skeletu, k ^ d — 1, takýchto 
mnohostenov pre žiadne k ^ 1 a d ^ 4 . (Taká ako je v trojrozmernom případe 
Steinitzova veta o 3-polyédrických grafoch.) 

4. Chceme stručné poinformovat' čitatela o najvýznamnejšom výsledku z posled-
ného roka. Přiřaďme ku každému ď-rozmernému mnohostěnu M vektor (s0(M)9 

:Si(M),..., sd-x(M)), kde st(M) značí počet /-rozměrných stien mnohostena M. 
T. S. MOTZKIN r. 1957 vyslovil tvrdenie o maximálnom počte í-rozmerných stien, 
1 <; i ^ d — 1, ď-rozmerného mnohostena v závislosti od d a od počtu jeho vrcho
lov. Že totiž toto maximum je vždy dosiahnuté u tzv. cyklických mnohostenov. 
Dókaz svojho tvrdenia ale po roky nepublikoval, a preto bolo ešte za jeho života (ne
dávno umřel!) pertraktované ako domnienka, tzv. upper bound conjecture. Postupné 
bola dokázaná pre stále širšie triedy mnohostenov, až r. 1970 P. MCMULLEN ju do
kázal pre všetky mnohostěny (doteraz nepublikované). 

5. Hranica (d + l)-rozmerného mnohostena je zložená z ď-rozmerných mnoho
stenov. d-rozmerný mnohostěn M nazvime d-stenovým, ak existuje (d + l)-rozmerný 
mnohostěn, ktorého všetky d-rozmerné steny sú kombinatoricky izomorfně s M. 

Prirodzené otázky sú: Ktoré d-rozmerné mnohostěny sú a ktoré nie sú d-stenové? 
Pre d = 2 je vec jednoduchá: 2-stenovým mnohostenom móže byťiba 3-, 4- a 5-uhol-
ník (to vyplývá z Eulerovej vety) a tieto 2-rozmerné mnohostěny sú 2-stenové mnoho
stěny. Vo vyšších dimenziách situácia zdaleka nie je taká prehladná. Z toho, čo sa 
vie, uveďme: 

Každý d-rozmerný mnohostěn s menej než d + 3 vrcholmi je d-stenový. 
d-rozmerný simplex aj mnohostěn typu d-rozmernej kočky sú d-stenové mnoho-
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steny- Naproti tomu mnohostěn typu d-rozmerného křížového mnohostena (zovše-
obecnenýpravidelný osemsten) nieje d-stenový pre žiadne d = 6, aleje d-stenovýpre 
d = 3; či je d-stenový pre d = 4, 5, to sa nevie. 

Ak žiadna (grafová) kružnica 3-mnohostena P neobsahuje viac ako třetinu všet-
kých hrán mnohostena P, potom P nie je 3-stenový. (Také mnohostěny sa lanko 
zostroja!) 

6. Rozklad d-rozmernej gulovej plochy na „dosť velV d-rozmerných simpliciál-
nych sférických oblastí nazvime kombinatorickou d-sférou. (Presnejšie: Kombina
torická d-sféra je simpliciálny d-komplex vzniklý z hranjce (d + l)-simplexu koneč
nou postupnosťou transformácií, ktorými sú zjemněné delenie alebo k němu inverzně 
zobrazenie.) 

Je každá kombinatorická d-sféra izomorfná (kombinatoricky) s hraničným kom-
plexom (d + l)-rozmerného konvexného mnohostena? Pre d = 2 nám vyššie uvedená 
Steinitzova veta zabezpečuje, že áno. Ale pre d = 3 tomu tak nemusí byť. Už pre 
d = 3 existuje 3-sféra s 8 vrcholmi, ktorá nie je izomorfná s hranicou 4-rozmerného 
mnohostena. Zatial nie je známých vela vlastností kombinatorických sfér, ktoré by 
neplatili pre konvexně mnohotceny. Snáď vóbec jediný silnější všeobecný výsledok tu 
je veta P. MANIHO: 

Každá kombinatorická (d — í)-sféra s najviac d + 3 vrcholmi je izomorfná 
s hraničným komplexom d-rozmerného mnohostena (doteraz nepublikované). 

Skutočnosť, že nie každá kombinatorická d-sféra je realizovatelná ako hranica 
(d + l)-rozmerného konvexného mnohostena, núti preniesť širokú problematiku 
kombinatorickej struktury mnohostenov na kombinatorické sféry, připadne i na iné 
kombinatoriché variety. 
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