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Z KOMBINATORICKEJ GEOMETRIE MNOHOSTENOV#¥)

ERNEST JucoviC, Kosice

Kombinatoricka Struktira mnohostenov sa v sucasnosti intenzivne Studuje vo
viacerych zameraniach. Struéne pojedname o partiach, s ktorymi sa v Kosiciach za-
oberame. Vyber bol robeny tak, aby sa nie€o nové povedalo jednak kolegom, ktorym
robi fazkosti rozmyslat o viac ako 3-rozmernych objektoch, a jednak kolegom, kto-
rym je proti srsti rozmyslat o menej ako 4-rozmernych objektoch. Vyber nie je re-
prezentativny, vyklad na niektorych miestach nie je celkom presny (kvéli struénosti),
Ziadne tvrdenie nedokazujeme. Necitujeme ani jednotlivé prace; na konci uvedieme
prehladné Clanky.

I. TROJROZMERNE MNOHOSTENY

1. Ozna¢me p/(M), resp. v{M) po&et i-uholnikovych stien, resp. i-hrannych vrcho-
lov konvexného mnohostena M; zrejme je i = 3. Dajme si otdzku: Dané st postup-
nosti p = (ps, ..., pp)> v = (03, ..., v,) nezapornych celych ¢isel. Existuje konvexny
mnohosten M, pre ktory p(M) = p;, v(M) = v;prekazdéi =3,...,m,j =3,...,n,
pi=0prei> m,v; = 0prej > n. (Ak 4no, nazveme postupnosti p, v realizovatel-
né.) Takuto otazku mdZe poloZit brusi¢ diamantov & snad mineraldg alebo matema-
tik, ale odpovedat na fiu by mal matematik. Z Eulerovej vety

i;3p,.(M) + _gsvj(M) =h+2,

kde h je pocet hran mnohostena M, vyplyvaji rovnosti

(1) S (4 - k) p + k§3(4—k)vk= 8

k=3
(2) 26— k)p+23 (3= ko =12
k23 k23

ako podmienky nutné pre realizovatelnost postupnosti p, v. Dal$ia nutna podmienka

je, aby Y k pi, Y ku, boli &isla parne. Ale rovnost (1) nijako neobmedzuje &isla
k=3 k=3

Pa» V4, TOVDOSE (2) neobmedzuje &isla pg, vs. D4 sa ukazat, Ze ani stthrn vietkych §ty-
roch uvedenych podmienok nie je pre realizovatelnost dvojice postupnosti p, v po-
stadujuci. Napriklad postupnosti p = (4,0,0,1,0,0,...), v = (6,0,0,0,...) nie su

*) Obsah tohoto ¢lanku sa zhruba kryje s obsahom autorovej prednasky na II. konferencii
slovenskych matematikov v Jasnej pod Chopkom 5. decembra 1970.
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realizovateIné; niet konvexného 5-stena, ktory ma $tyri trojuholnikové a jednu Sest-
uholnikovi stenu a ktorého vsetky vrcholy su treticho stupfia. A tak si matematik,
kedZe nevie odpovedat na vysSie uvedent otazku o plnej charakterizécii dvojic postup-
nosti p, vrealizovateInych konvexnymi 3-rozmernymi mnohostenmi, d4 najprv otdzku
omnoho slabsiu: Ak st dané postupnosti celych nezapornych &isel p = (ps, ..., P)>
v = (3, ..., v,) vyhovujlice rovnosti

(3) Y4 -k (p+v) =8,

k=3
pri¢om dcisla

(4) kak’ zkvk
k=3 k=3

su parne, existuje mnohosten M, pre ktory plati p(M) = p,, v(M) = v, pre kazdé
i+ 4?

Odpoved je: Ano.

Odpoved na analogicki otazku, uvaZujuc rovnost (2) namiesto (1), je uz trochu
komplikovanejsia a znie:

Ak postupnosti p = (ps, ..., p)> 0 = (vs, ..., v,) vyhovujii rovnosti Y. (6 — k) p, +
K23
+ 2% (3 = k) v, = 12, existuje konvexny mnohosten M, pre ktory p(M) = p,,

k=3
i+6, vj(M) = v;, j # 3 vtedy a len vtedy, ked pre postupnosti p, v neplati sicasne:
Y.p; = 0 pre i nepdrne, Y v; = 1 pre j % 0 mod 3 (nepublikovang).

Dokazy tychto viet nie su také jednoduché, ako by sa hddam zdalo. Pozitivna ast
(Ze nejaké mnohosteny existuju) sa dokazuje netrividlnymi konstrukciami mnoho-
stenov, ktoré su realizdciami postupnosti p, v. V ddkaze negativnej Casti druhého
tvrdenia (Ze tedy neexistuje konvexny mnohosten so samymi parnouholnikovymi
stenami a jedinym vrcholom stupfia %0 mod 3) sa viacnasobne pouzije indukcia
a isté redukcie rovinnych grafov. Taky je postup ddkazov i viacerych viet, ktoré na-
sleduju.

Omnoho viac sa vie o vektoroch (p3(M), p4(M), ...) 3-valentného mnohostena M,
tj. takého, ktorého kazdy vrchol inciduje s prave tromi hranami (stenami). Uvedme
ako priklady niekolko tvrdeni o tychto mnohostenoch:

Postupnost (4, 0,0, ps, 0,0, ) je realizovatelnd ako 3-valentny mnohosten vtedy
a len vtedy, ked p¢ je pdrne cislo rézne od 2.

Postupnost (3, 1, 1, pe, 0, ..., 0) je realizovatelnd ako 3-valentny mnohosten vtedy
a len vtedy, ked pg je nepdrne Cislo vicsie ako 1.

Postupnost (1, 0,9, pe, 0, ...) je realizovatelnd ako 3-valentny mnohosten vtedy
a len vtedy, ked pg = 3.

Postupnost (ps, Pas - --» D) Vyhovujiica (2), pricom plati py; = p, = 0, je realizo-
vatelnd ako 3-valentny mnohosten s kazdym pg = 8.
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Ak M je trojvalentny mnohosten, plati

k+1

(5) Pe(M) Z 4 — 1(2pa(M) + 3ps(M)) + %k; <[M—] - 6) p(M) .

2

(Existuje mnohosten M, pre ktory je v (5) splnena rovnost).

Ak py(M) 0, pg(M) + 0 a p(M) = 0 pre i + 4, 8s, tak je ps(M) pdrne cislo.
Ak Ps(M) * 0, P1oS(M) +0 api(M) = Oprei £ 5,10s,tak jepms(M) pdrne Cislo.
(V oboch poslednych vetach je s pevné prirodzené &islo.)

Uvedené vety snad dostatoCne ilustruji skutocnost, Ze problematika charakteri-
zacie vektorov p, v realizovatelnych konvexnymi mnohostenmi je sice silne rozpra-
covana, ale nerieSeného je v nej eSte velmi vela.

V kazdej vede je prirodzenou tendenciou poznatky o istej triede objektov zovse-
obecriovat, pripadne prenasat na triedy pribuznych objektov. Konvexné mnohosteny
patria medzi mnohosteny rodu 0 (ich hranica je homeomorfna gulovej ploche). Prvé
mozné zovseobecnenie je:

Charakterizovaft postupnosti p, v realizovateIné ako mnohosteny Tubovolného rodu
g! (Hranica takého mnohostena je teda orientovatelna plocha rodu g, steny st rovinné
konvexné mnohouholniky.) Sme eite velmi daleko od rieSenia tejto otazky. Ba do-
konca ani pre mnohosteny rodu 1 neboli publikované analdgie vyssie uvedenych viet.
Ze analogické tvrdenia platif nemusia, Citatel ihned spozna, ked si uvedomi (a fahko
dokéie), Ze niet mnohostena rodu 1, t. j. ,,prstencovitého*‘, ktorého vsetky vrcholy st
trojvalentné. (Z konvexnosti stien trojvalentného mnohostena M vyplyva konvex-
nost jeho vrcholovych mnohchranov a aj samotného M.) V &om je tu tazkost?

Pri uvahach o trojrozmernych konvexnych mnohostenoch hra vyznamni pomocnu
tllohu nasledujiica Steinitzova veta: Graf je 3-polyédricky (tj. interpretovatelny ako
vrcholy a hrany 3-rozmerného konvexného mnohostena) vtedy a len vtedy, ked je
rovinny a mé (vrcholovy) stupeti sivislosti aspoii 3.

Této veta umoziuje previest skumanie kombinatorickej Struktury 3-rozmernych
mnohostenov na skiimanie istych grafov. (O rovinnych grafoch sa pomerne vela vie.)
Je to pohodlnejsie.

Pre mnohosteny Ziadneho rodu g + 0 nemame k dispozicii vetu, akou je Steinitzova
veta pre mnohosteny rodu 0; teda vetu charakterizujicu graf mnohostena rodu
g + 0. Byt vnoriteIny do plochy rodu g a mat stupen suvislosti aspofi 3 nestaci.

Nie kazdy rozklad orientovatelnej plochy, kazda mapa, vytvorena vnorenim grafu
so stupiiom suvislosti aspofi 3 do nej, je realizovatelna ako mnohosten (aby tedy ob-
lasti rozkladu boli rovinné konvexné mnohouholniky). Ale tymi rozkladmi oriento-
vateInych ploch sa zaoberat moZeme; s samy o sebe zaujimavé. Tak bolo dokazané:

Ak postupnosti p = (ps, ps, ...), v = (vy, vs, ...) vyhovujii rovnosti
k>23(4 — k) (P +0v) =0
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a Y kpe Y kv su pdrne cisla, potom existuje rozklad M anuloidu s pd{M) = p,,

k=3 k=3
v{M) = v; pre kadé i + 4 vtedy a len vtedy, ak dvojica p, v je rézna od dvojice
p=(1,1,0, 0,...), v=(0,0,...) a od dvojice p=(0,0,...), v=(1,1, ,0,...).
Postupnost' p = (ps, ps, ...) je realizovatelnd ako trojvalentny rozklad M (taky,

ktorého kazdy vrchol inciduje s tromi oblastami) anuloidu s nejakym pg vtedy a len
vtedy, ked

2(6 — k)pk =0
k=3

a ked pre p neplati ps = p; = 1, p; = 0 pre i + 5, 6,7 (nepublikované).

Iné moZné zovSeobecnenie problémov a tvrdeni o konvexnych 3-rozmernych
mnohostenoch je uvaZovaf o konvexnych mnohostenoch s Tubovolnym (koneén}’lm)
poctom dimenzii. O tychto mnohostenoch pohovorime v &asti II.

2. Pod cestou grafu rozumieme taku postupnost v,h, v,h, ... v, jeho navzijom
réznych vrcholov v; a hran h;, Ze vrcholy v; a v; { inciduji s hranou h;. Cesta grafu G
je hamiltonovskd, ak obsahuje vSetky vrcholy grafu G. Postupnost v,hy ... v,h,v,
navzajom réznych vrcholov v; a hran h; grafu G je jeho hamiltonovskd kruZnica, ak
vrcholy v;, v, ; inciduju s hranou h; a navySe v, inciduje aj s h,,.

Plati: Minimdlny pocet vrcholov (hra'n, stien) konvexného 3-rozmerného mnoho-
stena. ktorého graf nemd hamiltonovskii kruznicu, je 11 (18, 9).

Minimdlny pocet vrcholov (hrdn, stien) 3-rozmerného simplicidlneho mnoho-
stena (tj. takého, ktorého kaZdd stena je trojuholnik), ktorého graf nemd hamilto-
novskir kruznicu, je 11 (27, 18).

Analogické otazky, tykajtice sa hamiltonovskych ciest, neboli doteraz zodpovedané.
Minimalny poget vrcholov (hran, stien) mnohostena bez hamiltonovskej cesty je

pravdepodobne 14 (24, 12). U simplicialneho mnohostena st ticto &isla pravdepo-
dobne 14 (36), 24). .

Este nejasnejSia je situacia s hamiltonovskymi kruznicami a cestami v grafoch
3-valentnych konvexnych mnohostenov. A prave u tych bola otazka existencie hamil-
tonovskych kruzZnic najprv Studovana (v suvislosti so slavnym problémom Styroch
farieb). P. G. TaIr sar. 1880 domnieval, Ze kazdy 3-valentny konvexny mnohosten
ma hamiltonovska kruznicu. Az r. 1946 W. T. TuTTE (popredny sucasny odbornik
v teorii grafov) nasiel protipriklad, 3-valentny mnohosten s 46 vrcholmi bez hamilto-
novskej kruZnice. A na$ J. BosAk (suasne spolu s D. BARNETTOM a chemikom
J. LEDERBERGOM) 1. 1966 zostrojil 3-valentny mnohosten s 38 vrcholmi bez hamilto-
novskej kruznice. Z druhej strany bolo dokazané, e vietky 3-valentné mnohosteny
s najviac 18 vrcholmi maji hamiltonovsku kruznicu. Ale pre ziskanie definitivnej od-
povede je interval (18, 36) eSte neprijemne Siroky.

3. Teda z predo$lych Gvah mozno odvodif, Ze existuju pre n = 14 mnohosteny
s n vrcholmi, ktorych vrcholy nie je mozné pokryt jedinou cestou. (Hovorime, Ze
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vrcholy grafu G su pokryté k cestami Cy, ..., Cy, ak kazdy vrchol grafu G naleZi prave
jednej z ciest C;). Ku kaZdému mnohostenu M je moZné priradit &islo m(M) — mini-
malny polet ciest potrebnych k pokrytiu jeho vrcholov (jeho grafu). Ak I, je trieda
vietkych n-vrcholovych 3-rozmernych mnohostenov, omu sa rovna m(n) =
= max m(M), MeT,?

Ani na tito otazku doteraz nik nedal odpoved. Zname je, Ze

n—38
T

m(n) =

II. -ROZMERNE MNOHOSTENY

V tejto Casti sa zaoberame najmi viac ako trojrozmernymi mnohostenmi. Citatel
si sam sformuluje pre tieto mnohosteny otazky analogické k tym z I. Casti ¢lanku.
Musime poznamenat, Ze definitivnych rieSeni je tu eSte menej ako v 3-rozmernom pri-
pade.

Uvahy o d-rozmernych mnohostenoch, d > 3, maju silnejii geometricky raz, lebo
doteraz nie je k dispozicii charakterizacia k-rozmerného skeletu, k < d — 1, takychto
mnohostenov pre Ziadne k = 1 a d = 4. (Taka ako je v trojrozmernom pripade
Steinitzova veta o 3-polyédrickych grafoch.)

4. Chceme strucne poinformovat &itatela o najvyznamnejSom vysledku z posled-
ného roka. Priradme ku kazdému d-rozmernému mnohostenu M vektor (so(M),
s(M), ..., s41(M)), kde s{M) zna&i polet i-rozmernych stien mnohostena M.
T. S. MoT1zKIN 1. 1957 vyslovil tvrdenie o maximéalnom pocte i-rozmernych stien,
1 £i<d -1, drozmerného mnohostena v zavislosti od d a od poétu jeho vrcho-
lov. Ze totiZ toto maximum je vZdy dosiahnuté u tzv. cyklickych mnohostenov.
Dékaz svojho tvrdenia ale po roky nepublikoval, a preto bolo este za jeho Zivota (ne-
davno umrel!) pertraktované ako domnienka, tzv. upper bound conjecture. Postupne
bola dokazana pre stale Sirsie triedy mnohostenov, aZ r. 1970 P. MCMULLEN ju do-
kazal pre vietky mnohosteny (doteraz nepublikované).

5. Hranica (d + 1)-rozmerného mnohostena je zloZena z d-rozmernych mnoho-
stenov. d-rozmerny mnohosten M nazvime d-stenovym, ak existuje (d + 1)-rozmerny
mnohosten, ktorého vSetky d-rozmerné steny su kombinatoricky izomorfné s M.

Prirodzené otazky sti: Ktoré d-rozmerné mnohosteny st a ktoré nie su d-stenové?
Pre d = 2 jevec jednoducha: 2-stenovym mnohostenom moZe byt iba 3-, 4- a 5-uhol-
nik (to vyplyva z Eulerovej vety) a tieto 2-rozmerné mnohosteny s 2-stenové mnoho-
steny. Vo vys§ich dimenziach situacia zdaleka nie je taka prehladna. Z toho, Co sa
vie, uvedme:

KaZdy d-rozmerny mnohosten s menej nez d + 3 vrcholmi je d-stenovy.
d-rozmerny simplex aj mnohosten typu d-rozmernej kocky sii d-stenové mnoho-
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steny. Naproti tomu mnohosten typu d-rozmerného krizového mnohostena (zovse-
obecneny pravidelny osemsten) nie je d-stenovy pre Ziadne d = 6, ale je d-stenovy pre
d = 3; &i je d-stenovy pre d = 4, 5, to sa nevie.

Ak Ziadna (grafova’) kruznica 3-mnohostena P neobsahuje viac ako tretinu vSet-
kych hrdn mnohostena P, potom P nie je 3-stenovy. (Také mnohosteny sa Iahko
zostroja!)

6. Rozklad d-rozmernej gulovej plochy na ,,dost vela*‘ d-rozmernych simplicial-
nych sférickych oblasti nazvime kombinatorickou d-sférou. (Presnejiie: Kombina-
torick d-sféra je simplicialny d-komplex vznikly z hranjce (d + 1)-simplexu koneg-
nou postupnostou transformacii, ktorymi si zjemnené delenie alebo k nemu inverzné
zobrazenie. )

Je kazda kombinatoricka d-sféra izomorfna (kombinatoricky) s hrani¢nym kom-
plexom (d + 1)-rozmerného konvexného mnohostena? Pre d = 2 nam vysiie uvedena
Steinitzova veta zabezpeCuje, Ze ano. Ale pre d = 3 tomu tak nemusi byf. UZ pre
d = 3 existuje 3-sféra s 8 vrcholmi, ktora nie je izomorfna s hranicou 4-rozmerného
mnohostena. Zatial nie je zndmych vela vlastnosti kombinatorickych sfér, ktoré by
neplatili pre konvexné mnohotseny. Snad vobec jediny silnejsi v§eobecny vysledok tu
je veta P. MANIHO:

Kazdda kombinatorickd (d — 1)-sféra s najviac d + 3 vrcholmi je izomorfnd
s hrani¢nym komplexom d-rozmerného mnohostena (doteraz nepublikované).

Skutoénost, Ze nie kazda kombinatoricka d-sféra je realizovateInid ako hranica
(d + 1)-rozmerného konvexného mnohostena, nuti preniest irokd problematiku
kombinatorickej $truktiry mnohostenov na kombinatorické sféry, pripadne i na iné
kombinatoriché variety.
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