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diskuse 

Prečo je matematika taká ťažká? 

Vít Hejny*), 

Milan Hejny, Bratislava 

Začiatkom septembra 1976 bola v Žiline 
usporiadaná XII. celoštátna konferencia 
o matematike na vysokých školách tech­
nických, ekonomických a polnohospodár-
skych. Na tejto konferencii sme přispěli 
referátom „Stimulácia matematického my-
slenia". Keď sme potom boli požiadaní 
o časopiseckú úpravu referátu, začali sme 
jednotlivé myšlienky dotvárať a prehlbo-
vať. Nakoniec sme sa rozhodli zúžiť 
celý článok na jedinú myšlienku a jej 
dósledky. Ide v podstatě o pokus čiastočne 
odpovedať na otázku v nadpise. Naša 
odpověď znie: 

Pretoze výuka matematiky sa uskutoč-
ňuje v prostředí nedorozumenia medzi 

(*) učitelom, osnovami a učebnicou na 
straně jednej a ziakom na straně 
druhej. 

Spomínané nedorozumenie má dve ob­
lasti: racionálnu a emočnú. V tejto práci 
sa obmedzíme iba na analýzu oblasti 
racionálnej. 

Naším cielom však nie je iba analýza 
problému a teoretické odhalenie příčin, 
ale predovšetkým hladanie nových vý-
chodísk — konkrétných návodov na skva-
litnenie výukového procesu matematiky. 

*) Spoluautor článku, prof. Vít Hejny, 
zemřel 26. 5. 1977. Viz PMFA 6/1977, str. 350. 
Pozn. red. 

Všimnime si najprv vysokoškolskej pří­
pravy budúceho učitela matematiky. Táto 
příprava sa skíadá z dvoch matematických 
zložiek (o zložkách nematematických tu 
hovoriť nebudeme): zložky odbornej, v kto-
rej sa študent oboznamuje s matematic­
kými teóriami, a zložky komunikačnej, 
ktorej cielom je vyzbrojit' budúceho uči­
tela poznatkami o spósoboch komunikácie 
poznatkov žiakom. Zatial čo v zložke 
odbornej je študent zásobovaný (až za­
valený) kvantom vědecky fundovaných 
informácií, ostává oblasť výuky vela dížna 
skutočným potřebám praxe. Budúci učitel 
sa nedozvie žiadnu teoretická osnovu, 
pomocou ktorej by mohol evidovat' a hodno­
tit' svoje pedagogické skúsenosti a zkvalit­
ňovat' tak svoju každodennú prax. Naopak. 
Značné, všeobecnost' a akademičnosť teo-
retickej výzbroje vedie učitela ku nedověře 
v jej účinné praktické využitie. Na druhej 
straně množstvo metodických, didaktic­
kých a pedagogických rád pósobí na začí-
najúceho učitela skór dezorientačne ako 
usmerňujúco; on sám často pociťuje ich 
druhoradosť a formálnosť, ktorá ho od-
vádza od základnej problematiky — zapá­
lit' děti láskou k matematike. A tak hlav-
ným vodítkom učitelovej práce ostávajú 
jeho osobné životné skúsenosti — vzory 
učitelov z jeho školských rokov a postupné 
sa kryštalizujúce jeho osobné zážitky 
v triede. Avšak osobná skúsenosť, ne-
podopretátá objektívnou teoretickou bá-
zou, ostává neustále v područí subjekti-
vizmu. Absencia pevného rámu teorie, 
účinné aplikovatelnej v praxi, je Achillo­
vou pátou všetkých našich snah o skvalit-
nenie výuky matematiky (a nielen mate­
matiky) na všetkých stupňoch škol. Ku 
rovnakým záverom, koncipovaným v šir­
ších dimenziách, dochádzajú aj sovietski 
psychológovia P. J. GAL'PERIN a A. N. 
LEONTIEV - pozři [1] a [2]. 
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Nerovnoměrnost' teoretickej výbavy uči-
tela orientuje ho na tú časť „výuky mate­
matiky", v ktorej je fundovaný lepšie — 
na matematiku. Nadhodnotenie „mate­
matiky" a nedocenenie závažnosti „výuky" 
sa však netýká iba učitela. Uvedená dis-
harmónia sa prejavuje aj pri tvorbě osnov 
učebnic, pri hladaní koncepcie výuky 
matematiky v období vedeckotechnickej 
revolúcie. 

Silný modernizačný celosvětový trend, 
vedený pod nápisom „množinová mate­
matika", dostává v niektorých zemiach 
příchuť horkosti. Je to nutná daň za ne­
docenenie onej „výuky". Eudia, ktorí sa 
s nevšedným entuziazmom přibrali vyme-
tať archaické drilové metody, přecenili 
obsahovú stránku věci. Vychádzajúc z o-
sobných životných skúseností předpoklá­
dali, že odbúraním receptov z osnov a 
učebnic uvedu do škol spontánny zápal 
tvořivého myslenia. Prax však ukázala, 
že táto hypotéza je příliš optimistická. 
Změna obsahu sama o sebe nestačí 
ku zmene celej klimatiky. Ak chceme 
naučiť žiakov myslieť, ak chceme akcele­
rovat' ich logické a abstraktně myslenie, 
potom nestačí poznať produkty takejto 
činnosti — nádherné (pre matematiku o-
všem!) axiomatické stavby atraktívnych 
disciplín súdobej matematiky. Úspešnosť 
nasej práce závisí predovšetkým od toho, 
či poznáme zákonitosti, ako vzniká a 
rastie proces „učenia sa myslieť", či 
poznáme spósoby, ako takýto proces 
móžeme u žiakov navodiť. 

Lékařovi nestačí vedieť, ako vyzerá 
zdravý člověk a ako sa ten prejavuje. 
Zdar lekárovej činnosti závisí od toho, či 
pozná zákonitosti, ktorými sa riadi dyna­
mika somatickej struktury a či dokáže 
tieto znalosti prakticky využiť. Podobné 
aj učitel matematiky nevystačí s před­
stavou múdreho žiaka; aj on potřebuje 

poznať zákonitosti, ktorými sa riadi 
genéza matematického myslenia, potře­
buje vedieť ako tento proces v žiakoch 
navodiť. Ku tejto oblasti obrátíme po­
zornost' v nasledujúcom. 

Genéza myslenia 

Pod genézou matematického myslenia 
je možné chápať jednak: 
ontogenézu, t.j. proces odohrávajúci sa 
v psychike j jdného člověka, a jednak 
fylogenézu, t.j. proces všeludského roz-
voja matematického myslenia. Je pocho­
pitelné, že existuje vela faktorov, ktoré 
obs uvedené genézie odlišujú. Zákonitost', 
ktorú v nasledujúcom opíšeme, náleží 
však ku tým faktorom, ktoré sú pre obe 
genézy spoločné. Jednotný pohlad na 
ontogenézu i fylogenézu dává výborné 
možnosti praktického využitia. Znalosti 
fylogenézy niektorého pojmu, myšlienky, 
metody či dokonca celej teorie, móžeme 
úspěšné aplikovat' na problematiku onto-
genézy, t.j. na přípravu vyučovacieho 
procesu. 

Poznávací proces opíšeme pomocou 
šiestich po sebe nasledujúcich etap. Najprv 
tieto etapy stručné uvedieme, potom ich 
podrobnejšie zilustrujeme. 

Prvú e t a p u nazveme s t i m u l á c i o u . 
Stimul je vonkajší podnět, ktorý sa 
v psychike odráža ako istá tenzia. Táto 
tenzia zvyšuje citlivost' psychiky na určité 
podněty, usměrňuje záujem o určitú 
zážitkovú oblasť. 

Stimulácia implikuje zintenzívnenie vy-
híadávania, prežívania a registrácie zá-
žitkov z vyčlenenej oblasti. Dochádza 
ku kvantitativnému narastaniu separova­
ných skúseností. V specificky matematic­
kých podmienkach hovoříme tiež o mode-
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loch (budúceho zovšeobecnenia). Preto 
d r u h ů e t a p u menujeme e t a p o u jed­
not l ivých skúsenost í či e t a p o u mo-
delov. 

Kvantitativný rast vyvolává potřebu 
kvalitatívnej změny. Táto změna sa začíná 
triedením a hierarchizáciou získaných 
skúseností — modelov. Ukazuje sa, že 
niektoré z modelov sú vhodnejšie a nie-
ktoré menej vhodné. Dochádza ku vy-
členeniu tých „najvhodnejších", ktoré sa 
stávajú hlavnými reprezentantami všet-
kých ostatných. Nazvime ich univerzálně 
modely či univerzálně skúseností. Do nich 
sa projektuje a v ich sféře sa rieši každý 
jednotlivý zážitok danej oblasti. T r e t i u 
e t a p u poznávacieho procesu nazveme 
e t a p o u u n i v e r z á l n y c h s k ú s e n o s t í 
či m o d e l o v . 

Štvr tú e t a p u poznávacieho procesu 
nazveme a b s t r a k č n ý m zdvihom, na-
kolko v nej dochádza ku zdvihu — pře­
měně kvantity na novů kvalitu, reprezen­
továnu novým poznatkom či pojmom. 
Zaujímavosťou tejto etapy je, že trvá velmi 
krátko — skoro iba okamžik. Neklamným 
sprievodným javom je výnimočne inten-
zívny pocit objavitelského šťastia, ktorý 
zavládne v psychike objavitela. 

V štvrtej etapě poznávací proces kul­
minuje, ale rozhodne nekončí. Novo-
objavený poznatok či pojem sa v existujú-
cej už poznatkovej struktuře pociťuje ako 
čerstvo obrúsený zub v ústach, ako cudzie 
těleso. Po kratučkej štvrtej etapě následuje 
dlhá p i a t a e t a p a , ktorú nazveme do-
m e s t i k á c i o u či k r y š t a l i z á c i o u p o ­
z n a t k u v p o z n a t k o v e j s t r u k t u ř e . 
Poznatok sa v existujúcej struktuře udo-
mácňuje a zároveň ju přebudovává, re­
strukturalizuje. Čím vyšší je stupeň ab-
strakcie nového poznatku, tým zásadnej-
šie prebudovanie poznatkovej struktury 
vyvolá. Objavy prvej velikosti znamenajú 

úplné prebudovanie — revolúciu v dis­
ciplíně. 

V priebehu kryštalizácie dochádza ku 
postupnému vyžívaniu sa póvodného sti­
mulu, póvodnej tenzie, ktorá celý pozná­
vací proces evokovala. Vyžívá sa, aby 
uvolnila miesto stimulu novému, novému 
poznávaciemu procesu. Z tohoto hladiska 
by bolo možné považovat' poznávací 
proces za završený. Skutočne, z hladiska 
psychologických kritérií motivácie, je pia-
tou etapou poznávací proces ukončený. 
Existuje tu však ešte iné kritérium „osvo-
jenia si látky", ktoré vyžaduje predíženie 
našich analýz o další krok. 

Siesta a p o s l e d n á e t a p a poznávacie­
ho procesuje a u t o m a t i z á c i a . Zmyslom 
šiestej etapy je: zautomatizováním po­
znatku uvolniť psychickú energiu na inú 
činnost Tuto etapu absolvujú iba niektoré 
poznávacie procesy — sú to tie, ktorých 
dokonalá znalosť je nutným predpo-
kladom niektorých ďalších činností. Tak 
například' znalosť čítania je automatizo­
vaná, aby sa člověk mohol pri čítaní plné 
sústrediť na obsah textu nie na grafickú 
stránku „čítania". Podobné automatizo­
vané sú pohyby šoféra, ktorého psychika 
je sústredená na situáciu na cestě; ruky 
klavíristu, ktorého psychika je sústredená 
na prežívanie hudby. 

Podrobnejšiu analýzu jednotlivých etap 
poznávacieho procesu zahájíme sériou 
ilustrácií. 

Stimulácia 

Slávny matematik FOURIER ukázal raz 
llročnému chlapcovi zbierku svojich 
egyptských papyrusov. Záhada neroz­
luštěných odkazov dávnověká vzrušila 
chlapca natolko, že tento zápalisto zvolal 
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„Ja to prečítam!" Opísaný zážitok bol 
stimulom, ktorý navodil do duše malého 
CHAMPOLLIONA tenziu na celý život. Po­
dobných okamžikov „zasvátenia" pozná 
história velmi vela. Vlastně každý veliký 
objav bol dósledkom podobnej tenzie nes-
pokojnosti či tužby. Tužba odstrániť 
ludské utrpenie viedla SEMMELWEISA k ob-
javu antisepsie, JANSKÉHO ku objavu 
krvných skupin, MARXA a ENGELSA ku 
objavu ich teorie o spoločnosti. 

Obraťme sa k matematike. Vynikajúcim 
dokladom intenzívnej tenzie — nesplnenej 
tužby rozriešiť problém piateho Euklidov-
ho postulátu — je list maďarského mate­
matika FARKAŠA BOLYAIA synovi Jánošovi, 
v ktorom otec nalieha na syna, aby prob­
lém zanechal ([3] str. 179). Z hladiska 
fylogenézy skvělým reprezentantom sti­
mulu sú tri klasické problémy: kvadra­
tura kruhu, duplicita krychle a trisekcia 
uhla. Ačkolvek ostali po celý starověk 
nerozriešené, boli příčinou mnohých ob-
javov — stimulovali asi váčšinu toho, čo 
helénska matematika dokázala. 

Model — skúsenosť 

Ilustrovali sme etapu stimulácie. Ďalšie 
dve etapy, etapu separovaných modelov-
skúseností a etapu univerzálnych modelov-
skúseností budeme ilustrovat' dovedná. 
Iba tak totiž vynikne podstata toho, ako 
sa pomocou paralely formujú separované 
skúsenosti do skúsenosti univerzálnej. 

Prvým príkladom móže byť ktorákolvek 
z ludových rozprávok osnovaných na 
trojitom zážitku (dva neúspěšné, třetí ús­
pěšný). Konfrontuje sa dvojica eticky 
chybných skúseností s jednou eticky správ­
nou. Druhým príkladom sú ludové pore-
kladlá. Porekladlo je univerzálna skúse­
nosť získaná hromaděním množstva se­

parovaných skúseností. „Nekřič hop, kým 
si nepřeskočil!" je zovšeobecnenie množ­
stva konkrétných skúseností predčasnej 
radosti. Univerzálnym modelom v gra-
matike je systém vzorov podstatných 
mien; „dom" sa skloňuje podlá „dub" 
a pod. Vzor je univerzálny model získaný 
porovnáváním množstva konkrétných mo-
delov — konkrétných podstatných mien. 
Doposial sme hovořili o príkladoch ne­
matematických. Teraz uvedieme dva pří­
klady z matematiky. 

Viacznačnosť niektorých výrokov ve-
štiarní a zjavná nepravdivost' mnohých 
sofizmov stimulovali ARISTOTELA k po-
znávaciemu procesu, ktorý vyústil do ob­
javu novej disciplíny — logiky. Aristoteles 
roztriedil jednotlivé javy logického dóvo-
denia a každú z tried reprezentoval jedným 
univerzálnym modelom — ten slúžil ako 
vodítko vo všetkých ostatných prípadoch 
uvedenej triedy. Príkladom je sylogizmus: 

Všetci Iudia sú smrtelní 

Sokrates je člověk 

Sokrates je smrtelný. 

Pěkný příklad univerzálneho modela 
nachádzame v chýrnej učebnici algebry 
islámského matematika al-Chvárizmího. 
V kapitole o kvadratických rovniciach 
uvádza autor tri konkrétné rovnice: 

x2 + 10x = 39 , x2 + 21 = lOx, 

x2 = 3x + 4 . 

Každá z nich je viac ako příklad. Je to 
univerzálny model, návod na to ako riešiť 
kvadratickú rovnicu (v dnešnej symbolike) 
x2 + px + q = 0 pre p > 0, q < 0; p < 
< 0, q > 0; p < 0, q < 0. Z týchto 3 
univerzálnych modelov sa potom zrodil 
objav: vzorec xlj2 = i [ [ - p ± j(p2 - 4q)] 
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Abstrakčný zdvih 

Ilustrácií štvrtej etapy — abstrakčného 
zdvihu — je skutočne vela. Slávne „heu-
réká!" nahatého ARCHIMEDA, NEWTONOVO 
jablčko, GALILEOVO pozorovanie lustrov 
v Dóme atď. atď. V podstatě každý objav 
zákonitosti či každá nová myšlienka ro-
diaca nový pojem je príkladom abstrakč­
ného zdvihu. Vo fylogenéze rovnako ako 
v ontogenéze. Rozdiel je iba v tom, že 
fylogenetický rast nie je bez týchto obja-
vov myslitelný, zatial čo v ontogenéze je 
možné do žiaka nahustiť mnohé poznatky 
bez toho, že by v jeho psychike došlo ku 
abstrakčnému zdvihu. 

Kryštalizácia 

Každý nový objav, každá nová myšlien­
ka, či už vo fylogenéze alebo ontogenéze 
indukuje proces kryštalizácie. Analýza 
tejto etapy je zo všetkých častí poznáva-
cieho procesu najnáročnejšia; je to po­
chopitelné: domestikácia novej myšlienky 
ovplyvňuje emočnú sféru rovnako ako 
racionálnu, konfrontuje sa so stále širším 
okruhom iných poznatkov, spósobuje 
mnohé prehodnocovanie a stává sa tak 
prirodzeným stimulom celej série nových 
poznatkových procesov, často v oblastiach 
zdanlivo vóbec nesúvisiacich s póvodným 
objavom. Tak například kryštalizácia ob-
javu neeuklidovskej geometrie (1829 N. I. 
LOBAČEVSKIJ a 1932 J. BOLYAI) potřebo­

vala 40 rokov na prekonanie predsudko-
vých bariér a odohrávala sa skoro výlučné 
(výnimkou bol RIEMANN) V oblasti emoč-
nej. Keď potom na sklonku 60. rokov 
minulého storočia BELTRAMI nachádza 
spojenie neeuklidovskej geometrie s geo-
metriou diferenciálnou, začíná opožděná, 

ale o to intenzívnejšia kryštalizácia novej 
myšlienky aj v oblasti racionálnej: re-
štrukturalizácia základov geometrie, vznik 
modelov, potižitie techniky modelov na lo­
gické zdóvodňovania, analýza pojmu „teó-
ria", „axiomatický systém" a „dokaž", 
změna názorov na pojem priestoru z hla-
diska fyzikálneho, tvrdý úder idealistic-
kej filozofii I. KANTA. Najma na příklade 
modelov je vidieť, ako sa kryštalizácia 
jedného poznávacieho procesu stává sti­
mulom nového poznávacieho procesu — 
toho, ktorý vyústil k objavu matematiky. 

Rovnako pestrý obraz uvidíme, keď sa 
zamyslíme nad kryštalizáciou objavu Ko-
PERNIKA, DARWINA, MENDELEJEVA, PAVLO­

VA, KOMENSKÉHO atď. 

Zákonitosti genézy poznávacieho pro­
cesu využijeme na rozbor výukového pro­
cesu v matematike. Pokusíme sa na dvoch 
dobré známých príkladoch rozobrať jeden 
z koreňov nedorozumenia (*): 

Pri komunikácii matematiky sa učitel 
orientuje na strukturu súdobého stavu 
matematických znalostí a nie na genézu 
matematického myslenia. Prvým príkla­
dom bude pojem čísla a poctových úkonov, 
druhým príkladom bude infinitezimálny 
počet. 

Nedorozumenie s pojmom čísla 

Všeobecné známe v učitelskej obci sú 
obtiaže so zlomkami. Nielen na ZDŠ. 
Vela problémov robia zlomky i na střed­
ných, ba ešte i na vysokých školách. 
Prečo? Preto, že děti pováčšine nemajú 
představu zlomku a manipulujú so zlom­
kami pomocou „zaklínadiel" typu: Zlo-
mok zlomkom násobíme tak, že Prečo 
děti nemajú představu zlomku? Je to tak 
náročné? Asi sotva. Veď mnohé úlohy 
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o zlomkoch v praktickom živote (napří­
klad pri plátení) vedia riešiť naprosto bez­
pečné; tie isté úlohy sa však stávajú 
vážným problémom, keď sa objavia na 
hodině matematiky v inej formulácii. 
Příčinou uvedeného javu je deformované 
poznávanie „mnohosti" už v prvej triede, 
ba často v predškolskom veku. Diagnóza 
deformovaného poznávania vyžaduje zna-
losť poznávacieho procesu zdravého, ne­
deformovaného. Opíšeme 6 etap (zdravé­
ho) poznávacieho procesu základných 
poctových operácií. 

Stimulom je životná potřeba orientovat' 
sa v kvantifikovaných situáciách. Vo fylo-
genéze to bola potřeba spočítať členov 
kmeňa, počet zvierat a pod. V ontogenéze 
to móže byť jednak potřeba počítania 
hračiek, cukríkov a pod. alebo potřeba 
pomócť hrdinovi rozprávky prekonať pře­
kážku, vybřdnuť zo zlej situácie (typický 
příklad: stav zápolenia draka s rytierom 
sa hodnotí pomerom „počet uťatých hlav: 
počet živých hlav"). 

Stimulácia spósobuje zvýšenie zaujmu 
o kvantitativné situácie. Dieta registruje, 
že dostalo „dva cukríky", že auto má 
„štyri kolesa" a „jeden volant", že „Sně­
hurka má sedem trpaslíkov". Táto regi-
strácia sprvoti intuitivná a polovedomá 
sa postupné zvedomuje, ale ostává stále 
v zajatí konkrétnosti modelu. Niet ešte 
vztahu medzi „dva cukríky" a „dva 
prsty". Tak vyzerá etapa druhá, etapa 
separovaných modelov — skúseností. 

Mnohonásobným opakováním rovna-
kých javov dochádza dieta ku poznaniu 
(opáť je to najprv polovedomé), že kvanti­
tativné situácie je možné modelovat' 
na prstoch. Pod oknom stáli tri auta. 
Počul som, že jedno nastartovalo a 
odišlo. Kolko je pod oknom áut? Dieta 
vystrie tri pršteky, jeden zahne a odpovie: 
„dve auta". Prsty sa stávajú univerzálnym 

modelom. Druhým univerzálnym mode-
lom je potom počítadlo. Pochopením, že 
lubovolnú kvantitatívnu situáciu možno 
modelovat' na prstoch či počítadle sa 
končí tretia etapa poznávacieho procesu. 

Štvrtá etapa je reprezentovaná objavom 
čísla. Číslo „tri" je zovšeobecnením toho, 
čo je spoločné nielen pre „tri cukríky", 
„tri vlasy děda vševěda", či „tri sestry" 
(nie nutné od Čechova). Číslo „tr i" je 
zovšeobecnením aj univerzálnych „tri 
gulky počítadla". Objav čísla je prvý 
veliký abstrakčný zdvih. Pre dieta je 
tento objav značné náročný. 

Kryštalizácia, ako piata etapa pozná­
vacieho procesu, je v tomto případe dosť 
chudobná. Niet tu totiž žiadnej už vy-
budovanej struktury, v ktorej by sa nový 
poznatok mal domestikovat'. Naopak, 
vznikajúci pojem čísla je základným ka-
meňom rodiacej sa abstraktnej struktury. 
Preto pod kryštalizáciou móžeme v tomto 
případe vidieť vlastně iba zpátné póso-
benie abstraktného pojmu do konkrét­
ných modelov — tentoraz náročnějších na 
životné skúsenosti (počítanie časových ú-
dajov, počítanie úkonov, počítanie veli­
kých množin, počítanie častí a pod). 

Závěrečná siesta etapa, automatizácia, 
do vlastného poznávacieho procesu ne­
náleží. Nie je stimulovaná potřebou orien­
tovat' sa v elementárnych kvantitativných 
situáciách, ale potřebou uvolniť psychiku 
na riešenie náročnějších úloh — například 
operácií so zlomkami. 

Konfrontujme teraz opísaný pozná­
vací proces s realitou. Tá je plné v područí 
základného ciela učitelových snah: naučiť 
děti dobré počítat Pokial možno všetky a 
čo v najkratšom čase. Kritérium úspěš­
nosti práce učitela je potom istota a 
rychlost', s ktorou děti odpovedajú (pí-
somne či ústné) na otázky typu "kolko 
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je páť a sedem?" Na prvý pohlaď sa zdá 
tento postup úplné prirodzený. Problema­
tičnost' takéhoto hodnotenia však jasné 
vystúpi, akonáhle podrobíme realitu kon-
frontácii s etapovou analýzou poznáva-
cieho procesu (podrobnejšie o probléme 
v článku [4]). 

Čo stimuluje dieťa k poznávaciemu 
procesu? Je to snáď potřeba orientovať sa 
v živote? Alebo je to potřeba pomócť 
hrdinovi rozprávky? Sotva. Predovšetkým 
je to potřeba vyhovieť edukátorovi — 
rodičovi či učitelovi. Dospělý vie, prečo sa 
dieťa má učiť počítať a nepovažuje za dó-
ležité presvedčiť o tejto potřebě aj dieťa. 
Má predsa rýchlejšie a účinné prostriedky, 
ako nanútiť poznávací proces. A tak 
stimulom poznávacieho procesu, prvého 
poznávacieho abstrakčného náročného 
procesu, s ktorým sa dieťa v živote střetá, 
nie je tužba poznávat', ale nutnosť vy­
hovieť dospělým. 

Ako vyzerá etapa výuky druhej a tretej 
etapy? Z hladiska základného výukového 
ciela sa obe tieto etapy javia učitelovi 
ako „iba přípravné", bez skutočného 
poznávania. Preto sa učitel snaží obe 
etapy zredukovat* na minimum, aby mu 
ostalo dostatok času na nácvik toho pod­
statného — skutočného počítania. Preto 
sa separovanými modelmi zapodieva iba 
krátko a rýchlo privádza dieťa ku počí­
tadlu, aby mu demonstroval univerzálny 
model. Preto přechod od separovaných 
modelov k univerzálnemu modelu ne­
vzniká ako prirodzený rozvoj psychiky, 
ako uplatnenie dialektického zákona o pře­
měně kvantity na kvalitu, ale ako vynú-
tené imitovanie cudzej skúsenosti. Avšak 
ani pri univerzálnom modeli sa dlho 
nepobudne. Váčšina dětí stačí sotva si 
univerzálny model osvojit' a už je tu jeho 
zákaz. Učitel potlačuje prsty aj počítadlo 
a začíná sa „počítanie zpamáti", s ten-

denciou zrýchlovania výkonu. Učitel sa 
sústreďuje na záverečnú etapu poznáva­
cieho procesu, na automatizáciu. Z hla­
diska uvedených analýz vidíme, že jádro 
poznávacieho procesu sa učitelovi javí ako 
nepodstatné a ťažisko hladá tam, kde už 
vlastně ide o problematiku iného sti­
mulu. 

Ako reaguje dieťa na takto deformovaný 
proces výuky? Stratégia dieťaťa sa musí 
prispósobiť daným podmienkam. Dieťa 
rýchlo nadobúda skúsenosti o tom, že 
úspešnejšia ako rodiaci sa orgán „mate­
matického myslenia" je pamáť. Je rýchla, 
bezpečná, nenáročná na psychickú energiu. 
Dieťa sa nesnaží látku pochopit', ale 
získat' dobru kondíciu v rýchlom odrieka-
vaní výsledkov. Zdokonaluje pamáť, ale 
nie kauzálně myslenie. Nedostatok mysle­
nia sa neprejaví ihneď, lebo kritéria, 
ktorými dieta hodnotíme, sú zamerané 
výlučné na testovanie momentálnej kon-
dície v odriekávání výsledkov. Nedostatok 
myslenia a chýbajúce skúsenosti s kvan­
titativnými javmi sa vynoria až vtedy, keď 
sa tieto jevy stanů predpokladom novej 
vyššej abstrakcie. A to sú zlomky. Preto 
je so zlomkami tolko starostí. 

Tragická na celej věci je tá skutočnosť, 
že k opísanému deformovaniu dochádza 
v najlepšej snahe učitelov naučit', vychovat', 
zapálit' pre matematiku. Námaha učitelov 
nenachádza náležitú odozvu preto, lebo 
platí (*). 

Nedorozumenie s pojmom limity 

To, čo sú zlomky pre učitela ZDŠ, 
to je pojem limity pre vysokoškolského 
učitela: kameň úrazu. V prvom případe 
sme poukázali na deformovanosť pozná­
vacieho procesu tak, že sme napřed 
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uviedli poznávací proces zdravý a ten sme 
potom konfrontovali s realitou. Rovnako 
budeme postupovat' i teraz, iba že využije­
me toho, čo nám v tomto případe ponuka 
história: presnú znalosť fylogenézy pozná-
vacieho procesu. 

Stimulom infinitezimálnych úvah boli 
jednak potřeby praxe — určit' dížku kruž­
nice či spirály, vypočítať plošný obsah 
útvarov ohraničených křivkami, jednak 
impulzy špekulatívneho ducha Helénov — 
například Zenonova aporija s Achilom a 
korytnačkou. Starověku sa podařilo získať 
niekolko konkrétných výpočtov (modelov) 
a EUDOXOS s ARCHIMÉDOM rozpracovali 

exhaustačnú teóriu, ktorú dnes móžeme 
považovať za jeden z univerzálnych mo­
delov časti „integrovanie". Ďalej sa Gréci 
nedostali. 

Renezancia obnovila problém infinite­
zimálnych veličin. Okrem spomínaných 
dvoch stimulov pribudli stimuly ďalšie 
a rozhodujúce: potřeba početné zvládnuť 
širokú škálu oblých kriviek, ploch a 
telies, potřeba pochopit' mechaniku, najma 
dynamiku, potřeba študovat' geometrickú 
optiku a pod. Široká stimulačná škála 
vyvolala rovnako širokú škálu separova­
ných modelov: DESCARTES, HUYGENS, 
KEPLER, CAVALLIERI, ROBERVAL, FERMAT, 

BARROW, WALLIS a ďalší. Každý z nich 
prispieva niečím novým, každý z nich 
dává pojmu „nekonečné malá veličina" 
nový aspekt. Všetci ale pracujú na kon-
krétnej materii a v súvislosti s ňou a jej 
charakterom prispievajú ku spoločnému 
poznávaniu. Tak například Kepler sám 
spočítal do stovky objemov rotačných 
telies. Metoda, ktorú Kepler použil, 
móže byť považovaná za univerzálny 
model. Podobné v roli univerzálneho 
modelu slúžia ďalšie konkrétné techniky 
výpočtu: Cavallieriho geometrická a Walli-
sova algebraická „integračná" metoda, 

Fermatova metoda hladania dotyčníc 
a pod. 

Čas štvrtej etapy sa naplnil. Podstatu 
infinizimálneho počtu — derivovanie a in­
tegrovanie ako dve inverzné operácie — 
objavujú skoro súčasne NEWTON a LEIB-
NIZ. Nový poznatok sa narodil a ihneď 
sa vydal na víťaznú cestu do matematiky. 

Nastupuje etapa piata — kryštalizácia. 
Rozpracúvajú sa nové a nové metody 
integračně, spresňuje sa pojem funkcie, 
v algebře sa objavujú úplné nové problé­
my, objavujú sa diferenciálně rovnice, 
nastává zásadná reštrukturalizácia mecha­
niky, EULER preniká do tajov variačných 
problémov. Impozantný výbuch vědec­
kého poznania. 

To všetko však dnes neplatí — veď nikto 
z týchto ludí vlastně nevěděl, čo počítá — 
žiaden z nich nevěděl, čo je to limita. 
s — 3 zaklínadla sa mali narodit' až 100 
rokov po Eulerovej smrti, notabene z po-
hnútok iných, ako bola potřeba pochopit' 
fyzikálny mikrosvet infinitezimálneho. 

Ako sa uskutočňuje výuka týchto 
myšlienok na vysokej škole? My matema­
tici, v najlepšej snahe dať svojim žiakom 
hlboké poznanie a vedátorský zápal, 
ideme do boja pod heslom „e — O*". Sme 
si vědomí náročnosti úlohy, ale děsíme 
sa představy, že by sme bludmi o „ne­
konečné malom" vychovávali podobných 
poloznalcov, ako boli Lagrange či Euler. 
A preto situácia vyzerá takto: 

Prvé stretnutie študenda s limitou je 
rozpačité. Nevie prečo, nevie načo. Učitel 
mu demonstruje to, čo dějiny preverili 
a osnovy predpisujú. On, študent berie 
na vedomie. Potom príde teória — definí-
cia, veta, dókaz; jedna, druhá, tretia, 
Študent stále nevie načo a prečo. Snaží sa 
pochopit', ale márne. Chyba stimulácia, 
niet modelov ani univerzálnych modelov, 
niet ani toho prvotného poznania New-
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tonovho a Leibnizovho. Začíná sa hněď 
poznáním na druhom poschodí. Študent 
sa snaží preniknúť do tajov limity, zváčša 
však bezúspěšné. A tak ako jeho mladší 
priatel v 1. triede ZDŠ aj on sa obrati 
na osvědčenu pamáť podopretú o dokona-
lú sústavu ťahákov. Áno, je pravda, že 
príde doba, kedy študent pochopí podsta­
tu. Bude to však zásluha príkladov a apli-
kácií, ktoré aspoň dodatočne vyplnia 
vakuum modelov a univerzálnych mode-
lov. Málokedy sa však študentovi podaří 
preniknúť do záhad tak, aby sa sám 
mohol pustiť do neprebádaných končin. 
Yie iba imitovať, nevie tvoriť. Je schopný 
registrovat' myšlienky cudzie, ale neverí, 
že by mohol prispieť myšlienkou vlastnou. 

Takaje skutočnosť. Nie je to vina učitela 
a v žiadnom případe za tento stav nemóže 
žiak. Učitel vidí krásnu stavbu matema­
tiky a má vrúcnu tužbu preniesť ju 
do mysle a srdca študenta. Z neznalosti 
zákonitosti komunikácie si však počíná 
ako zahradník, ktorý v snahe urýchliť rast 
kvetu, povyťahuje ho zo země. 

Závěr 

(siesta tam už vlastně nepatří) hoře opísa-
ných etap. Najčastejší omyl učitela, ktorý 
svpju disciplínu vidí z niekolkoposchodo-
vého nadhladu teoretika je v tom, že 
nedocení zásadný význam a zmysel pr­
vých troch etap poznávacieho procesu. 
V tom je podstata nedorozumenia (*). 

V súčasnosti u nás začíná „množinová 
matematika" na ZDŠ. Nepochybujeme, 
že prvé ohlasy budu priaznivé. Učitelia 
budu sami spočiatku pociťovať potřebu 
prvých troch etap, a preto ich budu 
realizovat' aj vo vyučovacom procese. 
Otázne je, čo sa stane, keď získáním 
„pevnej pódy pod nohami" učitelia stratia 
tuto potřebu. Nedopadneme tak ako 
v niektorých iných zemiach? 
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Na začiatku sme povedali, že naším 
cielom nie je iba akademická analýza 
problému, teoretické odhalenie příčin, 
ale zároveň i hladanie nových východísk. 
Domnievame sa, že oboje je z článku 
vidieť. Analýza bola uvedená explicitně. 
Z nej vychádza aj konkrétny návod na prá­
čů učitela: 

Nestačí sa pri výuke matematiky opie-
rať o strukturu matematickú. Výuku 
každej témy je potřebné oprieť na znalosti 
genézy (ontogenézy i fylogenézy) myšlie-
nok, ktoré sú témou reprezentované. 
Kostrou tejto genézy je schéma piatich 

„V nižším gymnasiu se podává poměrně velmi 
málo nového, na vyšším gymnasiu zase mnoho 
a z části zbytečného. Kdežto vědám zajímavějším 
jako fyzice, lučbě, přírodopisu a dějepisu se 
poměrně málo věnuje, přednáší se mathematika 
po 8 let. Pročež by se mělo přiměřenější rozdě­
lení látky zavésti. 

Mathematika stala by se oblíbenější a zajíma­
vější, kdyby při každé partii hodně příkladů 
a úloh hlavně z praktického života se podávalo 
a to tím více při nahoře naznačených." 
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