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Preco je matematika taka tazka?

Vit Hejny*),
Milan Hejny, Bratislava

Zatiatkom septembra 1976 bola v Ziline
usporiadand XII. celostatna konferencia
o matematike na v'ysok)'/ch §kolach tech-
nickych, ekonomickych a polnohospodar-
skych. Na tejto konferencii sme prispeli
referatom ,,Stimulacia matematického my-
slenia®“. Ked sme potom boli poZiadani
o Gasopisecku upravu referatu, zadali sme
jednotlivé myslienky dotvarat a prehlbo-
vaf. Nakoniec sme sa rozhodli zazif
cely ¢lanok na jedind mySlienku a jej
dosledky. Ide v podstate o pokus iastoéne
odpovedat na otazku v nadpise. Nasa
odpoved znie:

PretoZe vyuka matematiky sa uskutoc-
fiuje v prostredi nedorozumenia medzi
ucitelom, osnovami a ucebnicou na
Strane jednej a Ziakom na strane
druhej.

*)

Spominané nedorozumenie ma dve ob-
lasti: raciondlnu a emoénd. V tejto praci
sa obmedzime iba na analyzu oblasti
racionalnej.

Nasim cielom v§ak nie je iba analyza
problému a teoretické odhalenie pri€in,
ale predovSetkym hladanie novych vy-
chodisk — konkrétnych nidvodov na skva-
litnenie vyukového procesu matematiky.

*) Spoluautor ¢&lanku, prof. Vit Hejny,
zemfel 26. 5. 1977. Viz PMFA 6/1977, str. 350.
Pozn. red.

Vsimnime si najprv vysokoskolskej pri-
pravy budticeho ucitela matematiky. Tato
priprava sa sklad4 z dvoch matematickych
zloZiek (o zloZzkadch nematematickych tu
hovorit nebudeme): zloZky odbornej, v kto-
rej sa Student oboznamuje s matematic-
kymi tedriami, a zloZky komunikaclnej,
ktorej cielom je vyzbrojit budiceho udi-
tela poznatkami o spdsoboch komunikacie
poznatkov Ziakom. Zatial &o v zlozke
odbornej je Student zdsobovany (az za-
valeny) kvantom vedecky fundovanych
informacii, ostava oblast vyuky vela dizna
skutoénym potrebam praxe. Budiici ucitel
sa nedozvie Ziadnu teoretickii osnovu,
pomocou ktorej by mohol evidovat a hodno-
tit svoje pedagogické skisenosti a zkvalit-
fiovat tak svoju kaZdodennii prax. Naopak.
Zna&na vSeobecnost a akademiénost teo-
retickej vyzbroje vedie uditela ku ned6vere
v jej ucinné praktické vyuZzitie. Na druhej
strane mnozstvo metodickych, didaktic-
kych a pedagogickych rad pdsobi na zadi-
najuceho uditela skor dezorientaéne ako
usmeriiujuco; on sdm ¢asto pocifuje ich
druhoradost a formalnost, ktora ho od-
vadza od zékladnej problematiky — zapd-
lit deti ldskou k matematike. A tak hlav-
nym voditkom ucitelovej prace ostavaju
jeho osobné Zivotné skusenosti — vzory
ucitelov z jeho Skolskych rokov a postupne
sa kryStalizujuce jeho osobné zaZitky
v triede. AvSak osobna skusenost, ne-
podopretatd objektivnou teoretickou ba-
zou, ostdva neustdle v podrudi subjekti-
vizmu. Absencia pevného ramu tedrie,
Uéinne aplikovatelnej v praxi, je Achillo-
vou pétou vietkych naSich snéh o skvalit-
nenie vyuky matematiky (a nielen mate-
matiky) na vSetkych stuprioch $kél. Ku
rovnakym zaverom, koncipovanym v §ir-
§ich dimenzidch, dochidzaju aj sovietski
psycholégovia P. J. GAL’PERIN a A. N.
LEONTIEV — pozri [1] a [2].
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Nerovnomernost teoretickej vybavy udi-
tela orientuje ho na tu &ast ,,vyuky mate-
matiky‘, v ktorej je fundovany lepSie —
na matematiku. Nadhodnotenie ,,mate-
matiky‘‘ a nedocenenie zavaZnosti ,,vyuky*
sa vSak netyka iba ulitela. Uvedena dis-
harmdnia sa prejavuje aj pri tvorbe osnov
ucebnic, pri hladani koncepcie vyuky
matematiky v obdobi vedeckotechnickej
revoltcie.

Silny modernizaény celosvetovy irend,
vedeny pod napisom ,,mnoZinovid mate-
matika®, dostava v niektorych zemiach
prichut horkosti. Je to nutnid dafi za ne-
docenenie onej ,,vyuky“. DPudia, ktori sa
s neviednym entuziazmom pribrali vyme-
tat archaické drilové metddy, precenili
obsahovu stranku veci. Vychadzajuc z o-
sobnych Zivotnych skusenosti predpokla-
dali, Ze odburanim receptov z osnov a
uéebnic uvedu do §k6l spontdnny zapal
tvorivého myslenia. Prax vSak ukazala,
Ze tato hypotéza je prili§ optimisticka.
Zmena obsahu sama o sebe nestaci
ku zmene celej klimatiky. Ak chceme
nauditf Ziakov mysliet, ak chceme akcele-
rovat ich logické a abstraktné myslenie,
potom nestai poznat produkty takejto
¢innosti — naddherné (pre matematiku o-
vSem!) axiomatické stavby atraktivnych
disciplin sidobej matematiky. Uspesnost
nasej prace zavisi predovsetkym od toho,
¢i pozname zakonitosti, ako vznikd a
rastie proces ,ucenia sa mysliet“, &i
pozname spdsoby, ako takyto proces
modZeme u Ziakov navodit.

Lekarovi nestadi vedief, ako vyzeri
zdravy Clovek a ako sa ten prejavuje.
Zdar lekarovej Cinnosti zavisi od toho, ¢i
pozné zakonitosti, ktorymi sa riadi dyna-
mika somatickej Struktary a & dokaze
tieto znalosti prakticky vyuZif. Podobne
aj ulitel matematiky nevystaéi s pred-
stavou mudreho Ziaka; aj on potrebuje
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poznat zékonitosti, ktorymi sa riadj
genéza matematického myslenia, potre-
buje vediet ako tento proces v Ziakoch
navodif. Ku tejto oblasti obratime po-
zornost v nasledujicom.

Genéza myslenia

Pod genézou matematického myslenia
je mozné chapat jednak:
ontogenézu, t.j. proces odohravajici sa
v psychike jodného ¢loveka, a jednak
fylogenézu, t.j. proces vSeludskéhe roz-
voja matematického myslenia. Je pocho-
pitelné, Ze existuje vela faktorov, ktoré
obz uvedené genézie odliSuju. Zakonitost,
ktorh v nasledujicom opiSeme, néleZi
viak ku tym faktorom, ktoré su pre obe
genézy spoloéné. Jednotny pohlad na
ontogenézu i fylogenézu dava vyborné
moznosti praktického vyuzitia. Znalosti
fylogenézy niektorého pojmu, myslienky,
metddy ¢ dokonca celej tedrie, mdZzeme
Uspesne aplikovat na problematiku onto-
genézy, t.j. na pripravu vyucovacieho
procesu.

Poznévaci proces opiSeme pomocou
Siestich po sebe nasledujuicich etap. Najprv
tieto etapy struéne uvedieme, potom ich
podrobnejsie zilustrujeme.

Prva etapu nazveme stimuléciou.
Stimul je vonkajsi podnet, ktory sa
v psychike odraza ako ista tenzia. Tato
tenzia zvysuje citlivost psychiky na ur€ité
podnety, usmeriiuje zaujem o uréitd
zazitkovu oblast.

Stimulacia implikuje zintenzivnenie vy-
hladavania, preZivania a registracie za-
Zitkov z vyClenenej oblasti. Dochadza
ku kvantitativnemu narastaniu separova-
nych skusenosti. V Specificky matematic-
kych podmienkach hovorime tieZ o mode-



loch (budiceho zovSeobecnenia). Preto
druht etapu menujeme etapou jed-
notlivych sktisenosti ¢i etapou mo-
delov.

Kvantitativny rast vyvoldva potrebu
kvalitativnej zmeny. Tato zmena sa zagina
triedenim a hierarchiziciou ziskanych
skusenosti — modelov. Ukazuje sa, Ze
niektoré z modelov st vhodnejSie a nie-
ktoré menej vhodné. Dochadza ku vy-
¢leneniu tych ,,najvhodnejSich®, ktoré sa
stavaju hlavnymi reprezentantami vSet-
kych ostatnych. Nazvime ich univerzalne
modely ¢i univerzilne skusenosti. Do nich
sa projektuje a v ich sfére sa riesi kazdy
jednotlivy zadZitok danej oblasti. Tretiu
etapu poznavacicho procesu nazveme
etapou univerzalnych skusenosti
&¢i modelov.

Stvrtt etapu poznavacieho procesu
nazveme abstrakénym zdvihom, na-
koTko v nej dochédza ku zdvihu — pre-
mene kvantity na novua kvalitu, reprezen-
tovanu novym poznatkom & pojmom.
Zaujimavostou tejto etapy je, Ze trva velmi
kratko — skoro iba okamzik. Neklamnym
sprievodnym javom je vynimoéne inten-
zivny pocit objaviteIského S$fastia, ktory
zavladne v psychike objavitela.

V Stvrtej etape poznavaci proces kul-
minuje, ale rozhodne nekonéi. Novo-
objaveny poznatok ¢i pojem sa v existuju-
cej uz poznatkovej Strukture pocituje ako
Cerstvo obruseny zub v ustach, ako cudzie
teleso. Po kratudkej $tvrtej etape nasleduje
dlha piata etapa, ktorti nazveme do-
mestikaciou ¢i kryS$talizdciou po-
znatku v poznatkovej Struktire.
Poznatok sa v existujucej Struktire udo-
mAciiuje a zdroveir ju prebudovava, re-
Strukturalizuje. Cim vyS$§ je stupeii ab-
strakcie nového poznatku, tym zdsadnej-
Sie prebudovanie poznatkovej Struktury
vyvola. Objavy prvej velikosti znamenaji

tplné prebudovanie — revoliciu v dis-
cipline.

V priebehu krystalizacie dochadza ku
postupnému vyZivaniu sa pévodného sti-
mulu, pdvodnej tenzie, ktord cely pozna-
vaci proces evokovala. VyZiva sa, aby
uvolnila miesto stimulu novému, novému
poznavaciemu procesu. Z tohoto hladiska
by bolo moZné povaZovat poznavaci
proces za zavrSeny. Skutoéne, z hladiska
psychologickych kritérii motivacie, je pia-
tou etapou poznavaci proces ukonceny.
Existuje tu v8ak eSte iné kritérium ,,0svo-
jenia si latky*, ktoré vyZaduje prediZenie
nasich analyz o dalsi krok.

Siesta a posledné etapa pozndvacie-
ho procesu je automatizacia. Zmyslom
Siestej etapy je: zautomatizovanim po-
znatku uvolnit psychickll energiu na ind
¢innost. Thto etapu absolvuju iba niektoré
poznavacie procesy — s to tie, ktorych
dokonald znalost je nutnym predpo-
kladom niektorych dalSich innosti. Tak
napriklad "znalost &itania je automatizo-
vani, aby sa ¢lovek mohol pri &itani plne
sustredif na obsah textu nie na graficka
strAnku ,,Citania‘. Podobne automatizo-
vané su pohyby Soféra, ktorého psychika
je sustredend na situdciu na ceste; ruky
klaviristu, ktorého psychika je ststredena
na preZzivanie hudby.

PodrobnejSiu analyzu jednotlivych etap
poznavacieho procesu zahéjime sériou
ilustracii.

Stimul4acia

Slavny matematik FOURIER ukazal raz
11roénému chlapcovi zbierku svojich
egyptskych papyrusov. Zahada neroz-
Iastenych odkazov davnoveka vzruSila
chlapca natolko, Ze tento zapalisto zvolal
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»Ja to pre€itam!“ Opisany zaZitok bol
stimulom, ktory navodil do duSe malého
CHAMPOLLIONA tenziu na cely Zivot. Po-
dobnych okamzikov ,,zasvitenia“ pozna
histéria velmi vela. Vlastne kaZdy veliky
objav bol dosledkom podobnej tenzie nes-
pokojnosti & tuzby. Tuzba odstranif
Tudské utrpenie viedla SEMMELWEISA k ob-
javu antisepsie, JANSKEHO ku objavu
krvnych skupin, MARXA a ENGELSA ku
objavu ich tedrie o spoloénosti.

Obratme sa k matematike. Vynikajicim
dokladom intenzivnej tenzie — nesplnenej
tizby rozriesit problém piateho Euklidov-
ho postulatu — je list madarského mate-
matika FARKASA BOLYAIA synovi JanoSovi,
v ktorom otec nalieha na syna, aby prob-
1ém zanechal ([3] str. 179). Z hladiska
fylogenézy skvelym reprezentantom  sti-
mulu sa tri klasické problémy: kvadra-
tira kruhu, duplicita krychle a trisekcia
uhla. Ackolvek ostali po cely starovek
nerozrieSené, boli pri¢inou mnohych ob-
javov — stimulovali asi va&§inu toho, o
helénska matematika dokézala.

Model — skiisenost

Ilustrovali sme etapu stimulacie. Dalgie
dve etapy, etapu separovanych modelov-
skusenosti a etapu univerzalnych modelov-
sktisenosti budeme ilustrovat dovedna.
Iba tak totiz vynikne podstata toho, ako
sa pomocou paralely formuji separované
skdsenosti do sktsenosti univerzalne;.

Prvym prikladom mé¥e byt ktordkolvek
z Tudovych rozprdvok osnovanych na
trojitom zaZitku (dva neuspes$né, treti ts-
pesny). Konfrontuje sa dvojica eticky
chybnych skusenosti s jednou eticky sprav-
nou. Druhym prikladom s Tudové pore-
kladla. Porekladlo je univerzalna skuse-
nost ziskand hromadenim mnoZstva se-
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parovanych skuisenosti. ,,Nekri¢ hop, kym
si nepreskodil! je zovSeobecnenie mnoZz-
stva konkrétnych skusenosti preddasnej
radosti. Univerzdlnym modelom v gra-
matike je systém vzorov podstatnych
mien; ,,dom‘ sa sklofiuje podla ,,dub*
a pod. Vzor je univerzalny model ziskany
porovnavanim mnoZstva konkrétnych mo-
delov — konkrétnych podstatnych mien.
Doposial sme hovorili o prikladoch ne-
matematickych. Teraz uvedieme dva pri-
klady z matematiky.

Viacznacnost niektorych vyrokov ve-
Stiarni a zjavna nepravdivost mnohych
sofizmov stimulovali ARISTOTELA k po-
znavaciemu procesu, ktory vyustil do ob-
javu novej discipliny — logiky. Aristoteles
roztriedil jednotlivé javy logického dévo-
denia a kaZdu z tried reprezentoval jednym
univerzadlnym modelom — ten slaZil ako
voditko vo vSetkych ostatnych pripadoch
uvedenej triedy. Prikladom je sylogizmus:

Vsetci Tudia st smrtelni
Sokratés je ¢lovek

Sokratés je smrtelny.

Pekny priklad univerzidlneho modela
nachadzame v chyrnej udebnici algebry
islamskeho matematika al-Chvarizmiho.
V kapitole o kvadratickych rovniciach
uvadza autor tri konkrétne rovnice:

x2 4+ 10x =39, x?+ 21 = 10x,
x2=3x+4.

KaZda z nich je viac ako priklad. Je to
univerzalny model, navod na to ako rieSit
kvadraticki rovnicu (v dneSnej symbolike)
X +px+q=0prep>0,g<0;p<
<0, ¢g>0, p<0, g <0. Z tychto 3
univerzalnych modelov sa potom zrodil
objav:vzorecx; , = 3[[—p + /(P* — 49)]



Abstrakény zdvih

Tlustracii Stvrtej etapy — abstrakéného
zdvihu — je skutocne vela. Slavne ,,heu-
réka!*“ nahatého ARCHIMEDA, NEWTONOVO
jabI€ko, GALILEOVO pozorovanie lustrov
v Déme atd. atd. V podstate kazdy objav
zakonitosti ¢ kazda novi myslienka ro-
diaca novy pojem je prikladom abstrakd-
ného zdvihu. Vo fylogenéze rovnako ako
v ontogenéze. Rozdiel je iba v tom, Ze
fylogeneticky rast nie je bez tychto obja-
vov myslitelny, zatial ¢o v ontogenéze je
moZné do Ziaka nahustif mnohé poznatky
bez toho, Ze by v jeho psychike doslo ku
abstrakénému zdvihu.

Krystalizacia

Kazdy novy objav, kazd4 nova myslien-
ka, ¢i uz vo fylogenéze alebo ontogenéze
indukuje proces krystalizicie. Analyza
tejto etapy je zo vsetkych Casti poznava-
cieho procesu najniroénejsia; je to po-
chopitelné: domestikicia novej myslienky
ovplyviiuje emocnu sféru rovnako ako
racionalnu, konfrontuje sa so stile $ir§im
okruhom inych poznatkov, spdsobuje
mnohé prehodnocovanie a stiva sa tak
prirodzenym stimulom celej série novych
poznatkovych procesov, ¢asto v oblastiach
zdanlivo vObec nestvisiacich s povodnym
objavom. Tak napriklad krystalizacia ob-
javu neeuklidovskej geometrie (1829 N. I.
LoBACeVSKI a 1932 J. BOLYAI) potrebo-
vala 40 rokov na prekonanie predsudko-
vych bariér a odohravala sa skoro vyluéne
(vynimkou bol RIEMANN) v oblasti emog-
nej. Ked potom na sklonku 60. rokov
minulého storodia BELTRAMI nachadza
spojenie neeuklidovskej geometrie s geo-
metriou diferencialnou, za&ina opozden4,

ale o to intenzivnejsia kryStalizicia novej
mySlienky aj v oblasti racionélnej: re-
Strukturalizicia zakladov geometrie, vznik
modelov, pouZitie techniky modelov na lo-
gické zddvodiiovania, analyza pojmu ,,ted-
ria®, ,,axiomaticky systém‘ a ,,dokaz®,
zmena nizorov na pojem priestoru z hla-
diska fyzikalneho, tvrdy tdder idealistic-
kej filozofii I. KANTA. Najma na priklade
modelov je vidief, ako sa krystalizicia
jedného poznavacieho procesu stava sti-
mulom nového poznavacieho procesu —
toho, ktory vyustil k objavu matematiky.

Rovnako pestry obraz uvidime, ked sa
zamyslime nad krystalizaciou objavu Ko-
PERNIKA, DARWINA, MENDELEJEVA, PAVLO-
vA, KOMENSKEHO atd.

Zakonitosti genézy pozndvacieho pro-
cesu vyuZijeme na rozbor vyukového pro-
cesu v matematike. Pokusime sa na dvoch
dobre zndmych prikladoch rozobraf jeden
z koreniov nedorozumenia (*):

Pri komunikicii matematiky sa uditel
orientuje na Struktiru stdobého stavu
matematickych znalosti a nie na genézu
matematického myslenia. Prvym prikla-
dom bude pojem ¢isla a poctovych Gkonov,
druhym prikladom bude infinitezimilny
pocet.

Nedorozumenie s pojmom ¢isla

Vseobecne zname v uditelskej obci su
obtiaZe so zlomkami. Nielen na ZDS.
Vela problémov robia zlomky i na stred-
nych, ba eSte i na vysokych Skoléach.
Pre€o? Preto, Ze deti poviadSine nemaji
predstavu zlomku a manipuluji so zlom-
kami pomocou ,,zaklinadiel“ typu: Zlo-
mok zlomkom nasobime tak, Ze . ... Pre€o
deti nemaju predstavu zlomku? Je to tak
naro¢né? Asi sotva. Ved mnohé ulohy
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o zlomkoch v praktickom Zivote (napri-
klad pri plateni) vedia riesit naprosto bez-
peéne; tie isté ulohy sa vSak stavaji
vaznym problémom, ked sa objavia na
hodine matematiky v inej formulAcii.
Pri¢inou uvedeného javu je deformované
poznavanie ,,mnohosti* uzZ v prvej triede,
ba Casto v predSkolskom veku. Diagnéza
deformovaného poznavania vyZzaduje zna-
lost poznavacieho procesu zdravého, ne-
deformovaného. OpiSeme 6 etap (zdravé-
ho) poznavacieho procesu zakladnych
poctovych operacii.

Stimulom je Zivotna potreba orientovat
sa v kvantifikovanych situaciach. Vo fylo-
genéze to bola potreba spocitat ¢lenov
kmeria, pocet zvierat a pod. V ontogenéze
to méze byt jednak potreba pocitania
hradiek, cukrikov a pod. alebo potreba
pomdct hrdinovi rozpravky prekonat pre-
kazku, vybfdnut zo zlej situécie (typicky
priklad: stav zapolenia draka s rytierom
sa hodnoti pomerom ,,poCet utatych hlav:
pocet zivych hlav*).

Stimulacia spdsobuje zvysenie zaujmu
o kvantitativne situacie. Diefa registruje,
ze dostalo ,,dva cukriky®, Ze auto ma
,»Styri kolesd* a ,,jeden volant®, Ze ,,Sne-

“hurka m4 sedem trpaslikov®. Téito regi-
stracia sprvoti intuitivna a polovedoma
sa postupne zvedomuje, ale ostiva stale
v zajati konkrétnosti modelu. Niet eSte
vzfahu medzi ,,dva cukriky“ a ,,dva
prsty“. Tak vyzerd etapa druhd, etapa
separovanych modelov — skisenosti.

Mnohonédsobnym opakovanim rovna-
kych javov dochadza diefa ku poznaniu
(opét je to najprv polovedomé), Ze kvanti-
tativne situdcie je mozné modelovat
na prstoch. Pod oknom stili tri auta.
Potul som, Ze jedno mnaStartovalo a
odislo. Kolko je pod oknom aut? Dieta
vystrie tri priteky, jeden zahne a odpovie:
,»,dve auta‘. Prsty sa stavaju univerzalnym
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modelom. Druhym univerzilnym mode-
lom je potom pocitadlo. Pochopenim, Ze
Tubovolnt kvantitativnu situdciu mozno
modelovat na prstoch ¢&i pocitadle sa
konéi tretia etapa poznavacieho procesu.

Stvrté etapa je reprezentovana objavom
&sla. Cislo ,,tri je zovieobecnenim toho,
éo je spolo¢né nielen pre ,,tri cukriky,
,Htri vlasy deda vseveda‘, &i ,tri sestry*
(nie nutne od Cechova). Cislo ,,tri je
zovSeobecnenim aj univerzalnych ,,tri
gulky pocitadla®“. Objav Cisla je prvy
veliky abstrakény zdvih. Pre diefa je
tento objav znaéne naroény.

Krystalizacia, ako piata etapa pozna-
vacieho procesu, je v tomto pripade dost
chudobna. Niet tu totiZ Ziadnej uz vy-
budovanej Struktiry, v ktorej by sa novy
poznatok mal domestikovat. Naopak,
vznikajici pojem d&isla je zakladnym ka-
metiom rodiacej sa abstraktnej Struktury.
Preto pod krystalizaciou mdZeme v tomto
pripade vidiet vlastne iba zp#tné pdso-
benie abstraktného pojmu do konkrét-
nych modelov — tentoraz naro¢nejSich na
zivotné skusenosti (poditanie ¢asovych 1-
dajov, pocitanie ukonov, poclitanie veli-
kych mnoZin, pogitanie Zasti a pod).

ZéavereCnd Siesta etapa, automatizicia,
do vlastného poznavacieho procesu ne-
nélezi. Nie je stimulované potrebou orien-
tovat sa v elementdrnych kvantitativnych
situdciach, ale potrebou uvolnit psychiku
na rieSenie naroénejsich tloh — napriklad
operacii so zlomkami.

Konfrontujme teraz opisany pozna-
vaci proces s realitou. T4 je plne v podruéi
zékladného ciela ucitelovych sndh: naudit
deti dobre poditat. Pokial moZno vSetky a
&o v najkratSom C&ase. Kritérium tspes-
nosti prace ucitela je potom istota a
rychlost, s ktorou deti odpovedaji (pi-
somne & ustne) na otazky typu ‘“kolko



je pif a sedem? Na prvy pohlad sa zd4
tento postup uplne prirodzeny. Problema-
tiCnost takéhoto hodnotenia vSak jasne
vystipi, akondhle podrobime realitu kon-
frontacii s etapovou analyzou poznava-
cieho procesu (podrobnejSie o probléme
v Clanku [4]).

Co stimuluje diefa k poznivaciemu
procesu? Je to snad potreba orientovat sa
v Zivote? Alebo je to potreba pomébct
hrdinovi rozpravky? Sotva. Predovietkym
je to potreba vyhovief edukatorovi —
rodicovi ¢&i uditelovi. Dospely vie, pre€o sa
diefa ma udit pocitat a nepovazuje za do-
leZité presveddit o tejto potrebe aj diefa.
Ma predsa rychlejsie a G¢inné prostriedky,
ako nanutif pozndvaci proces. A tak
stimulom poznévacieho procesu, prvého
poznavaciecho abstrakéného naro¢ného
procesu, s ktorym sa diefa v Zivote streta,
nie je tuZba poznavaf, ale nutnost vy-
hoviet dospelym.

Ako vyzera etapa vyuky druhej a tretej
etapy? Z hladiska zédkladného vyukového
ciela sa obe tieto etapy javia uditelovi
ako ,iba pripravné“, bez skutoéného
pozndvania. Preto sa ucitel snaZi obe
etapy zredukovaf na minimum, aby mu
ostalo dostatok ¢asu na nacvik toho pod-
statného — skutocného poditania. Preto
sa separovanymi modelmi zapodieva iba
kratko a rychlo privadza dieta ku podi-
tadlu, aby mu demonstroval univerzilny
model. Preto prechod od separovanych
modelov k univerzdlnemu modelu ne-
vznika ako .prirodzeny rozvoj psychiky,
ako uplatnenie dialektického zdkona o pre-
mene kvantity na kvalitu, ale ako vynu-
tené imitovanie cudzej skusenosti. Avak
ani pri univerzdlnom modeli sa dlho
nepobudne. VacSina deti stadi sotva si
univerzalny model osvojitf a uz je tu jeho
zdkaz. Ucitel potlauje prsty aj pocitadlo
a zalina sa ,,politanie zpaméti“, s ten-

denciou zrychlovania vykonu. Ucitel sa
sustreduje na zavereCnd etapu poznava-
cieho procesu, na automatiziciu. Z hla-
diska uvedenych analyz vidime, Ze jadro
poznavacieho procesu sa uditelovi javi ako
nepodstatné a fazisko hfada tam, kde uZ
vlastne ide o problematiku iného sti-
mulu.

Ako reaguje dieta na takto deformovany
proces vyuky? Stratégia diefafa sa musi
prispdsobit danym podmienkam. Diefa
rychlo nadobuda skusenosti o tom, Ze
uspesnejSia ako rodiaci sa organ ,,mate-
matického myslenia* je pamaft. Je rychla,
bezpecnd, nenarocna na psychickud energiu.
Diefa sa nesnazi latku pochopit, ale
ziskat dobrt kondiciu v rychlom odrieka-
vani vysledkov. Zdokonaluje pamit, ale
nie kauzalne myslenie. Nedostatok mysle-
nia sa neprejavi ihned, lebo kritéria,
ktorymi dieta hodnotime, sii zamerané
vyluéne na testovanie momentalnej kon-
dicie v odriekavani vysledkov. Nedostatok
myslenia a chybajiice sktisenosti s kvan-
titativnymi javmi sa vynoria aZ vtedy, ked
sa tieto jevy stanu predpokladom novej
vys§Sej abstrakcie. A to su zlomky. Preto
je so zlomkami tofko starosti.

Tragickad na celej veci je ta skuto¢nost,
Ze k opisanému deformovaniu dochidza
v najlepSej snahe uditelov naudit, vychovat,
zapalit pre matematiku. Namaha ucitelov
nenachddza nalezitd odozvu preto, lebo

plati (*).

Nedorozumenie s pojmom limity

To, & su zlomky pre uditefa ZDS,
to je pojem limity pre vysokoskolského
uditela: kameii Grazu. V prvom pripade
sme poukazali na deformovanost pozna-
vaciecho procesu tak, Ze sme napred
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uviedli poznavaci proces zdravy a ten sme
potom konfrontovali s realitou. Rovnako
budeme postupovat i teraz, iba Ze vyuZije-
me toho, ¢o nam v tomto pripade pontka
histdria: presnu znalost fylogenézy pozna-
vacieho procesu.

Stimulom infinitezimalnych tuvah boli
jednak potreby praxe — uréit dizku kruz-
nice &i Spiraly, vypocitat ploSny obsah
utvarov ohranienych krivkami, jednak
impulzy $pekulativneho ducha Helénov —
napriklad Zenonova aporija s Achilom a
korytnackou. Staroveku sa podarilo ziskat
niekolko konkrétnych vypoétov (modelov)
a EuDOx0s s ARCHIMEDOM rozpracovali
exhaustaénu tedriu, ktorti dnes moéZeme
povaZovat za jeden z univerzalnych mo-
delov &asti ,,integrovanie. Dalej sa Gréci
nedostali.

Renezancia obnovila problém infinite-
zimalnych veliéin. Okrem spominanych
dvoch stimulov pribudli stimuly dalSie
a rozhodujuce: potreba pocetne zvlddnut
Sirokti $kalu oblych kriviek, ploch a
telies, potreba pochopit mechaniku, najma
dynamiku, potreba Studovat geometrickl
optiku a pod. Siroki stimulaéni 3kéla
vyvolala rovnako Siroku skalu separova-
nych modelov: DESCARTES, HUYGENS,
KEPLER, CAVALLIERI, ROBERVAL, FERMAT,
BARROW, WALLIS a dalSi. KaZdy-z nich
prispieva nieéim novym, kazdy z nich
dava pojmu ,,nekoneéne malad veli¢ina“
novy aspekt. Vsetci ale pracuju na kon-
krétnej materii a v suvislosti s fiou a jej
charakterom prispievaji ku spolo¢nému
poznavaniu. Tak napriklad Kepler sam
spoCital do stovky objemov rotaénych
telies. Metdda, ktort Kepler pouZil,
moéZe byt povaZovand za univerzalny
model. Podobne v roli univerzilneho
modelu sluZia dalSie konkrétne techniky
vypoctu: Cavallieriho geometrickd a Walli-
sova algebraickd ,,integratna‘ metdda,
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Fermatova metéda hladania dotyénic
a pod. _

Cas $tvrtej etapy sa naplnil. Podstatu
infinizimalneho poétu — derivovanie a in-
tegrovanie ako dve inverzné operacie —
objavujui skoro siéasne NEWTON a LEIB-
Niz. Novy poznatok sa narodil a ihned
sa vydal na vifaznd cestu do matematiky.

Nastupuje etapa piata — krystalizicia.
Rozpracuvaju sa nové a nové metddy
integrané, spresiiuje sa pojem funkcie,
v algebre sa objavuju tplne nové problé-
my, objavuji sa diferencidlne rovnice,
nastava zdsadna restrukturalizacia mecha-
niky, EULER prenika do tajov variaénych
problémov. Impozantny vybuch vedec-
kého poznania.

To vSetko v8ak dnes neplati — ved nikto
z tychto Tudi vlastne nevedel, Co poéita —
Ziaden z nich nevedel, o je to limita.
¢ — 6 zaklinadld sa mali naroditf aZz 100
rokov po Eulerovej smrti, notabene z po-
hnttok inych, ako bola potreba pochopit
fyzikalny mikrosvet infinitezimalneho.

Ako sa uskutociiuje vyuka tychto
mySlienok na vysokej Skole? My matema-
tici, v najlepSej snahe dat svojim Ziakom
hlboké poznanie a vedatorsky zapal,
ideme do boja pod heslom ,,&¢ — 6. Sme
si vedomi naroénosti tlohy, ale desime
sa predstavy, Ze by sme bludmi o ,,ne-
koneéne malom* vychovavali podobnych
poloznalcov, ako boli Lagrange & Euler.
A preto situdcia vyzera takto:

Prvé stretnutie Studenda s limitou je
rozpadité. Nevie preco, nevie naco. Uditel
mu demonstruje to, o dejiny preverili
a osnovy predpisuji. On, Student berie
na vedomie. Potom pride tedria — defini-
cia, veta, dokaz; jedna, druha, tretia, ....
Student stale nevie na¢o a pre¢o. SnaZi sa
pochopit, ale marne. Chyba stimulacia,
niet modelov ani univerzalnych modelov,
niet ani toho prvotného poznania New-



tonovho a Leibnizovho. Zadina sa hned
poznanim na druhom poschodi. Student
sa snaZi preniknif do tajov limity, zvacsa
vSak bezuspeSne. A tak ako jeho mladsi
priatel v 1. triede ZDS aj on sa obrati
na osvedcenu pamét podopreti o dokona-
la sustavu fahdkov. Ano, je pravda, Ze
pride doba, kedy $tudent pochopi podsta-
tu. Bude to vSak zasluha prikladov a apli-
kacii, ktoré aspoi dodatone vyplnia
vakuum modelov a univerzilnych mode-
lov. Malokedy sa vSak Studentovi podari
preniknif do zdhad tak, aby sa sim
mohol pustif do neprebadanych koncin.
Vie iba imitovat, nevie tvorit. Je schopny
registrovat myslienky cudzie, ale neveri,
Ze by mohol prispiet myslienkou vlastnou.

Taka je skuto¢nost. Nie je to vina ucitela
a v ziadnom pripade za tento stav nemoze
ziak. Ugitel vidi krasnu stavbu matema-
tiky a ma vrucnu tazbu preniest ju
do mysle a srdca Studenta. Z neznalosti
zakonitosti komunikacie si vSak pocina
ako zéhradnik, ktory v snahe urychlif rast
kvetu, povytahuje ho zo zeme.

Zaver

Na zadiatku sme povedali, Ze naSim

cielom nie je iba akademicka analyza

problému, teoretické odhalenie priéin,
ale zaroveii i hladanie novych vychodisk.
Domnievame sa, Ze oboje je z Clanku
vidiet. Analyza bola uvedena explicitne.
Z nej vychadza aj konkrétny navod na pra-
cu uditela:

Nestadi sa pri vyuke matematiky opie-
rat o Struktiru matematicki. Vyuku
kazdej témy je potrebné opriet na znalosti
genézy (ontogenézy i fylogenézy) myslie-
nok, ktoré si témou reprezentované.
Kostrou tejto genézy je schéma piatich

(Siesta tam uZ vlastne nepatri) hore opisa-
nych etap. Najdastej§i omyl uditela, ktory
svoju disciplinu vidi z niekolkoposchodo-
vého nadhladu teoretika je v fom, Ze
nedoceni zdsadny vyznam a zmysel pr-
vych troch etdp poznéavacieho procesu.
V tom je podstata nedorozumenia (¥*).

V sudasnosti u nas zadina ,,mnoZinova
matematika® na ZDS. Nepochybujeme,
Ze prvé ohlasy budd priaznivé. Ucitelia
budii sami spodiatku pocifovat potrebu
prvych troch etip, a preto ich budu
realizovat aj vo vyulovacom procese.
Otazne je, Co sa stane, ked ziskanim
»pevnej pddy pod nohami‘ uditelia stratia
tito potrebu. Nedopadneme tak ako
v niektorych inych zemiach?
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soznanie,

,,V niz§im gymnasiu se poddva pomérné velmi
malo nového, na vy$§im gymnasiu zase mnoho
a z &asti zbyteéného. KdeZto védadm zajimavéjsim
jako fyzice, lu€bé, piirodopisu a déjepisu se
pomé&rné mdlo vénuje, pfedn4si se mathematika
po 8 let. ProdeZz by se mélo pfiméfenéjsi rozdé-
leni 14tky zavésti.

Mathematika stala by se oblibenéj§i a zajima-
v&j$i, kdyby pfi kaZzdé partii hodné piiklada
a uloh hlavné z praktického Zivota se podavalo
a to tim vice pfi nahofe naznadenych.*
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