Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Petr Mandl
Kratce o soucasné finan¢ni matematice
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 44 (1999), No. 2, 135--140

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/140990

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematikti a fyzika, 1999

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/140990
http://project.dml.cz

Kratce o soucasné finan¢ni matematice

Petr Mandl, Praha

Americky klub dam versus pojistovna Praha

Dostal jsem od redakce namét, abych napsal pro c¢asopis prispévek o financni
matematice, zejména o matematice ocenovani opci. Blackova-Scholesova teorie opci
je popularni v akademickych kruzich, kde je rozvijena zpravidla zptisobem beroucim
maly ohled na potfeby studentii sméfujicich do praxe. Za¢nu proto nékolika odstavci
0 obcanech, ktefi se finanéni matematikou zivi. Povazoval jsem za vhodné ponékud
zastiit pekunidrni aspekty tohoto tivodu pohledem do narodnich déjin. K tomu se
nabizi postava Frantiska Josefa Studnicky (1836-1903), zejména kdyz nedévno vysla
jeho pé&kné biografie od M. Némcové ([10]). Studni¢ka kromé toho, Ze publikoval knihu
Zakladové poctarstvi ndrodohospodaiského ([13]), byl téZ nasim prvnim odpovédnym
pojistnym matematikem. Stal se 23. kvétna 1869 pfi vzniku pojistovny Praha ¢lenem
jejiho feditelstvi, kde zastupoval obor pojistné-technicky ([8]). To se v biografii nenajde
a nelze se piili§ divit. Ani A. Péanek, ktery v letnim semestru 1897/98 pojistnou
matematiku na Ceské technice prednasel ([5]), se o této Studnickové ¢innosti nezmi-
fiuje ([11]). Proto jsem si v biografii ¢etl, trochu se zavisti, o poétu posluchadek na
Studnickovych prednaskach v Americkém klubu dam.

Protoze se matematiky pravé zabyvaji ¢esti zakonodarci pti novelizaci zakona o po-
jistovnictvi, pouzil jsem vySe uvedené jako zkratku pro vyjadieni potfeby profesiona-
lizace naSeho oboru: Matematika potfebujici mecenése, kterym v piipadé Amerického
klubu dam byl Vojta Naprstek, nebo matematika jako vlivné povolani?

Jednota ceskoslovenskych matematiki a fyzika vydavala v letech 1929-1949 casopis
Aktuarské védy. Témi se rozumély pojistnd matematika a matematicka statistika.
Dnes se oznaceni aktuar uziva pro pojistné matematiky. Aktuari, diky tomu, Ze musi
neustale uplatiovat svou matematickou erudici v soupefeni s jinymi profesemi, ziskali
prakticky smysl pro zdjmy svého povolani. Ten uplatiiovali i ve Skolstvi. Po valce
doséhli vydani zakona ¢. 122/1946 Sb. o studiu statisticko-pojistném. Absolventi
tohoto studia na Karlové univerzité ziskavali titul magistra jiz v roce 1947. Dnes
zastupuje zajmy pojistnych matematikt Ceska spolecnost aktuart, ktera je fadnym
¢lenem Mezindrodni aktuédrské asociace. Projedndvand novela zédkona o pojistovnictvi
ulozi pojisfovndm zaméstnavat odpovédné pojistné matematiky. Ti budou potvrzovat
na fadé dokumentti spravné uzivani teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky,
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jejichz aplikace v pojistovnéach se dnes neomezuje na pojistovani (technické riziko), ale
i na investovani, zejména na sledovani solventnosti.

Vznik profesnich sdruzeni matematiki v privatnim sektoru a ve statni spravé by
prispél k tomu, aby pracovni prilezitosti vyzadujici matematickou odbornost byly
obsazovany kvalifikovanymi zaméstnanci. Uspéch vysokoskolskych pracovist pak bude
zéviset i na vyznamu, jaky jim vlivna profesni sdruzeni budou pfisuzovat. Tim bude
védeckopedagogicka ¢innost zaméfena na potieby absolventii. V pojistné matematice
mé takovy pfistup u nds dobrou tradici. Uvedme, Ze profesor J. Janko byval misto-
predsedou Spolku &eskoslovenskych pojistnych techniki, jehoz néslednikem je Ceska
spole¢nost aktuart.

Matematika na Nobelovu cenu za ekonomii

Mame od redakce kol ozfejmit si ocenovani financ¢nich opci. Pfipominame, Ze
M. Scholesovi byla sou¢asné s R. Mertonem ([9]) udélena v roce 1997 Nobelova cena za
ekonomii. Terminovy kontrakt typu call predstavuje opravnéni koupit v dohodnutém
terminu dohodnuté mnozstvi urcitého aktiva za dohodnutou cenu. Jako aktivum si nej-
lépe predstavime akcie uréitého druhu. Budeme sledovat cenu jednotkového mnozstvi
aktiva v ¢asovych intervalech délky A. Oznadme S(j) cenu v ¢ase jA, j =0,1,...,n.
Pfitom nA =T je termin vypotfadani opce. Je-li K dohodnutd kupni cena, majitel
opce aktivum nekoupi pii S(n) < K. Jeho vynos pfi vyprSeni opce je proto

(S(n) = K), - (1)

Chceme stanovit, jakou cenu mé vyplata (1) v ¢ase 0 za pfedpokladu, Ze aktivum
je obchodovano na trhu dosti idealizovanych vlastnosti. Z toho trhu pfevezmeme do
nasich tvah bezrizikové aktivum. Rozhodli jsme se postupovat podle W. Sharpeho od

vvvvvv

P(S(j+1)=uS(j) =p.  P(S(j+1)=5(j)/u) =1~p, (2)

kde 0 < p <1 a vzrist nebo pokles ceny aktiva je nezavisly na minulych cenéch.
Protoze nartst ceny aktiva neni zarucen, musi jeho velikost spliiovat

u>r, r = 1 + bezrizikovy vynos.

Z (2) vidime, Ze jsme zacali u bernoulliovské fady nahodnych pokusti. ZkuSenosti
7z teorie pravdépodobnosti naznacuji, ze tudy povede cesta. Ptijdeme-li vSak po ni prilis
daleko, dostaneme se do fise pohadek. Cena aktiva predstavuje ndhodnou prochizku
s pravdépodobnosti p smérem nahoru, s pravdépodobnosti 1 — p smérem dold po siti
znazornéné v semilogaritmickych soufadnicich na obrazku 1. Zjistime, jakou cenu
mé (1) v ¢ase (n —1)A. Na obrazku jsme vyznadili S(n —1) = S. Predstavme si
portfolio tvofené v ¢ase (n — 1)A mnoZstvim a aktiva spolu s bezrizikovymi dluhopisy

136 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 44 (1999), ¢. 2



v cené B. Volme a, B tak, aby hodnota portfolia v ¢ase nA byla shodna s (1). Mame
rovnice

uSa+1rB = (uS - K)y =C,, 3)
Sa/u+rB=(S/u—K)i =Cjy.

Ziejmé na idedlnim trhu bude cena opce v ¢ase (n — 1)A stejnd jako cena portfolia.
Ta podle (3) vychézi
Sa+ B = (Cy(ru—1)/(u® = 1) + Cq(v® — ru)/(u® = 1))r~ =
= (Cug+ Ca(1 —q))r 1.

Vidime, Ze pii stanoveni ceny opce se pohybujeme na obrazku 1 podle rozlozeni
pravdépodobnosti @, pfi némz misto (2) plati

Q(SG+1)=uS(y)=q¢, Q(SG+1)=S()/u)=1—q, (4)

a diskontujeme vzhledem k bezrizikové vynosové mire. Pro cenu opce v ¢ase 0 dostéa-
vame

r " Eq(S(n) — K)+ . (5)

Obr. 1

Pocitejme podminénou stiedni hodnotu
EQ{r77'SG+1)|S() =S} =r"7""(quS+ (1 —q)S/u) =r78.

Pti rozlozeni @ je proto r=7S(j), 7 =0,1,...,n, néco jako kapitél hrace hrajiciho
spravedlivou hru neboli martingal.
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Protoze log(S(j)/5(0)), j = 0,1,..., je ndhodné prochazka, je prechod ke spojitému
¢asu v obrazku 1 pfi A — 0 dobfe zndméa véc. Parametry v zavislosti na A lze volit

u= exp(a\/Z)7 r = exp(pA), p=(1+ ,u\/Z/U)/Z (6)

Bernoulliovskd nédhodna prochazka pfejde pii A — 0 v proces Brownova pohybu.
Spojita trajektorie {S, t = 0} ceny aktiva mé pak vyjadieni

Sy = Soexp{ut + oW}, ¢=0, (7)

kde {W;, t 2 0} je Wieneriv proces. Ten odpovida pfedstavé integrdlu normovaného
bilého Sumu neboli elementarniho spojitého ptisobeni nahody. Proces objevil L. Ba-
chelier ([1]) pravé pii rozvijeni teorie burzovni spekulace. Z (6) plyne

qg= (14 (0 —0*/2)VA/a)/2+ O(A).
Odtud pfi rozlozeni @
St:SOexp{(g—02/2)t+UOWt}, t=>0, (8)

kde
Wy =Wi+nqt, t20, y=p+0°/2—o, (9)

je pri Q Wienerovym procesem.
P1i jisté zrucnosti s poc¢itanim integralti vzhledem k norméalnimu rozlozeni se nejen
ovéii, 7ze pii Q je {79! S, t = 0} martingalem, ale vypocte se

=T Eq(Sr — K)+ = So®([log(So/K) + (o + 02/2)T/oV'T) -
— e T K ([log(So/K) + (0 — 0*/2)T) /oVT),

kde &(z) je distribuéni funkce standardniho normélniho rozlozeni. (10) je Blackova-
-Scholesova formule pro oceniovani (evropskych) call opci. Parametru o se fik4 vola-
tilita cenného papiru, ¢ je bezrizikova vynosové intenzita, veliina v v (9) pfedstavuje
cenu rizika. Pfedpoklada se, Ze nejsou transakéni naklady, neni vyplacena dividenda,
aktivum a bezrizikovy dluhopis jsou volné a okamzité obchodovatelné i v zdporném
mnozstvi.

Prehlédnéme, co jsme odvodili:

a) K urdeni ceny opce je tieba nalézt rozlozeni pravdépodobnosti @ vzdjemné
absolutné spojité s P, pfi némz je {e ¢'S;, t = 0} martingalem. Poznamenejme, Ze
pro riznd o jsou rozlozeni procesti (7) nebo (8) na libovolném ¢asovém intervalu
vzéjemné singularni.

b) Cena opce nezavisi na parametru p, vyjadfujicim trend v cené aktiva.

¢) Hlavnim néstrojem bylo replikaéni portfolio, jehoZ cena zlistava stejnd s cenou
opce bez dodavani finan¢nich prostredki.
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Je nasnadé, jak vznikaji variace na uvedené téma. Do modelu se zahrne vice aktiv
a vice Wienerovych procesi, predpoklada se vyplata dividendy nebo zta¢tovani v cizich
ménach. Snadné je zobecnéni na pfipad, kdy parametry u, o, o jsou funkcemi casu.

Zvlastni pozornost si zaslouzi stochastické modely trokovych sazeb. Ty byly rozvi-
jeny jiz delsi dobu, zna¢nou reputaci si pfi tom ziskal nas§ krajan O. Vasicek ([14]).
Do ramce Blackovy-Scholesovy teorie byly zafazeny teprve neddvno ([3]) tak, Ze pro
bezkuponovy dluhopis jednotkové vyse splatny v ¢ase T vysla cena

Eo eXp{—/OT o dt}, (11)

v souladu s d¥ivéjsimi modely. V (11) je o:dt vynos z bezrizikové ptjcky na dobu
{t,t+ dt), coz je v ¢ase 0 ndhodna veli¢ina.

To byla vodni ukazka z jedné oblasti finanéni matematiky. My jsme jiz naznagdili,
7e v popredi naseho zdjmu jsou matematikové ve financ¢nictvi skute¢né zaméstnani.
Stru¢né informace o popularnim tématu ocentovani opci, napt. z knihy ([2]), jim umozni
nahlédnout do matematickych metod vytvareni ekonomickych teorii. Jejich ¢innost
vSak vyzaduje matematické modely koncipované pro bezprostiedni praci s daty.

Prestizni studium

Francie jisté neni zemi, kde by bylo malo pochopeni pro teoretickou matematiku.
Pojdme se tam proto pouéit o vzdélavani ve finanéni matematice. Ve Francii je
viznamna tradice tzv. velkych 8kol, jako Ecole polytechnique nebo Ecole normale
supérieure, které poskytuji svym absolventim prednostni predpoklady pro zivotni
kariéru. K takovym skolam patii téz Institut finanéni a pojistné védy pfi Univerzité
C. Bernarda v Lyonu (ISFA). Byl zaloZen v roce 1930. Studium na ISFA je t¥ileté,
uchazeci musi mit nejméné dvouleté vysokoskolské vzdélani. Prijimaci zkouska za-
hrnuje dvé zkousky z matematiky, které jsou rozhodujici, zkousku z francouzstiny
a z ciziho jazyka. Z pfijimacich zkousek roku 1992 ([4]) uvedme jako piiklad tlohu
vySetfit asymptotické chovani fesSeni diferencialni rovnice

') = (L+ 1/ ft) =0, >0,

pfi t — oco. Byla rozdélena na 11 dil¢ich tloh, ¢as na vypracovani 4 hodiny. Mate-
matické schopnosti jsou, jak vidime, klicem k vybéru posluchaci, ktefi potom vedle
matematiky a informatiky studuji pravo, finanéni védy a tcetnictvi. Absolventi maji
velmi vlivnou profesni organizaci Asociaci aktudrt s diplomem ISFA ([6]).
Obdobnou koncepci jako ISFA meélo jiz od roku 1921 studium pojistné matematiky
a matematické statistiky na Karlové univerzité. Profesni a spolecenské aktivity jeho
absolvent? se konaly pfevazné v ramci JCSMF. Soucasna finanéni a pojistnd mate-
matika na Matematicko-fyzikalni fakulté UK navazuje na tradici obou prazskych skol
aktuarskych véd ([7]). Jeji sméfovani k prestiznimu studiu dokldda projekt Vyuka
financi a pojistovnictvi pro studenty matematiky, sponzorovany programem Tempus
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(1996-99). Podstatou projektu je vyklad matematiky soucasné s finanéni ¢i pojistnou

teorii a prace s pokroc¢ilym matematickym softwarem, jako je Mathematica ¢i Maple.
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V tomto dodatku uvadime vyklad nékolika pojmt naseho ¢lanku. Ctenaf necht posoudi

pfinos matematické formulace. Ten je podstatou zminéného projektu programu Tempus.

Aktivum je zejména pfedmét majici sménnou hodnotu. Finanéni aktiva (akcie, dluhopisy)
pfedstavuji naroky na obdrzeni dichodu nebo jinych plnéni, zpravidla penéznich. Mezi
financ¢ni aktiva patfi téz penize.

Dluhopis je prevoditelné aktivum predstavujici narok na uhrazeni dluzné jistiny v dobé splat-
nosti a na pravidelnou vyplatu pevné penézni ¢astky (kuponu) do této doby. Bezkuponovy
dluhopis zavazuje pouze k uhrazeni jistiny.

Opce je kontrakt opraviiujici zakoupit od druhé strany nebo ji prodat béhem dané doby urcité
mnozstvi aktiva (komodita, cenny papir) za pfedem dohodnutou cenu.

Portfolio je zde soubor finan¢nich aktiv drzenych fyzickou nebo pravnickou osobou.
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