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Georg Pick — prazsky matematicky kolega
Alberta Einsteina

Ivan Netuka, Praha

Slavnostni seminar, ktery se u pfilezitosti 120. vyro¢i narozeni Alberta Einsteina
konal dne 14. bfezna 1999 v Karolinu, mél pochopitelné zaméreni prevazné fyzikalni.
Nicméné organizatofi na matematiku nezapomnéli. Kratka pfednaska, k niz jsem byl
pozvan, byla vénovana Georgu Pickovi. Tento profesor matematiky na némecké univer-
zité v Praze byl velmi blizkym kolegou A. Einsteina v pribéhu jeho Sestnactimési¢niho
prazského pobytu v letech 1911-1912.

Georg Pick se narodil 10. srpna 1859 ve Vidni, kde v letech 1875-1879 studoval na
univerzité matematiku a fyziku. V roce 1880 ziskal doktorat pod vedenim L. Konigs-
bergera, ktery je povazovan za zaka K. Weierstrasse. V témze roce Pick prijal na
Karlo-Ferdinandové univerzité v Praze misto pomocného asistenta E. Macha, v r. 1882
se habilitoval a v r. 1888 byl jmenovan mimofadnym profesorem némecké univerzity
v Praze. Dva semestry, pravdépodobné v letech 1884-1885, pobyval v Lipsku, kde byl
ovlivnén F. Kleinem. R4dnym profesorem byl jmenovén v r. 1892 a ve $kolnim roce
1900/1901 byl dékanem filozofické fakulty. Aktivni plisobeni na univerzité ukonéil
v r. 1929 a vratil se do Vidné. Po anslusu Rakouska se v r. 1938 prestéhoval zpét
do Prahy. O ¢tyfi roky pozdéji byl dne 13. Cervence 1942 deportovan pod ¢islem 824
transportem AAq do Terezina. Tam zemfel ve véku 83 let 26. ¢ervence 1942. (Dalsi
informace o zivoté G. Picka lze nalézt v [12].)

Celych 46 let pusobil G. Pick v Praze jako vysokoskolsky ucitel. Prehled jeho
prednasek je uveden v [12]. Tézisté Pickovy pedagogické préce spocivalo v analjze
a geometrii. V souvislosti s dalsi diskusi o odbornych kontaktech Picka a Einsteina neni
bez zajimavosti uvést, ze ve $kolnim roce 1905/1906 Pick konal pfednésku Anwendun-
gen der Infinitesimalrechnung auf die Geometrie (3/0) a ve Skolnim roce 1911/1912,
tedy presné v dobé Einsteinova prazského pobytu, prednasel Infinitesimalgeometrie
(5/0). Profesor Pick vedl 20 disertacnich praci. Napf. v roce 1910/1911 dokondil
pod jeho vedenim E. Stransky svou praci Infinitesimalgeometrie der Raumkurven auf
Grundlage einer nicht- Euklidischen Massbestimmung. Patrné nejznaméjsi z Pickovych
doktorandu je K. Lowner, pozdéjsi profesor némecké univerzity v Praze a po nucené
emigraci profesor na vyznamnych americkych univerzitich. (Viz [13].)

V letech 1876-1939 publikoval G. Pick 67 praci. Jejich zafazeni do rtznych oblasti
matematiky miize byt pouze pfiblizné, nicméné naznacuje Pickovy odborné zajmy: Li-
nedrni algebra (2), Teorie invariantd (4), Integrdlni pocet (8), Komplexni analyza (18),
Teorie potencidlu (2), Diferencidlni rovnice (9), Integrdlni rovnice (2), Funkciondlni
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analyza (4), Geometrie (5), Diferencidlni geometrie (10), 3 préce nejsou zafazeny.
Dalsi idaje o publika¢ni ¢innosti G. Picka i Giplny seznam praci lze nalézt v [12]. Jesté
pro zajimavost: V letech 1911 a 1912 uverejnil G. Pick v Comptes Rendus Acad. Sci.
Paris dvé sdéleni s ndzvem Sur les notions: droites paralléles et translation et sur la
géometrie différentielle dans l’espace non-euclidien.

Pickuv vzorec a Schwarzovo-Pickovo lemma

V [9], s. 318, je G. Pick charakterizovan jako obé&tavy uéitel s Sirokym rozhledem, ale
nevelkym badatelskym piinosem. Kazdé takové hodnoceni je tieba chapat relativné
a nemam v umyslu se pokouset o kriticky rozbor Pickova védeckého dila. Jakykoli zavér
by nic nezmeénil na skutec¢nosti, Zze jméno G. Picka neni v matematice do dnesnich dni
zapomenuto.

Osobné za velmi elegantni povazuji Picktiv vzorec o vypoctu obsahu mnohothelniku
s vrcholy v mfizovych bodech. Pfipomenme, ze mfiZové body v roviné jsou body
s ob&ma celo¢iselnymi soufadnicemi, tedy prvky Z?2. Piedpokladejme, Ze P je (uza-
vieny) mnohotihelnik (ne nutné konvexni) s vrcholy v mnoziné Z2, P° je jeho vnitiek,
OP jeho hranice a A\(P) jeho obsah. Podet prvkt mnoziny Z2 N P° (resp. Z? N OP)
ozna¢ime n(P°) (resp. n(OP)). Zde je Pickiv vzorec:

AMP) =n(P°) + in(oP) — 1.

Staci tedy spocitat mrizové body na obvodu mnohothelniku a mfizové body uvnit#
mnohotthelniku a hned mame jeho obsah. Ponékud obecnéjsi situaci, kdy mtizové
body jsou urceny systémy primek, které na sebe nemusi byt kolmé, uvazoval G. Pick
v préaci [15] vydané pred 100 lety.

Za specialni mnohothelnik budeme povazovat nyni tzv. elementarni trojuhelnik,
tedy takovy trojihelnik s vrcholy v Z2, na jehoZ stranach ani v jeho vnitiku Z4dné
dalsi mrizové body nelezi. Uvazujme elementarni trojahelnik 7" s jednim vrcholem
v pocatku. Potom dvé jeho strany obsahujici poc¢atek tvori bazi vektorového prostoru
nad oborem integrity Z. Matice pifechodu od této baze k bazi slozené z vektort
(0,1) a (1,0) méa celociselny determinant a totéz plati o matici k ni inverzni. Proto
tento determinant je v absolutni hodnoté roven jedné. Geometricky to znamena, ze
rovnobéznik tvorfeny stranami trojuhelniku 7' s vrcholy v pocatku mé obsah roven
jedné. Zavér: kazdy elementarni trojihelnik mé obsah %

Nedavno se mi dostal do ruky krasny diikaz Pickova vzorce; viz [1], s. 61. V mno-
hotihelniku P lze provést triangulaci na elementarni trojahelniky. (To je tfeba zdud-
vodnit, nebot obzvlasté u nekonvexniho mnohotuhelniku to neni hned zcela zfejmé.)
Po triangulaci vznikne rovinny graf, jehoz vrcholy jsou miizové body obsazené v P
a hrany jsou strany elementarnich trojuhelnikd triangulace. Pocet vrchold ozna¢me n
a pocet hran oznac¢me e. Graf rozdéluje rovinu na f stén, z nichz jedna je neomezend
(doplnék mnohothelniku) a kazd4 z dalsich f —1 stén je elementrni trojihelnik.
Kazdy z nich, jak vime, mé obsah %, takze A\(P) = %(f —1). Pocet hran grafu, které
lezi na OP, oznac¢me e(OP), poCet ostatnich hran (ty maji s P° neprizdny prinik)
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oznaéme e(P°). Ztejmé je tedy 3(f — 1) = 2e(P°) 4 e(OP) aoviem e = e(Fy) + e(OP).
Odtud dostavame f = 2(e — f) — e(OP) + 3.
Nyni vstupuje do hry Fulertv vzorec, pochazejici z poloviny 18. stoleti:

n—e+ f=2.

Z rovnosti e(0P) =n(0P), n=n(P°)+n(0P) a e— f=mn—2 dosazenim vyjde
f=2(n—2)—n(0P)+ 3 =2n(P°) +n(dP) — 1. Protoze A(P) = 3(f — 1), dokazali
jsme Pickiv vzorec

AMP) =n(P°) + in(oP) — 1.

Poznamka pti korekture: Péknou aplikaci Pickova vzorce lze nalézt v ¢lanku M. KLAZARA:
Barany and Larman’s Combinatorial Approach to the Circle Problem, KAM-DIMATIA Series
99-420, 1999.

Pickovo jméno se zapsalo prostfednictvim nazvu Schwarzovo-Pickovo lemma do ana-
lyzy v komplexnim oboru. Nejprve pfipomeneme tradi¢ni znéni Schwarzova lemmatu
0 odhadu modulu holomorfniho zobrazeni jednotkového kruhu U do sebe:

Schwarzovo lemma. Necht f:U — U je holomorfni funkce, f(0)=0. Potom
|f(2) =12, €U, a|f(0)] £ 1.

Vétsinou se formuluje tento dodatek: pokud v jedné z nerovnosti plati znameni
rovnosti (pro z # 0), potom f je otodeni okolo pod¢atku. H. A. Schwarz publikoval
podobnou vétu v r. 1869, na vyznam tvrzeni pro teorii funkci upozornil C. Carathé-
odory v r. 1912; srv. [17], s. 214. Standardni pouziti tvrzeni lze nalézt v uéebnicich
komplexni analyzy, napft. [5].

Drtive nez pfejdeme k Pickovu zobecnéni Schwarzova lemmatu, poukazi na jednu jeho
malo znamou aplikaci. Dtikaz néasledujici véty, jejimZ autorem je némecky matematik
E. Study, pochdzi od T. Radda z r. 1929 (viz komentaf v [17], s. 216). Domluvme se,
ze pro 0 < r < 1 oznacime U, otevieny kruh o stfedu v pocatku a poloméru r.

Véta. Necht G je konverni mnoZina v komplexni roviné a f je prosté holomorfni
zobrazeni U na G. Potom je pro kazdé r € (0,1) mnozina f(U,) konvexni.

Naznac¢ime dikaz této véty. Lze predpokladat, ze f(0) = 0. Zvolme 0 <r <1l ap, g
dva rtizné body mnoziny f (U, ). Mame dokéazat, ze kazdy bod na tsecéce spojujici body
p a q patii do f(U,.). Zvolme tedy t € [0,1] a oznaéme v := (1 — t)p + tq, a := f~1(p),
b:= f~1(q). Mtizeme ptedpokladat, ze |a| < |b| a tudiz b # 0. Potom pro kazdé z € U
plati zab~! € U. Definujeme

g(2) == (1 —t)f(zab™ ) +tf(z), z€U.

Protoze G je konvexni, je g(U) C G a tedy ma smysl definovat zobrazeni h:= f~1og
na U. Potom h je holomorfni zobrazeni U do U spliujici h(0) = 0, nebot g(0) =0
a f(0) =0. Podle Schwarzova lemmatu je |h(z)| < |z|, kdykoli z € U, specidlné
71 (g(®)] < 1b]. Ovsem g(b) = (1 — )f(a) + /() = v a |p| < r. Tudiz f(v) € Uy,
neboli v € f(U,).
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Schwarzovo lemma samoziejmé Fika, ze holomorfni zobrazeni jednotkového kruhu
do sebe zachovavajici poc¢atek nezvétsuje vzdalenosti od pocatku. G. Pick si uvédomil,
7e role pocatku neni vyznamna, pokud v jednotkovém kruhu uvazujeme hyperbolickou
vzdélenost A(w, z) := |z — w|/[wz — 1|, w, z € U, a dokédzal v [16] toto tvrzeni:

Schwarzovo-Pickovo lemma. Necht f: U — U je holomorfni funkce. Potom plati
nerovnost A(f(w), f(2)) £ A(w,z2), w,z€U.

V analogii se Schwarzovym lemmatem plati, Ze pokud nastava v nerovnosti znameni
rovnosti pro dvojici riznych bodt, pak f je linearni lomena transformace zobrazujici
U na U (a rovnost pak nastava pro vSechny dvojice bodu).

Pozndmka pri korekture: Pékny diukaz Schwarzova-Pickova lemmatu je podan v ¢lanku H. S.
BEAR: Part metric and hyperbolic metric, Amer. Math. Monthly 98 (1991), 109-123. Tamtéz
je ukazéano, jak na aplikaci Schwarzova-Pickova lemmatu je mozné zalozit srozumitelnéjsi
dikaz Riemannovy véty o konformnim zobrazeni. Novou aplikaci Schwarzova-Pickova lem-
matu lze nalézt v élanku A. MONTES-RODRIGUES: The Pick-Schwarz lemma and composition
operators on Bloch spaces, Rend. Circ. Mat. Palermo (2) Suppl. 56 (1998), 167-170. Za
zminku jesté stoji, ze Pickovo jméno se vyskytuje jiz na s. 1 monografie J. B. GARNETT:
Bounded analytic functions, Academic Press, New York 1981. V této knize je ¢ast 2 v kap. I
nazvana Pick’s Theorem. Je vénovana Pickovu vysledku z r. 1916 o holomorfni interpolaci.

G. Pick a A. Einstein

Studium dostupnych materidli nas nenechdva na pochybach, ze Georg Pick byl
v pribéhu Einsteinova pobytu v Praze v letech 1911-1912 jeho velmi blizkjm kolegou.
Shoduji se na tom autofi knih o A. Einsteinovi i dalsi prameny. V dopise z 12.6.1912
(viz dokument 408 z Collected papers of Albert Einstein) A. Einstein napf. piSe
L. Hopfovi: (...) Vede se ndm velmi dobfe a vsichni se tésime na Curych. Mrzi mé
pouze rozloucent s kolegou Pickem, s nimzZ jsem se velice spratelil. Ital by Tekl: Sangue
non € aque!

O vztahu Picka a Einsteina pise také M. Brdicka v [3]: Einsteintdv duchovni Zivot se
v t€ dobé skladal hlavné z védy a hudby. Sprdtelil se s G. Pickem, ktery byl nejen vybor-
nym geometrem ochotnym pomoci pii nejasnostech absolutniho diferencidlniho poctu
a pti jeho aplikacich na geometrizaci fyziky, resp. v poloZeni zdkladi obecné relativity,
ale i nevsednim komornim hudebnikem, jenz zprostredkoval Einsteinovi misto ve smyc-
covém kvartetu. Prdtelskée kontakty mezi Pickem a o 20 let mladsim Finsteinem nebyly
preruseny ani po Finsteinové odchodu z Prahy, posledni Pickuv dopis Einsteinovi do
Princetonu je z r. 1939, z doby po okupaci Cech a nedlouho pred Pickovym transportem
do koncentracniho tdbora v Tereziné, z nehoZ se jiZ nevrdtil. V témze clanku lze
nalézt dokonce ivahu, ze odborné zameéreni G. Picka mohlo hrat roli pfi Einsteinové
rozhodovani o prijeti mista: Moznd vsak, Ze hlavnim divodem FEinsteinova pobytu
v Praze byly zdjmy odborné. JizZ od r. 1907 Finstein ,vidél“ cestu k obecné relativite, tj.
zpusob, jak se oprostit od inercidlnich systémi, a jako osamély poutnik nastoupil tuto
gigantickou pout. Brzy mu bylo jasné, Ze jednim z nezbytngch cestovnich prostredki je
Riemannova geometrie. Aby mohl Tesit sloZité fyzikdalné geometrické stranky budované

230 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 44 (1999), ¢. 3



teorie, potreboval mit zirejmé jistotu o fadé modernich aspekti ¢tyr- a vicerozmérnych
geometrii. V Evropé prichdzeli v twvahu dva geometri, T. Levi-Civita v Itdlii a G. Pick
v Praze. Jak z jazykovych divodi, tak i celkovym Zivotnim prostredim se Einsteinovi
zrejmé vice zamlouwvala Praha, a proto mu Lampova nabidka mohla prijit vhod.

Neni zadnych pochyb o tom, ze Pick a Einstein vedli odborné diskuse. Svéd¢éi o tom
napi. zdvérecna poznamka v rozsifeném textu Einsteinovy prednasky z 28.2.1914; viz
G. Pickovi za jeho pozndamky, které vyklad véci zdsadné zjednodusily.

Casto se v literatuie setkdvame s nazorem, ze G. Pick piivedl Einsteina k matema-
tickému aparatu potfebnému k dotvoreni obecné teorie relativity. Bez komentate zde
uvedeme nékolik uryvkt z riznych prameni: Béhem dlouhich prochdzek se Finstein
Pickovi svéril s matematickymi potizemi, s nimiZ se setkdval pii pokusech zobecnit
teorii relativity. JiZz tehdy navrhl Pick jako vhodny matematicky ndstroj k dalsimu
rozvijeni Finsteinovy myslenky ,absolutni diferencidlni pocet® italskych matematiki
Ricciho a Levi-Civity; viz [8], pieklad [2], s. 49.

(...) A v Praze byl Einstein priveden k matematickému apardtu, ktergy mu pomohl
vyresit problémy obecné relativity. K tomuto rozsireni jeho znalosti doslo zdsluhou
o dvacet let starstho Georga Picka, kdysi asistenta Ernsta Macha. Picka a Finsteina
spojoval zdjem o hudbu. Vytvorilo se mezi nimi silné prdtelstvi, a kdyZ Einstein hovoril
o svych tézkostech, Pick mu navrhl uzit Ricciho a Levi- Civituv absolutni diferencidlni
podet; viz [4], s. 143. Stejné konstatovani je uvedeno v [11], s. 113, 114.

Sém Einstein v8ak v pfedmluvé k [6] piSe toto: Rozhodujici myslenku o obdobé mezi
Gaussovou theorit ploch a matematickym problémem svoji theorie pojal jsem ovsem
teprve r. 1912 po svém ndvratu do Curychu, aniZ jsem zprvu znal bdadani, jeZ v tom
smeéru vykonali Riemann, Ricci a Levi-Civita. Na né byl jsem upozornén teprve svym
pritelem Grossmannem v Curychu.

Podrobné se k otazce matematického aparatu potfebného k obecné teorii relativity
vyjadfuje A. Pais v [14], s. 211. (...) Ve své pFedndsce proslovené v Kyotu v prosinci
1922 A. Finstein tekl: ,Jestlize viechny [zrychlené] systémy jsou ekvivalentni, pak
ve vSech z nich nemiZe euklidovskd geometrie platit. Vzddt se geometrie a ponechat
[fyzikdlni] zdkony je totéz, jako popisovat myslenky beze slov. Co tedy je potieba hledat?
Resent tohoto problému jsem neznal do roku 1912, kdy jsem si uvédomil, Ze Gaussova
teorie ploch poskytuje klic k rozlusteni této zdhady. Uvédomil jsem si, Ze Gaussovy
soutadnice na plose maji hluboky vyznam. AvSak v té dobé jsem mevédél, Ze Riemann
studoval zdklady geometrie dokonce mnohem zevrubnéji. Najednou jsem si vzpomnel,
ze Gaussova teorie byla soucdsti predndsek z geometrie, které jsme jako studenti méli
s Geiserem. Uveédomil jsem si, Ze zdklady geometrie maji fyzikdlni podstatu. Mij mily
matematicky pritel Grossmann byl na miste, kdyz jsem se vrdatil z Prahy do Curychu.
Od neého jsem se poprvé dozvédeél o Riccim a pozdéji o Riemannovi. Tak jsem se svého
pritele zeptal, zda by se moje problémy daly Tesit pomoci Riemannovy teorie, totiz zda
by invarianty elementu krivek mohly uplné urcovat veliciny, které jsem hledal.“ Dale
A. Pais tika: Verim, Ze toto pruni setkani s diferencidlni geometrii sehrdlo druhotnou
roli v Finsteinovych dvahdch z r. 1912. Béhem dlouhych rozhovori s Einsteinem vyjdd-
7il v Praze matematik Georg Pick domnénku, Ze potrebny matematicky ndstroj pro dalsi
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rozvoj Einsteinovgch myslenek by se mohl najit v éldncich Ricciho a Levi-Civity [8].
Pochybugi, Ze by tato pozndmka v oné dobé ucinila na Einsteina jakykoli dojem. Urcité
se v priabéhu svého prazského pobytu neobtéZoval studiem téchto duleZitych praci. V [2],
s. 11, je vyjadfen tento ndzor: Neni podstatné, Ze Philipp Frank (a po ném mnoho
biografit) vyzdvihuge, jak jiZ v Praze matematik Georg Pick Finsteinovi navrhl, aby
v teorii gravitace pouZival apardtu Riemannovy geometrie (,Ricciho a Levi-Civitiv
absolutni pocet*), zatimco Einstein v predmluvé uwvddi, Ze na tuto myslenku prisel
vroce 1912, aZ po odjezdu z Prahy do Curychu. Hésiodos napsal, Ze ,,cenou velkého dila
je lopota, a bohové stanowvili, Ze musis platit predem. Einstein platil mnoho v Praze.
Alespori myslenkové, v hleddni pojmi a ve formulovdni principi.

Pro vyvoj fyziky je skuteéné nevyznamné, ze tlohu Georga Picka v matematické
inspiraci Alberta Einsteina obklopuje pfece jen urcité tajemno. Skonéime tim, co
o pocitu tajemna A. Einstein fikd ve své knize [7]: Nejkrdsnéjsi, co miZeme proZivat,
je tajemno. To je zdkladni pocit, ktery stoji u kolébky pravého umeni a védy. Komu to
nent znamo, kdo se uZ neums divit, neumt Zasnout, ten je takrikajic mrtev a jeho oko
vyhaslé.

Podékovani. Pii pfipravé pfedndsky mi byly uzite¢né materidly, které mi poskytli tito
kolegové: doc. RNDr. J. BECVAR, CSc., Mgr. M. BEGVAROVA, Dr., prof. RNDr. J. BICAK,
DrSc., RNDr. J. Forta, CSc., Mgr. J. LUDVIKOVA a RNDr. A. SOLCOVA. Za pomoc pii vy-
hledavani prament dékuji také Archivu Univerzity Karlovy a knihovné Matematicko-fyzikalni
fakulty UK.
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