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Prechodem hory k reSeni okrajové tlohy

Jiri Bouchala, Ostrava

Spousta problémii, specialné feseni fady diferencialnich rovnic, vede k tkolu najit
stacionarni bod néjakého funkcionalu. Budeme se zabyvat otazkou existence takového
bodu a ukazeme si tfi z mnoha metod zaloZenych na splnéni tzv. Palaisovy-Smaleovy
podminky.

Domluvme se takto: podnikneme tfi vylety do rtznych fisi. Pfi prvnim nasbirame
napady, pfi druhém je prebereme a zformulujeme prislusné véty a pii tfetim dokazeme
pomoci téchto vét existenci alespon jednoho slabého feseni jistych diferencidlnich
rovnic.

Prvni vylet, a to do 2. semestru matematické analyzy

Méjme zobrazeni
J:R* - R

a hledejme podminky, které zaruci existenci stacionarniho bodu J.
Predstavme si pro inspiraci takovouto situaci:

J € C*(R%,R),
r>0, ecR? lle|| > r, (1)
HiIﬂlf J(u) > J(0) = J(e).

Nabizi se tato myslenka: uvazujme vSechny kfivky lezici na grafu funkce J a jdouci
z bodu (0, J(0)) do bodu (e, J(e)); na kazdé z téchto kiivek vezméme nejuyssi bod.
Zda se, ze nejnizsi z takto vybranych bodu odpovida stacionarnimu bodu funkce J.

RNDr. Jiti BoucHALA, Ph.D. (1966), katedra aplikované matematiky, FEI, VSB-TU
Ostrava, e-mail: jiri.bouchala@vsb.cz
Tento text vznikl pfepracovanim stejnojmenné prednasky pronesené autorem na seminaii

Moderni matematické metody v inZenyrstvi v Dolni Lomné v roce 1998.
Ptispévek vznikl za podpory grantt GACR 201/00/0376 a MSMT J17/98: 272400019.
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Reknéme to presnéji: obrazek svadi k domnénce, zZe

def .
lef inf J((t 2
¢= lnf max (v(1)), (2)

kde

I {y € 0((0,1),R?) : 4(0) =0, (1) = ¢}

je kritickou hodnotou J, tzn. Ze existuje u € R? takové, ze

Nemusi to byt pravdal
Hezky protipiiklad nalezli Brézis s Nirenbergem (viz [5]):

J(@,y) a2+ (1-2)? -y

Volme

Pak ziejmé

J(0) =0=J(e),
inf  J(x,y)= min J(z,y) > 0.
I (zy)ll=r (z-9) I (zy)ll=r (.9)

Na druhou stranu snadno spocteme, ze

y(%y) =2z —3(1—-x)%y7

or
oJ
—(x =2(1—z)%.
ay( ) =2(1—x) -y,
a proto bod 0 je jedinym staciondrnim bodem J, p¥i¢emz J(0) < ¢; ¢ neni kritickou
hodnotou J.
P¥i¢inou potiZi je tato skutecnost: volime-li kfivky 7,, € I" a body u,, € R? tak, aby

nt = n i
JLoax (1)) = J(un) — ¢

je |lun|| — oo. (Napovéda k podrobnéjsimu rozmysleni: znazornéte si v R? vrstevnici
{(z,y) € R? : J(x,y) = 1} a ukaite, Ze c = 1.)

D4 se ukazat (viz [2], Theorem 1.15, str. 12), Ze za situace (1) existuje posloup-
nost (u,) v R? takova, ze

(J(un)) —c aze J(up)— 0.
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Pokud bychom védéli, ze z takovéto posloupnosti lze vybrat posloupnost konvergentni,
bylo by zfejmé c kritickou hodnotou J.

Jec! (R?
—

(un —u, J(up) —c, J(up) —0 ) J(u)=c, J(u)= O.)

Toho lze docilit naptiklad pfidanim predpokladu:

(uy) je posloupnost v R?,
(J(un)) je omezena posloupnost v R, » = (uy) je omezené posloupnost. (P)
J' (un) — 0

Pted zobecnénim uvedenych tvah si prohlédnéme jesté jednu situaci:

J € C'(R% R),
0>0, (3)
inf J(u) > max J(u).
2 u€{(0,y):yER} u€{(—0,0),(0,0)}

Opét: obrazek zradné napovida, ze

= inf max J(v(t)), 4
¢ ;Gft6<—;,(e> (7( )) )

kde
je kritickou hodnotou funkciondlu J. Opét dokazme pomoci protiptikladu, Ze tomu
tak nemusi byt:

J(x,y) def (2¢=*" — 1) - arccotg y
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Volme ¢ = 1. Pak ziejmé plati:

;relﬁRJ(O,y) =0 > max{J(—p,0),J(0,0)} = <2€e) g

Na druhou stranu, protoze

aJ

a_x(l’, y) = —4we™" - arccotgy,
oJ 2 1
= = (2% —1). ———
ay(fv,y) (2e ) T2

neexistuje zadny stacionarni bod J.
Pri¢inou nezdaru je totéz, co u prvniho prikladu, a opét situaci zachrani, budeme-li
kromé (3) predpokladat i (P).

Druhy vylet, tentokrat do rise funkcionalni analyzy

Pokusime se zobecnit jiz uvedend tvrzeni pro funkcionaly
J € CY(X,R),

kde X je (redlny) Banachiv prostor. Pfedpoklad (P) je vSak nutno nahradit ,tvrd-
Sim“ omezenim — tzv. Palaisovou-Smaleovou podminkou (divodem je skutec¢nost, Ze
v nekone¢né dimenzionalnim prostoru nejsou omezené mnoziny relativné kompaktni):

Uy,) je posloupnost v X,
(n) je p P z posloupnosti (u,) lze vybrat

(J(un)) je omezend posloupnost v R, i
posloupnost konvergentni.

J(up) —0v X*

(PS)

Ziskdme tak slibené véty:

Véta 1 (,Mountain Pass Theorem®; Ambrosetti, Rabinowitz, 1973). Necht

e X je Banachuv prostor,

e JeCYX,R),

er>0,ecX, e >r

. \|ziLI|\1frJ<u) > J(0) = J(e),

o J spliuje (PS) podminku.
Potom

def . def
Lf inf J(~(®), kde I % C({0,15,X): ~(0) =0, ~(1) =
¢ = inf max (v(t)), e {yeC({0,1),X): 4(0) =0, v(1) =e},

je kritickou hodnotou funkciondlu J.
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Véta 2 (,,Saddle Point Theorem*; Rabinowitz, 1978). Necht

e X =Y & Z je Banachuv prostor,
e dimY < oo,

e 0>0,

M={ueV:|ul <o},
N={ueY:|ul=e},

J € CYHX,R),

I}Ielfz J(u) > max J(u),

o J spliuje (PS) podminku.
Potom

¢ X inf maxJ(y(u)), kde I def {yeC(M,X): ~|n =1id},

yel'ueM

je kritickou hodnotou funkciondlu J.

.....

néhoz pak dokazeme existenci slabého feseni Poissonovy rovnice.

Véta 3 (,Ekelandtv varia¢ni princip“; Ekeland, 1974). Necht X je Banachiv prostor
a necht funkciondl J € C*(X,R) je na X omezeny zdola a spliuje (PS) podminku.

Pak ezistuje min J(u).
ueX

Treti a posledni vylet, vylet mezi diferencialni rovnice
UkéZeme si na tfech piikladech, jak lze uvedenych tvah a vét vyuzit pti dikazu
existence feSeni diferencidlnich rovnic.

Véta 4. Necht 2 CRY (N = 1) je omezend oblast s lipschitzovskou hranici a necht
f € L?(£2). Potom 1loha

()

—Au=f na 2,
u=0 mna 0f2

y 1,2 o P
ma ve Wy (£2) alesponi jedno slabé fedent.

Diikaz véty 4. Je zndmo, Ze slaba FeSeni tlohy (5) odpovidaji stacionadrnim bodim
funkcionalu

of 1
J(u) d:fi/Q|Vu|2 dxf/Qf-udx W () — R (6)

s derivaci

<J'(u),g0>:/QVu-V<p dxf/Qf-godx. (7)
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Znac¢me

lull = 4/ / Vul? do
(94

normu na prostoru W, *(2) a piipometime si, 7e
W (1) cc L*(92), (8)

z ¢ehoz plyne existence ¢ > 0 takového, Ze pro kazdé u € VVO1 2(Q) plati:

def
lull gy % f /Q w? dz S e lu. (9)

Odtud a z (6) pomoci Hélderovy nerovnosti ziskdme informaci:

J(u) 2 1 ull® = I fll2) - ullpz) = (10)
= 3 lull® = [ fll22) - ¢ - lull = oo pro |Jul| — oo,

z niz vyplyva, ze funkcional J je na WO1 2(Q) omezeny zdola. K dokonceni dtikazu,
7e J nabyva na WO1 2(£2) svého minima (v ném7 je pak nutné stacionarni bod), staci
ukazat (viz vétu 3), ze J spliiuje (P.S) podminku.

Piedpokladejme, Ze pro posloupnost (u,) plati:

(J(un)) je omezend posloupnost a J'(u,) — 0. (11)

Odtud a z (10) snadno plyne, Ze posloupnost (u,) je omezend. Protoze W01’2(Q) je
reflexivni Banachtv prostor, existuje u € VVO1 2(()) a posloupnost vybrana z posloup-
nosti (uy) (znaéme ji stejné) takovd, ze

Uy — U.

Navic, protoze
J'(un) — 0,

plati:
(T (up)yuy —uy = | Vu,-V(u, —u)de— [ f-(u, —u)de —0. (12)
(0] (0]
Vsimnéme si, ze:

o [fof (un—u) dz| < ||fllzzce) - lun = ullrz() = 0,
protoze diky u,, — u a kompaktnimu vnoteni (8) plati, ze u,, — u v L*(§2);

e zobrazeni p — [, Vu -V dz e (WOIQ(Q))*
(|J Vu- Ve da| < |lull - ll¢ll), a proto [, Vu - V(u, —u) dz — 0.

Z téchto pozorovani a ze vztahu (12) snadno zjistime, Ze
0« / Vg, - V(u, —u) de —/ Vu - V(u, —u) dz 2 (|lun|l — lul])> =0, (13)
2

a proto |[u,|| — |Jul|. Protoze navic u, — u a W, *(£2) je uniformné konvexni Bana-
chtv prostor, je u, — u. To jsme si ptali dokazat. [J
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Véta 5. Dirichletova uloha
—u" =u® v (0,n),

u(0) =u(n) =0 (14)

. 1,2 ‘o o P
ma ve W, 7 (0, 1) alespori jedno netrividlni slabé Fesend.

Diikaz véty 5. Slaba feSeni tlohy (14) odpovidaji kritickym bodtim funkcionalu

1 /" 1 /"
J(u) def —/ (u/(x))2 dr — —/ (u(x))4 dz.
2 Jo 4 Jo
Je zndmo (opatrny ¢tenaf si dikaz muze vyhledat v [2]), Ze

J € Ct(W,*(0,n),R)

Pfipomenme si, ze
Jull /[ (w@)? aa
je normou na prostoru W, *(0, ). Protoze
Wy2(0,7) cc L4(0,x), (16)
existuje ¢ > 0 takové, ze pro kazdé u € W01’2(O, ) plati:
J() =5 lull® = 3 lulisoqm 2 5 el = § - ull?, (17)

a proto existuje r > 0 takové, ze

inf J(u) > J(0) = 0. (18)

flull=r
Nyni vezméme libovolné
0#ueW,?0,x) ateR.

Potom

1 B 1 T

J(t-u) = 3 -t / (u’(m))2 dr — 1 -t / (u(m))4 dr — —o0o0 pro t — +o0,
0 0

a proto existujee =t-u € VVOLZ(O7 ) takové, zZe

llell >r,  J(e) £0=.J(0). (19)
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Dokézali jsme, ze funkciondl J spliiuje ,,geometrické* predpoklady véty 1. Zbyva doké-

zat, Ze funkcional J spliiuje (PS) podminku. Bud (u,,) Palaisova-Smaleova posloupnost
1,2 . , )

ve W3°(0, 1), tj. necht plati:

cd:efsup{|J(un)\ :neN}eR a J'(u,) — 0. (20)
Odtud snadno plyne, Ze pro vSechna dost velka n € N plati:
et llunll 2 J(un) = 5+ <" (un), un) = 5 - llual?,
a proto posloupnost (u,) je omezend. Déle postupujme analogicky (a proto rychleji)
jako v dtkazu véty 4. Protoze WO1 ’2(0,71') je reflexivni Banachiv prostor, existuje

u € W01’2(O, 7) a posloupnost vybrand z posloupnosti (u,) (zna¢me ji stejné) takova,
7e u, — u. Z pfedpokladu (20) pak vyplyva:

2

(T (), ty — uy = / ul, - (up —u) do — / ud - (u, —u) dz — 0. (21)
0 0
Odtud ziskame:
0 H/ - (e, — 1) dxf/ iy — ) Az 2 (] — ul)? 20, (22)
0 0

a proto |lun|| — ||ull. Dokazované tvrzeni u, — u je pfimym disledkem uniformni
konvexity prostoru W, (0, 1) a konvergenci u, — u a ||u,|| — |Jul|. O

Pro ilustraci uzite¢nosti véty 2 uvazujme problém

{ —Apu = M[ulf"Pu+ g(u) — h(z) v L2, (23)

u=0 mna 0f2,

kde £2 C RN je omezens oblast s lipschitzovskou hranici, N 2 1,p>1,¢g: R — R je
spojita funkce, h € Lp/(Q) (» =p/(p—1)), A, je p-Laplacian, tj

Apu = div(|Vul|P~*Vu),

a A1 je prvni vlastni ¢islo —A, na 2 (uvaZujeme problém s nulovou Dirichletovou
hrani¢ni podminkou). D4 se ukdzat, e

A1 :min{/ |VulP dz: u e WyP(9), / |ulP dz = 1}
17 7

a ze A1 je kladné, izolované a jednoduché vlastni ¢islo, k némuz existuje na {2 kladna
vlastni funkce ¢ € Wy*(2).
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Véta 6. Necht

9x) _ (24)

|| —o0 ‘Sﬁ"p_l

a necht plati bud

F(—o0) /Q o1(z) dz < (p—1) /Q h(@)or (z) do < F(+00) /Q or(z) dz,  (25)
nebo

F) [ orla) de < o0=1) |

[ h@)er(@) do < Pl=cx) / or(z) dz,  (26)

7]
kde

F(a) 2 / " g(s) ds — g(a),

T

F(—o0) 2 fim sup F(z), F(400) 4 fim inf F'(z),

T——00 - T—+00
7~ def . def ,. .
F(+o00) = limsup F(x), F(—o0) = liminf F(z).

x——+00 - T——00

Pak md tiloha (23) alespori jedno slabé feseni u € Wy (£2).

Poznamka k dikazu véty 6. DA se ukazat, Ze slaba FeSeni problému (23) odpovidaji
kritickym bodim funkcionélu

1 A
J(u) d:ef—/ |VulP dxf—l/ |ulP dxf/ G(u) der/ hu dz : Wy P(2) — R,
bJa b Ja 2 Q

kde N
dﬁf S S.
Gx) % / o(s) d

Piedpoklady (24) a (25 nebo 26) zarucuji, Ze J spliiuje Palaisovu-Smaleovu podminku.
Navic lze dokézat, Ze v pfipadé (25) méa J geometrii sedlového bodu a Ze v pfipadé (26)
je funkciondl J dokonce zdola omezeny. Tvrzeni véty proto snadno ziskdme aplikaci
veéty 2 a véty 3.

Ctenéie, ktery touzi po podrobném diikazu, (snad) uspokoji ¢teni [4].
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