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Pocitani Leonharda Eulera
s nekonecnymi souciny

Ondrej Moc, Usti nad Labem

Uvod

Clanek pojednava o nékterych nekoneénych souc¢inech v pracich LEONHARDA EULERA
(1707-1783), zejména v souvislosti s funkci gama a funkci sinus. Eulera pravem fadime
mezi nejvétsi velikdny svétové védy. Jeho védecky odkaz predstavuje tictyhodny vikon.
Publikoval velké mnozstvi praci, podle nékterych pramenti') je celkovy pocet jeho dél
a praci roven ¢islu 886. Mnohé z téchto praci jsou dostupné v elektronické podobé
v [25]. Vétsina Eulerovych publikaci pfinesla vyznamné objevy ve vSech odvétvich teh-
dejsi matematiky, pficemz nékteré obory sam svymi vyzkumy zalozil. Kromé mnozstvi
¢lankt napsal fadu knih, které se staly prototypem tspésnych matematickych ucebnic.
Dale vydal fadu knih vénovanych napf. optice, hydrodynamice, mechanice atd. Euler
se téz snazil popularizovat védecké poznatky Siroké verejnosti. Eulerovy ucebnice mély
takovou autoritu, ze pomohly ustalit znaceni v mnoha matematickych disciplinach.
Od Eulera pochézeji symboly f(x), 7, i, e a dal§i?). Eulerovu reputaci dobte vystihuje
vyrok francouzského akademika FRANGOISE ARAGA (1786-1853): ,,Euler byl schopen
pocitat bez jakékoli viditelné ndmahy, asi jako jini lidé dychaji nebo jako se orel vznasi
ve vzduchu.“

Interpolaéni problém

Euler mél jiz od pocatku své védecké kariéry originalni piistup k feSeni problémii.
V 21 letech vytvorfil zaklady teorie budouci gama funkce. Stalo se tak pri FeSeni
problému, ktery dlouhou dobu trapil pfedni matematiky. O co vlastné slo? Rozvoj
matematické analyzy v 17. a 18. stoleti vedl k tlohdm spojenym s interpolaci mezi
¢leny d¢iselnych posloupnosti. Vhodnou jednoduchou ilustraci poskytuje vzorec pro

1y Viz napt. [18], str. 50.
2) Viz [26].
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soucet prvnich ¢lenti aritmetické posloupnosti

1+2+3+4+-~+n:@. (1)
Vztah (1) byl zndm jiz ve starém Recku, a to napf. v souvislosti s tzv. figurdlnimi
¢isly®). Pokud chceme uréit soudet napi. prvnfho sta ptirozenych ¢isel, mizeme bud
postupné vSechna &isla seéist, nebo dosadit n = 100 do vzorce na pravé strané (1).
Pro libovolné n tak redukujeme vypocet na provedeni pouhych tii pocetnich operaci.
Z naseho pohledu stoji za povS§imnuti, ze zatimco vyraz na levé strané (1) ma vyznam
pouze pron € N, vyraz na pravé strané (1) poskytuje smysluplné hodnoty pro libovolné
n € R a tak nabizi feSeni problému interpolace mezi ¢leny posloupnosti 1, 1+ 2,
14243, 1+2+3+4 atd.

Reseni podobnyrch interpola¢nich problémi bylo ¢asto spojeno s integralnim poétem.
Napiiklad JOHN WALLIS (1616-1703) v knize Arithmetica infinitorum (1655) pouzil
metodu indivisibilii*) ploch k feSeni problému kvadratury kruhu. Uloha z dnesniho
pohledu vedla k vypoctu integralu

/01<1 — )} de @)

Wallis se snazil nalézt vztah podobny rovnosti f P/ 1de = ¢ /(p+ q) pro kazdy inte-
gral ve tvaru fo zl/P )2 dx, kde p, q jsou pfirozena ¢isla. Cilem bylo nalézt obecnou
formuli pro uvedeny integral ve tvaru s p a ¢, a pak konkrétni substituci p = ¢q = 1

2
ziskat hodnotu integralu (2). Jednim ze ziskanych vysledki byl tzv. Wallisiv soucin®)

)
)
W
W
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27 1.3 3 "‘*nlllrioli[(qu 2% + 1 H 2k—1 2k+ N @
Tento soucin sehral vyznamnou roli pfi Eulerové odvozeni integralniho tvaru gama
funkce.

Euler se zacal vénovat problémim vedoucim ke gama funkci v roce 1729. Tehdy,

z podnétu CHRISTIANA GOLDBACHA (1690-1764), hledal obecny pfedpis, ktery by
poskytl vSechny ¢leny posloupnosti 1, 1-2, 1-2-3, 1-2-3-4 atd. Z dnesniho
pohledu Euler hledal vzorec analogicky k (1) lisici se pouze tim, Ze misto s¢itani
prirozenych ¢isel uvazujeme jejich nasobeni. Uvédomime-li si, ze v té dobé jiz k ,,bézné
matematické vybaveé®“ pattila binomickd véta, Tayloriiv rozvoj a dalsi, je zfejmé, ze
znalost vzorce, ktery by usnadnil vypocet faktoriali, byla velmi zadouci. SouCasné se
téz od takového vztahu ocekavalo, ze umozni interpolovat mezi faktorialy.

3) Viz [22], str. 49, nebo [4], str. 42.

+) Metoda indivisibilii se pouzivala pri vypoctu obsahti ploch, resp. objemu téles. Spocivala
v rozdéleni plochy na ¢&sti éar (napf. pfimky), resp. rozdéleni télesa na ¢asti ploch (napf.
kruhy). Tyto se nazyvaly indivisibilie a vhodné secteni jejich velikosti (tj. z geometrického
hlediska jejich slozeni do ptvodniho ttvaru) poskytlo hledany obsah plochy, resp. objem
télesa, vice viz [18], str. 25.

%) Wallisovo odvozeni je popsdno napi. v [6], str. 170-176.
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Mala odbocka

Obtiznost Eulerova tkolu spoéivala v tehdejsim vymezeni pojmu funkce. V [8] Euler
uvedl: ,Funkce proménné wveliciny je analyticky vyraz sloZeny libovolnym zpusobem
z této promeénné veliciny a z cisel nebo konstantnich velicin.“ Zminovany analyticky
vyraz znamenal piedpis (vzorec) ziskany pomoci zékladnich pocetnich operaci, jako
jsou scitani, od¢itani, nasobeni, déleni, mocnéni, logaritmovani, derivovani, integrovani
atd.%) Dnesni pojeti funkce jakoZto vztahu mezi dvéma mnozinami ¢isel nabizi vcelku
jednoduché feSeni. Pfirozenym ¢islim prifadime jejich faktorialy a ostatni hodnoty
mizeme stanovit ,libovolné“. Tomu graficky odpovida zaneseni bodid o soufadnicich
[0,1], [1,1], [2,2], [3,6], ... do kartézského soufadného systému a jejich nasledné
propojeni kfivkou tak, aby vznikl graf funkce. To lze samoziejmé provést mnoha
zpusoby, a tim definujeme funkce, které fesi interpolac¢ni problém.

Dnes tedy chapeme kazdé rozsifeni faktoriali na RT = (0, 00) za p¥irozené mozné.
Proto mtzeme ulohu zuzit a hledat spojité funkce, které pro n € N vyhovuji vztahu
f(n) = n! a navic spliluji nékteré dodateéné podminky. Jednou z ,pfirozenych“ pod-
minek je rozsifeni platnosti vztahu (n + 1)! = (n + 1) - n! na mnoZinu R*. Hledame
tedy takovou funkci f, kterd vyhovuje funkcionalni rovnici

fa+1)=(z+1)f(z), zeR". (4)

S prfihlédnutim ke vztahum 0! =1, 1! =1, 2! =2, ... mZzeme pro funkci f uréit
pocateéni podminky, napt. f(0) =1, (1) =1, f(2) = 2 atd. Za zminku stoji, Ze z uve-
denych podminek staci uvést pouze jedinou. Ostatni podminky vyplyvaji z rovnice (4).
Tu 1ze upravit do tvaru f(z +2) = (z + 2)f(x + 1) = (z + 2)(z + 1) f(x), resp. obecné
vyjadrit ve tvaru

flx+n)=(@+n)(z+n—-1)--(x+1)f(x), neN, zeRT. (5)

Pak plati f(1) = f(0+1)=1-f(0) =1, f(2) = f(0+2) =2-1- £(0) = 2 atd. Rov-
nice (5) méa dalsi dtlezitou vlastnost. Pokud bychom znali vSechny hodnoty z napf.
z intervalu (0, 1), mohli bychom pomoci rovnice (5) vypocéitat vSechny hodnoty z in-
tervalu (n,n + 1), kde n € N, tedy obecn& pro libovolné z € RT. Rovnici (5) navic
muzeme vyjadrit ve tvaru

flz+n)
(z+1)--(z+n—-1)(z+n)’

fl) = neN, zeR\{-1,-2,-3,..}. (6)

Rovnice (6) tak rozsifuje interpola¢ni problém na mnozinu R s vyjimkou zapornych
celych ¢isel. Tato zobecnéni rovnice (4) tak umoziiuji na zékladé znalosti vSech
funkénich hodnot v intervalu (z,z + 1), kde = € (-1, 00), vypo¢itat vSechny hodnoty
funkce f na mnoziné R\ {—1,—2,-3,...}. Zbyva tedy ,pouze® uréit hodnoty funkce f
v néjakém vhodném intervalu.

%) Vice poznamek k vyvoji pojmu funkce lze nalézt napf. v ¢lancich [19] a [15].
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Vratme se proto k rovnici (4). ReSeni této rovnice nenf jednozna¢né. Vzhledem k jiz
uvedenému nam situaci neusnadni ani pozadavek na spojitost funkce f. Na fadu proto
prichazi podminka f(0) = 1. Spojité feSeni rovnice (4) spolu s pozadavkem f(0) =1
vytvari spojitou funkci, ktera produkuje faktorialy, nicméné i tato omezeni jsou ,,slaba‘“
ve smyslu ziskani jednoznacného feseni. To lze ukazat pomoci nésledujiciho pfikladu.
Necht f je hledané feSeni rovnice (4), které splituje podminku f(0) = 1. Oznac¢me
symbolem f,(z) pfedpis funkce f(z) na intervalu (n,n + 1). Uvazujme libovolnou
spojitou periodickou funkci g s periodou p =1, pro kterou plati g(0) = 1. Je tedy
napft. g(x) = cos 2nx nebo g(x) = 1 + sin 2nx. Necht hledand funkce f je na intervalu
(0,1) rovna hodnotédm funkce g. Potom z (5) plyne, Ze

fala) = g(@)2(z = 1)(z = 2)--- (2 —n+1). (7)

Reseni popsans pomoci zmiiiovanych goniometrickych funkci nejsou konvexni funkce.
Podle hezkého pfirovnani v [5] pfipominaji ,zdda velblouda“. MuZeme zkusit piidat
dalsi podminky, napt. konvexitu a diferencovatelnost nalezeného feseni. Podobné jako
v pfedchozim pfipadé lze vSak ukazat, Ze ani konvexita, ani diferencovatelnost funkce f
(a to jednou, dvakrat, . ..) nejsou dostate¢né silné podminky pro jednoznacénost Feseni
rovnice (4). Dostate¢né silnou podminkou pro jednoznacéné feSeni rovnice (4) se ukizala
byt az logaritmicka konvexita. K tomuto pojmu se pozdéji jesté vratime.

Euler a gama funkce

Uvedena feseni interpola¢niho problému maji tu nevyhodu, ze se nedaji vyjadrit po-
moci jediného, analytického predpisu, ktery by odpovidal funkci tak, jak byla chapana
v Eulerové dobé.

Prvni uspokojiva feseni se nezavisle na sobé objevila v roce 1729 zasluhou Eulera
a DANIELA I. BERNOULLIHO (1700-1782). Shodou okolnosti se tak stalo b&hem
jediného tydne. Dne 6. fijna 1729 poslal Daniel Bernoulli Goldbachovi dopis véno-
vany feSeni jedné tulohy spojené s cykloidou. V dodatku dopisu je uvedeno feSeni
interpolacniho problému: ,Necht z je index ¢lenu a A je nekonecné velké ¢islo; tvrdim,
7e obecny ¢len (tj. x!)7) bude

(A_’_;r:)l’*l 2 3 4 A
2 1+ 24z 3+ A—1+2z)°

Jestlize misto toho, abychom A povaZzovali za nekonecné velké, polozime A rovno

néjakému dostatecné velkému ¢islu, pak ziskame veli¢inu blizkou k obecnému ¢lenu. . . ¢
Ukazme, co tim mél Bernoulli na mysli. Tak napf. chceme-li uréit hodnotu 3!,
polozime x = 3. Potom je

o (as3Y (23 AL AN oL
' 2 4 5 A+1 A+2/) 4A2 +12A+8)°

7y Poznamka autora.
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Je zfejmé, Ze se zvysSujici se hodnotou A dostaneme piesnéjsi odhad 3!. Napf. pro
A =10 je 3! ~ 6+ g5, pro A =100 je 3! ~ 6 + gz a limitni piechod A — co davé
3! =6. Tolik k FeSeni Daniela I. Bernoulliho. Dodejme jen, Ze tento vysledek byl
publikovan teprve v roce 1843.

Euler k FeSeni pristoupil obecnéji. Goldbachovi zaslal k danému problému celkem
dva dopisy. Prvni z nich nese datum 13. fijna 1729 a pojednéava o problému interpolace
pomoci nekone¢ného soucinu. V druhém dopisu z 8. ledna 1730 je popsano feSeni v in-
tegralnim tvaru. Oba dopisy obsahovaly pouze jednoduchy néstin feSeni. Podrobnosti
Euler zvefejnil v élanku [9]. V tomto textu Euler shrnul oba vysledky, pfi¢emz hlavni
dtraz kladl na odvozeni vzorce v integralnim tvaru. O nekonecném soucinu se zmiriuje
jiz jen kréatce. Euler uvadi®):

... hledal jsem obecné vyjddrent, ktere ddvd vsechny cleny posloupnosti

1, 1.2, 1-2-3, 1-2-3-4,

Za predpokladu . .., Ze se tato posloupnost chova viceméné jako geometrickd posloup-
nost, nalezl jsem ndasledugici vyjddreni
1.2 21—n .3n 31—n WL 41—n . 5"
1+n 2+n  3+n  44+n

které vyjadruje n-ty ¢len dané€ posloupnosti. Tento vyraz se vsak nikdy upiné nezkrdti.
Pokud je n celé cislo nebo zlomek, vysledkem je pouze prTibliznd hodnota Zddaného
clenu, vyyma pripady n =0 a n =1, kdy je vysledek roven cislu 1. Pro n = 2 dosta-
neme

[\
[\
w

-3

S
W~
ot

)
-6

-« - = druhy clen 2.

—
w
V)
'S
w
ot
N

Zde se nabizi otazka, jak dalece Euler chapal limitni procesy spojené s nekonecnymi
souciny. Je napf. snadné vyjadrit posloupnost ¢aste¢nych souc¢inti odpovidajici hodnoté
n=3.Je

(k+ D+ Dk+D) o

4
6  k-k-(k+3) (k+2)(k+3)

22
pk—l.l

-2 3-3-3 4-4-
-4 2.2-5 3-3-
Chceme-li ziskat hodnotu 3!, vypoc¢teme klim p. Je

lim 2-3- M =
k—o0 (k + 2)(]6 + 3)

Euler pise, Ze si je védom toho, ze popsany vysledek neni vhodny k uréovani hodnot
faktorialu. Vsiml si vSak, Ze vzorec ma smysl i pro necelo¢iselné hodnoty, a je proto
vhodny k interpolaci mezi faktoridly. Dale Euler uvadi, ze pfi dosazeni n = % ziskal
vztah podobny (3).

8) Cituji z anglického piekladu [10], ktery je dostupny na webové adrese
http://home.sandiego.edu/~langton/eg.pdf
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... dostal jsem Tadu

2-4 4.6 6-8 8-10
kterd vyjadruje hodnotu hledaného clenu. Tato Tada je mi ale povédomd v souvis-
losti se vzorcem pro obsah kruhu, ktery jsem wvidél u Wallise. Pro Wallise zname-
nal, Ze ctverec se ma ke kruhu o jeho pruméru jako 2-4-4-6-6-8-8-10--- ku
3:3:5-5-7-7-9-9--. Jestlize prumeéer kruhu bude roven jedné, bude obsah kruhu
roven

~2:4 4.6 6-8

Z této souvislosti jsem odvodil, Ze clen s indexem n = % je roven odmocniné z obsahu
kruhu s prumérem rovnym jedné.

Jak Euler déle uvadi, v jistych pripadech miizeme integraci ziskat vzorce souvisejici
s kvadraturou k¥ivek. Protoze védél, ze ¢len n = % souvisi s obsahem kruhu, napadlo
ho hledat obecné vyjadreni faktoridli pomoci vhodné formule v integralnim tvaru.
Zacal vySetfovat integral fol 2¢(1 — z)™dz, kde n € Z a e pfedstavuje libovolnou, ale
pevné stanovenou hodnotu z mnoziny R. Pomoci postupti, v dnesni dobé ne zcela

korektnich, odvodil pro faktorialy vztah

n! = /01(_1”)“ dz. ©)

Tak opét nasel vzorec, ktery ma rozumny smysl i tehdy, je-li n jakékoliv realné ¢islo
z intervalu (—1,00). ADRIEN MARIA LEGENDRE (1752-1833) v roce 1809 upravil
v préci [16] integral (9) pomoci substituce z = exp(—t) a ,posunuti“ defini¢niho oboru
do dnes pouzivaného tvaru

I'(z) = /00 e " tdt, x€(0,00). (10)
0
Mezi gama funkci a faktoridly tedy plati vztah
P(z)=(zx—-1)!, xeN. (11)
Od Legendra téz pochazi oznaceni funkce feckym pismenem I' a pojmenovani in-

tegrdlu (10) Eulerovym integrdlem druhého druhu. Integraci per partes dostaneme
z integrélu (10) vztah

Nx+1)= /00 e T dt = [—efttm]go +x /OO e 't tdt = al' ().
0 0
Gama funkce tedy vyhovuje funkcionélni rovnici
Nz +1)=al(z), ze€(0,00), (12)
ktera je analogii ke vztahu (4).
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Reseni (9) v integralnim tvaru Euler podrobné zdtivodnil. Zptisob, pomoci kterého
odvodil soudin (8), vSak v [9] neuvadi. Teprve v roce 1789 to podrobnéji popsal
v ¢lanku De termino generali serierum hypergeometricarum (O obecnych ¢lenech
hypergeometrické fady). Pfevedeme-li Eulerovy tivahy do dnesniho znaéeni, mtizeme
je popsat nasledujicim zptsobem:

Vyjdeme od charakteristického vztahu pro faktoridly n!=n-(n —1)!. Jestlize
n € N, miiZzeme psat

(+n)!=zl(z+1)(z+2) - (x+n). (13)
Jestlize je i x prirozené ¢islo, potom plati
(z+n)!=m+2)!=nln+1)(n+2) - (n+x).

Je tedy

! 1
im M ~ 1L (14)
n—oo (n+1)(n+2)---(n+2a)
Necht « znadi libovolné, ale pevné zvolené redlné ¢islo. Potom snadno zjistime, Ze pro

n € N az € N plati
m+1)n+2) - (n+x)

lim =1. 15
Pomoci (14) a (15) ziskdme vztah
|
N G )L (16)
n—oo n!(n + a)*
Pouzitim vzorcid (13) a (16) obdrzime vztah
Nz +1 2).--.
i HEFD@+2 - (zdn) (17)
n—oo n!(n+ a)®

V této limité vystupuje z! jako proménnd, kterd se ,netcastni“ limitniho procesu.
Mizeme ji proto pred limitu vytknout a vysledkem takové operace bude vztah
n!(n+ a)®

S PO § Y PRI Sy peprpe § (18)

Ozna¢me nyni symbolem p,, hodnotu zlomku na pravé strané vyrazu (18) pro né&jaké
konkrétni n € N a o = 1. Je tedy napft.

IR0 21(2+ 1) 313+ 1)"

1 2T arnery BT einerersy 9

D1

Pro limitni pfechod n — oo Euler vyuzil ,teleskopi¢nost“ nekonecného soucinu

. P2 P3 P4
lim p, ~py-— = -—---. (20)
n—oo P1 P2 P3
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Dosazenim (19) do (20) dostaneme z (18) vztah

o 21—a: 3 31—a: 4% 41—w 5
z+1 x+2 z+4+3 ax+4

xl = (21)

Porovnanim s (8) zjistime, Ze (21) je hledany vyraz pro interpolaci mezi faktorialy,
ktery Euler popsal v roce 1729. Dodejme jen, Ze vzorec (21) lze upravit do tvaru

| 2% 1 3T 1
z! = =
12—l +1 22—l 42

S {[EER S (e

n=1

Kratce po vydéani [9] Euler dokédzal, Ze oba ziskané vzorce (8) a (9) definuji na
(0, 00) tutéz funkei. Uvédomime-li si, kolika riiznymi zpisoby je mozné fesit uvedeny
interpola¢ni problém, vynika o to vice Eulerova genialni intuice, kterd ho vedla riznymi
postupy k totoznym vysledktim.

Ukazme, Ze obé funkce jsou na (0,00) skuteéné shodné. Nebudeme pfitom ale
pracovat s funkcemi (8) a (9), ale s gama funkci (10) ve smyslu Legendreovy tpravy.
Vyjadfeni gama funkce pomoci nekoneéného soucinu ziskdme pomoci vztaht (22)

a (11)
I(z) = ;f[l {(1 + %)w(l + %)W. (23)

Standardni diikaz zaloZeny na pouZiti beta funkce lze najit napt. v [14], kap. XVIIIL, § 2.
Priblizme diikaz zaloZeny na odlisné myslence, a to na pojmu logaritmické konvexity.

Definice. Rekneme, 7e funkce f definovana na intervalu I C R je logaritmicky konvezns
na I, je-li funkce f kladnd na I a sloZend funkce log(f) konvexni na I.

Logaritmickd konvexita je silné€jsi podminka nez ,obycCejnd“ konvexita. Logarit-
micky konvexni funkce jsou konvexni, ne kazda konvexni funkce je vSak logaritmicky
konvexni. Napi. konvexni polynomy libovolné vysokého stupné nejsou logaritmicky
konvexni na zadném intervalu. Je snadné ukazat, ze soucin logaritmicky konvexnich
funkci je logaritmicky konvexni funkce.

Bohrova-Mollerupova véta

JiZ bylo zminéno, Ze spojitost, diferencovatelnost ani konvexita nejsou dostatecné silné
podminky k ziskani jednozna¢ného feseni funkciondlni rovnice (12) a Ze teprve pozada-
vek logaritmické konvexity FeSeni spolu s podminkou f(1) = 1 poskytuje jednoznacéné
feSeni rovnice (4). Tyto podminky jsou zdkladem tzv. Bohrovy-Mollerupovy véty.
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Véta 1. Existuje prdvé jedna kladnd spojitd funkce f definovand na intervalu (0, 00),
kterd

i) pro vSechna x € (0,00) vyhovuje funkciondlni rovnici f(z+1) = zf(x),
ii) wyhovuje podmince f(1) =1,

iii) je logaritmicky konvexni na intervalu (0,00).

Tuto vétu dokdzali v roce 1922 dansti matematici HARALD BOHR (1887-1925)
a JOHANNES MOLLERUP (1872-1937). V roce 1931 vydal EMIL ARTIN (1898-1962)
knihu [1], ve které uvedl vyznamné jednodussi diikaz této véty. Soucasné ukazal®), ze
funkce gama ve tvaru (10) vyhovuje podminkdm véty 1. Vyznam véty 1 spoc¢ivé v tom,
ze pokud dokéazeme, Ze néjaka funkce vyhovuje vsem predpokladim véty 1, pak se na
intervalu (0, c0) tato funkce nutné musi rovnat gama funkci (10).

V nasledujici ¢asti textu zavedeme funkci h, o které budeme predpokladat, ze je de-
finovana pro vSechna x € (0, 00), je na tomto intervalu kladna a vyhovuje podminkdm
1), ii), iil) véty 1. Jednu takovou funkci uz zndme, jak bylo jiz uvedeno, je touto funkci
gama funkce ve tvaru (10). Nasim cilem bude ukazat, ze funkce h je téz rovna funkci
definované nekoneénym soucinem na pravé strané rovnice (23). K ditkazu pfitom bude
stacit dokdzat rovnost obou funkci pro z € (0,1), protoZze vzhledem k podmince 1)
véty 1 se pak budou obé funkce shodovat ve vSech bodech x € (0, c0).

Ukazme tedy, Ze nekone¢ny soucdin (23) vyhovuje podminkdm véty 1 a je proto
roven funkci h. Porovnanim vztahii (22) a (23) snadno ovéfime splnéni podminky 1)
véty 1. Z dosazeni = 1 do (23) je ihned vidét splnéni podminky ii) véty 1. Z pfedpo-
kladu logaritmické konvexity funkce h vyplyvaji pro a1, ze, 23 € (0,00), 21 < 22 < 3
nerovnosti

log h(z2) — log h(x1) < log h(zs) — log h(x1) < log h(xs) — log h(x2)

< (24)
T2 — I1 xr3 —T1 T3 — T2

Pro z € (0,1) an € N plati nerovnostin —1 <n <n+z < n+ 1. Vzhledem k tomu
muZeme nerovnosti (24) pfepsat ve tvaru

logh(n —1) —logh(n) _ logh(z +n)—logh(n) _ logh(n+1) —logh(n)
(n—1)—n - (x+n)—n = (n+1)—n '

Z podminky i) vyplyvaji vztahy
logh(n) =log(n — 1) +logh(n — 1), resp. logh(n+ 1) =logn + logh(n).
Pouzitim téchto vztahii a néslednou tpravou dostaneme
zlog(n — 1) +log h(n) < logh(z + n) < xzlogn + log h(n),
coz vzhledem ke vztahtim

hz+n)=z(xz+1)(z+2)---(x+n—1h(z) a hn)=(Mn-1)

9) Dalsi dtikaz, vyuzivajici Holderovu nerovnost, lze nalézt napf. v [22].
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vede po ,odlogaritmovani“ k nerovnostem
m—1D)*n—1D'Zz@+)(z+2) - (r+n—1h(x) En(n—1)!.

Vzhledem k tomu, Ze nerovnosti plati pro libovolné n € N, lze vyraz n nahradit
hodnotou n 4 1. Tim ziskame

n'n! Sz(z+1)(z+2)--- (x +n)h(z) < (n+1)"n!,
(n + 1)””
n*n!

h(x) :nli—>nolo zx+1)(z+2) - (x+n) (25)

resp.
r+1)(z+2)--(x+n)

n*n!

A

h(z)

coz po limitnim pfechodu n — oo dava

Protoze plati

111
G

)
n—oo n<*

lze v (25) nahradit n” vyrazem (n + 1)*, ¢imz ziskdme

(n+1)*n!
n—oo x(x+1)(x+2)---(x+n)’

(26)
Jmenovatel zlomku lze upravit do tvaru

x(x+1)(x+2)-~(x+n):n!x(1+§) (1+g)-~(1+%). (27)

Pomoci (27) a ,teleskopické” vlastnosti nekoneéného souéinu

(36 (5 -

upravime vzorec (26) do tvaru

z ¢ehoz vyplyva, ze

h(x)iﬁK”:l)x(H%)l} (28)

Je tedy funkce h rovna funkci definované vyrazem (23). Na pocdatku jsme piitom
predpokladali logaritmickou konvexitu funkce h. Znamen4 to, ze funkce (23) vyhovuje
vSem podminkdm véty 1, musi proto byt na tomto intervalu shodnd s (10), coZ jsme
chtéli ukazat.
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Nekone¢ny souéin (23) je navic definovédn pro vSechna z € R\ {0,—1,-2,...}. Je
proto vhodny k definici gama funkce na mnoziné 2 =R\ {0, -1, —2,...}. Casto se
miuzeme setkat s definici gama funkce ve tvaru

r LY | s 0 29
(I)*Ee lgm7 T € {7, (29)

kde e =2,71828... je zaklad pfirozenych logaritmt a v = 0,577215... je tzv. Eule-

rova-Mascheroniova!®) konstanta. Piipometime, Ze hodnota této konstanty se zpravi-

1
v = lim (Zg—lnn>.

k=1

dla zavadi rovnosti

V dalsim textu odvodime pro 7 nékteré vztahy a ukadzeme souvislost v s jinymi
konstantami. Vzorec (29) se stal vychozim bodem pro mnoho dalsich vypocti.

Sinovy souéin

Vyjadfeni funkce sinus pomoci nekone¢ného soucinu (déle jen sinovy soucin) se obje-
vilo poprvé v roce 1734 v Eulerové praci De summis serierum reciprocarum (O souctu
reciprokych fad) v souvislosti s problémem uréeni souctu fady

=1
Z;, zeN. (30)

n=1

Soucet fady (30) byl pozdéji oznaden symbolem ((z) a tato funkce, rozsifena na mno-
7inu (1, 00), byla na pocest vyznamného némeckého matematika GEORGA FRIEDRI-
CHA BERNHARDA RIEMANNA (1826-1866) pozdéji nazvéana Riemannova zeta funkce.

Rada Y 1/n? = ((2) pted rokem 1734 ispésné odolévala jakymkoliv pokustim o ur-
n=1

Ceni souctu. Vypocitat hodnotu ((2) se marné snazili napf. GOTTFRIED WILHELM
LEIBNIZ (1646-1716), Johann Bernoulli a jeho bratr JACOB BERNOULLI (1654 az
1705), a to i pfesto, Ze v té dobé jiz byly znamy soucty podobnych Fad, jako napf.

221/(112 ~1), 3 1/(n2 +n) nebo 3> 1/(n? —n).

n=1 n=2

Teprve Euler dokdzal v roce 1734 vypocitat hodnotu ((2). VySel pfitom ze vzorce

52 54 52 52 52
1- —---:(1——)(1——)(1——)~-~, R, (31
123 12345 2 472 92 sER, (31)

10y Euler urcil hodnotu v s presnosti na 15 desetinnych mist. Lorenzo Mascheroni (1750 az
1800) na 32 mist, z toho vSak pouze 19 bylo spravnych. Do dnesniho dne neni patrné zndmo,
zda je 7 raciondlni nebo iraciondlni ¢islo. V roce 1997 vypocital Thomas Papanikolaou
hodnotu v na 1000000 desetinnych mist a pomoci rozvoje v v fetézovy zlomek ukézal, ze
pokud je v racionalni ¢islo, ma jeho jmenovatel vice nez 244 663 cislic.
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ktery zdtvodnil tim, Ze nulové body fady jsou £x, +2xn, £3r atd. Proto je fada (podle
analogie s polynomy) délitelna vyrazy 1+ s/n, 1 £s/(2n), 1+ s/(3n) atd.

Eulerovo feseni vyvolalo u nékterych matematiki rozpaky. Napf. Johann Ber-
noulli poukézal na spravnost zdtivodnéni pouze za predpokladu, Ze funkce sin z nema
v C kromé nn, n € Z, zadné dalsi nulové body. Tyto namitky byly pro Eulera
motivem k dalsimu badani. Vysledkem byla fada objevli, mimo jiné napi. vztah
eV=17 = cosz + v/—1 sinz a z ného plynouci rovnice

. eV—1lz _ o=v-1z e\/jlz+efx/jlz (32)
sinz = cosz =
2 /_1 ) 2 b
nebo formule e = lim (1 4 2/n)"™, se kterou Euler pracoval ve tvaru
e =(1+3)" (33)
i

Zde bych poznamenal, ze Euler v (33) znacil symbolem i nekoneéné velké &islo!?) (lat.
infinitus). Abych se vyhnul kolizim ve znaceni, budu v nésledujicim textu pouzivat
pro nekonecéné velkou veli¢inu misto i oznaceni V.

Pomoci vztahi (32) a (33) Euler v roce 1743 odvodil sinovy souéin znovu, a to v praci
De summis serierum reciprocarum ex potestatibus numerorum naturalium ortarum
dissertatio altera in qua eaedem summationes ex fonte mazxime diverso derivantur
(Dalsi pojedndni o souc¢tu fady mocnin prevracenych hodnot pfirozenych ¢isel, ve
kterém jsou tyto soucty odvozeny tipIné odlisnym zpiisobem)*?). Toto odvozeni popsal
roku 1748 obsirnéji v uc¢ebnici [8]. P¥i dalsim vykladu budu vychézet praveé z této knihy.

Sinovy soudin je zde odvozen v IX. kapitole s nazvem De investigatione factorum
trinomialium (O vySetfovani trojélennych faktord). Vyklad za¢ind odkazem na znamy
postup nalezeni redlnych dvojclennych faktori (kofenovych ¢initeld) celistvé funkce
f(2) =a+ Bz+v22+ 623 +e2* +---. Hleda tedy vyraz p — gz, kter§ vyhovuje pod-
mince f(p/q) = 0.

Co tim mame na mysli? Dnes studenti jiz na stfedni Skole védi, Zze napf. polynom
2% 4 px + ¢, kde p, ¢ € R, mé pro p? — 4q = 0 kofeny

by — —PEVP 40

’ 2
Zminény polynom lze tedy vyjadfit pomoci rozkladu na kofenové cinitele ve tvaru
(v — x1)(z — 22). Jestlize ma vyraz p*> — 4q zdpornou hodnotu, jsou kofeny polynomu
komplexné sdruzené ¢isla. Podobné mutizeme rozlozit na kofenové ¢initele (faktory)
i polynomy vyssich fadu. Pravé o nalezeni vhodného postupu vypoctu téchto faktorta
se Euler snazil.

1) Pouziti i ve smyslu oznadeni imaginarni jednotky (lat. imaginarius) nalezneme u Eulera
az od roku 1777.

12y Pouze volny preklad. Nazev ¢lanku zfejmé souvisi s predchozi praci De summis serie-
UM TECIProCcaTum.
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V dalsi ¢asti IX. kapitoly Euler popisuje zptisob, kterym lze nalézt imagindrni
faktory'®) funkce, a tedy i imaginarni nulové body funkce. Jednim ze ziskanych
vysledkii bylo nalezeni faktort vyrazu a™ — 2" ve tvaru a? — 2az cos(2kn/n) + 22,

xX

k,n € N, k < n. Nalezené faktory Euler pouZil pfi hled4ni faktort funkce e* —e™%.
Pomoci (33) vyjadfil uvedenou funkei ve tvaru

e’ —e ¥ = (1 + %)N - (1 - %)N (34)

V (34) provedl substituci N =n, 14+ 2/N =a a 1 —2/N = z. Tim pfevedl (34) na

funkci o™ — 2™ a diky znalosti jejich faktord snadno ziskal faktory funkce e* —e™®

(1+%)2—2(1+%)(1—%)cos%+(1—%)2. (35)

Zde se Euler nezastavil. P¥ihlédnutim k nekonecéné velké hodnoté N nahradil ¢len'?)
cos(2kn/N) vyrazem 1 — 2k?r2 /N? a vzorec (35) upravil na tvar

ve
tvaru

(36)

R N4 NE 22 N2

422 4k%n?  422k%n® 4K%n? ( x? x? )
_ = 14+ )
Z levé strany rovnice (36) Euler usoudil, Ze pro k = 0 je faktorem funkce vyraz'®) 2.
Pravéa strana rovnice (36) zase poskytuje faktory funkce pro k # 0 ve tvaru

z? x?

e e

(37)

Vzhledem k nekone¢né velké hodnoté N Euler zanedbal ¢len 22 /N?. Hledanymi fak-
tory funkce jsou proto vyrazy 2x a 1+ x2/(k?r?), kde k € N. Po uspotradani faktort
dostaneme pro funkci e* — e~ vzorec

e — e 2 2 2 2

e DB )

Jestlize = bude imaginarni veli¢inou, stanou se tyto exponencialni vyrazy siny
a kosiny néjakého redlného thlu. Necht 2 = z1/—1. Potom podle (32) je mozné vyjadfit
rovnost (38) ve tvaru

A e ) (- Z) ) ()

Rovnost v (39) vpravo je ¢asto nazyvana sinovy soucin. Uvedeny postup umoziiuje
nalézt vSechny (i imaginarni) faktory funkce sinus. Z téchto faktorii snadno uréime

13) Tj. kofenové Cinitele obsahujici kromé nezavisle proménné i imaginarni kofeny.

14y Uprava je umoznéna rozvojem funkce kosinus v mocninnou fadu a vhodnym
zanedbanim.

15) 'V pfedchozim textu (§ 148, §150) Euler zduvodnil, pro¢ v pfipadé faktorii ve formé
Ctverce jistého vyrazu uvazuje pouze jeho prvni mocninu.
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nulové body funkce. Z (39) je zfejmé, Ze vSechny faktory funkce sin z lze vyjadrit ve
tvaru z nebo 1 — 22/(k%*r?). Nulovymi body funkce sinus jsou proto pouze hodnoty
kn, k € Z. Timto zptsobem Euler vyhovél namitce Johanna Bernoulliho a ukazal, ze
funkce sinus nemda kromé kn, k € Z, v oboru komplexnich ¢isel zadné dalsi nulové
body. Poznamenejme jen, Ze dalsi dikazy rovnosti (39) lze nalézt napt. v [17].

V X. kapitole [8] se Euler vratil k funkci ((z) a ukdzal, jakym zptsobem je mozné
pouzitim sinového soucinu vypocitat funkéni hodnoty pro z = 2n, n € N. Porovnanim
(38) s rozvojem funkce (e® — e~*)/2 v mocninnou fadu a néslednou substituci 2% = r2z
ziskal vzorec

2 4 6
T T, T 3 _ 1 1
Lt gzt 52+ oy 2 +-~-—(1+z)(1+1z)<1+§z)~-~. (40)
Roznisobenim souéinfi na pravé strané (40) ziskdme vyraz 1+ Az + Bz2+---,
1,1 1,1, 1 1 101, 1 1
kde A=1+4+3;+5+ -, B=1(3+5+5+s+)+i(s+@m+ts+-)+
+ %(11—6 + % + )+ ---. Euler povazoval oba vyrazy v (40) za ,polynomy nekoneéné
vysokého stupné“. Z jejich shodnosti vyplyva rovnost koeficient u stejnych mocnin

proménné z v obou vyrazech. Porovnanim koeficient u ¢lenu z dospél k vysledku, ze
o0

¢(2) = > (1/k?) = n?/6. Dalsimi vypocty uréil také hodnoty ((4), ¢(6), ..., ¢(26).
k=1
Vysledky vyjadtil ve tvaru

o0 —
P T
— k2 (2n+ 1)1 boy ’
kde agy, /by, jsou postupné zlomky %, %, %, %, %, %, %, ... Jak Euler tvrdi, tyto

zlomky se zdaji byt na prvni pohled nahodilé, maji vSak celou fadu dalsich pouziti.
To souvisi se vztahem

neN,

iii(il)n+1B2n(2n)2n
k2n 2(2n)! ’
k=1

kde Ba,, jsou tzv. Bernoulliova éisla, viz napt. [21]. Timto zptisobem Euler vyftesil pro-
blém nalezeni souctu prevracenych hodnot druhych mocnin pfirozenych ¢isel a navic
podal obecny navod pro urcéeni souctu pro sudé mocniny.

Gama funkce a sinovy souéin

Spojeni gama funkce a sinového souc¢inu vede k zajimavym vysledkim. Gama funkce
vyhovuje funkciondlni rovnici f(z+ 1) =z f(z), je tedy T'(1 — 2) = —aT'(—x). Ze
vztahu (29) lze pro pfevracenou hodnotu gama funkce odvodit rovnost

ﬁ e [ {(1+ Teeril. (41)
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Funkce definovana nekoneénym sou¢inem na pravé strané (41) nabyva v diivejsich
yheprijemnych® bodech 0, —1, —2, ... nulovych hodnot. Timto je v téchto bodech
ydodefinovana“ a v dalsim textu budu za defini¢ni obor funkce 1/T" povazovat mno-
zinu R. Upravou vztahu (41) ziskdme rovnici

ﬁ T f[(1_—) z€R. (42)

Provedeme-li na pravé strané rovnice (39) substituci z = nz, ziskdme dalsi z obvyklych
zapisti sinového soucinu

oo 2
sin(nz) = nx H (1 - %), LRSI (43)
k=1

Porovnanim (42) a (43) snadno zjistime, ze

T

i == R. 44

sin rx T@Ta =2 T € (44)
Pro tento necekany vysledek, ukazujici souvislost gama funkce s funkeci sinus se vzil
nézev reflekéni vzorec (reflection formula). Substituci z = 3 v (44) snadno zjistime,
e T'(3) = /%, a podobné ziskdme dali{ vysledky. Dosazenim z = % do (44) ziskdme
rovnici I'($)['(%) = 21/3n/3. Déle pro z = 1 z (44) plyne I'(3)['(2)['(2) = V2rn atd.

Zobecnénim ptedchozich vysledki je tzv. Gaussova multiplikacni formule'®)

() () =

Zajimavé souvislosti mezi gama funkci a zeta funkeci 1ze ziskat logaritmovanim obou

stran rovnice (29). Plati

In(I'(z)) :ln(i) ’nyri(% fln(1+ %)) (45)
k=1

Existuje-li derivace f’ kladné funkce f, je podil f'/f derivaci funkce In f. Vyraz f'/f
proto ¢asto nazyvame logaritmickou derivaci funkce f. Pro libovolné x € Rt = (0, 00)
zavedeme funkci ¥(z) jakozto logaritmickou derivaci funkce gama. Vzhledem k tomu,
e fada vpravo v (45) konverguje lokalné stejnomérné na R™, miiZzeme psat

¥o) = (@) = p =2 -0+ Y (1)
k=1

16) Viz napf. Gaussova kniha Disquisitiones Generales circa seriem infinitam

af ala+1)B(B+1) ala+D(@+2)8(B+1)(B+2) 3
TSt T 20+ YT 12800 +00+2  C T

(Obecné pojednéni o nekoneéné fadé . .. ), str. 150. Kniha je v elektronické podobé dostupna
na [24].
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Pro x € RT tedy plati

Z—VJFZ( m) (46)

Postupnym derivovanim vztahu (46) ziskdme rovnice

e’} > n+1n[
s, T (2) = . 4
Z:Hk—l ’ Z z+k—1)nt1 (47)
k=1 k:l
Substituci = 1 v rovnicich (46) a (47) ziskdme hodnoty
2
Y1) =y Y1) =¢2) =%, v = (=1l (n + 1), (48)

kde ¢(z) je Riemannova zeta funkce (30). Rovnice (48) ukazuji zajimavé chovani funkce
gama a jejich derivaci v okoli bodu 1 a jeji souvislost s Eulerovou-Mascheroniovou kon-
stantou a hodnotami zeta funkce, nebot ¥(1) =T"(1) = —; ¥/(1) =T"(1) — (1"’(1))27
tedy (1) = 4% + =2 /6, atd.

Zavér

V ¢lanku jsem uvedl nékolik poznamek o Eulerové pristupu k nekoneénym soucinim.
Rozhodné tim neni zcela vycerpan popis Eulerovy préace v oblasti nekoneénych soucinti.
Euler vsak nebudoval soustavnou teorii nekonec¢nych soucind. Pracoval s nimi pii
feSeni konkrétnich problémi. I kdyz existovala dalsi, paralelni moznost, Euler si
diky své genialni intuici vétSinou vybiral pravé ta Teseni, kterd se pozdéji ukézala
jako nejvhodnéjsi a ktera prinédsela dalsi, zajimavé podnéty. Tim se tato feSeni stala
inspirujici vyzvou pro Eulerovy nasledovniky.

Podékovani. Timto bych chtél podékovat doc. RNDr. JIRfMU VESELEMU, CSc., za mnozstvi
cennych pfipominek a rad, které mi poskytoval po celou dobu, kdy rukopis ¢lanku vznikal.
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