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Jedno fourierovské vyroci

Jiri Vesely, Praha

Nejedna knizka o Fourierovych fadach pfipomind, ze 21. prosince 1807 JEAN BAPTIST
JoseEPH DE FOURIER (1768-1830) pfedlozil v Institut de France préci [11], v niz
mj. tvrdil, Ze lze kaZdou funkci definovanou na omezeném intervalu vyjadrit jako
soucet nekonecéné fady v sinech a kosinech; srov. [4] ¢ [19]. Jistd neobvyklost uvedeni
tohoto data v ryze matematickych knizkach svéd¢i o mimofadném vyznamu prace:
A¢ vysla v modifikované podobé tiskem az roku 1822 (viz [13]), znamenala ve vyvoji
matematiky vyznamny predél.

O zivoté. Fourier se narodil 21. bfezna 1768 ve starém francouzském mésté Auxerre.
Rodina zila na venkové, kde byl Fourieriv otec krejéim. Mél t¥i déti z prvniho
manzelstvi a tfinact z druhého manzelstvi, mezi nimiz Joseph byl druhym v poradi.
Joseph v deseti letech osifel, avSak nastésti pro néj bylo vcéas objeveno jeho velké
a vSestranné nadani.

Navstévoval vojenskou skolu v Auxerre vedenou benediktiny, kde se udil zivym
jazyktm i latin€ a také, jak zachazet s mapami. Prosel i solidnim fyzickym tréninkem.
Z knih Bezoutovych a Clairautovych se uc¢il matematiku a byl nejen nadany, ale i mi-
mofFadné pilny. Skolu ukonéil jako étrnactilety. Vzdélanim byl pfeduréen k vojenské ¢i
cirkevni kariére, ale cestu k té vojenské mu neumoznoval prosty piivod. Proto vstoupil
mezi benediktiny do opatstvi Saint-Benoit ve Fleury jako novic a ucitel matematiky.

Po dvouletém pobytu v fadu, kde zil v relativni izolaci, opustil Fleury v souladu
s dekretem Narodniho shromézdeéni a vratil se jako ucitel na vojenskou $kolu v Auxerre.
V prosinci roku 1789 predlozil ve svych 21 letech Akademii véd pojednani o algebraic-
kych rovnicich, ktery posuzovali Monge, Legendre a Cousin. Prozival bouflivy Cas
revolu¢niho obdobi, kdy byl postupné nékolikrat uvéznén a osvobozen. V prosinci
roku 1794 byl vybran pro dalsi vzdélavani na nové vzniklé Ecole Normale, kde o 1500
studentd pecovala hrstka vybranych uciteld, mezi nimiz byli napi. vynikajici matema-
tici Lagrange, Laplace a Monge.

Fourier prozil velice pestry zivot. Zucastnil se Napoleonova tazeni do Egypta
a v Napoleonem zalozeném Institut d’Egypt zastaval funkci stalého sekretare. Pozdéji
pracoval jako prefekt kraje Isere se sidlem v Grenoblu. V té dobé psal svoji nejznaméjsi
matematickou praci, soucasné vSak obsahle psal o Egypté. Byl uznavanym egyptolo-
gem, ale i uspésnym politikem a kompetentnim ufednikem dohliZejicim na stavbu
silnic, na doly, vzdélavani, zdravotni péci i zemédélstvi. V dobé politickych zvrati
byl zbaven funkce, ale vzapéti byl ustanoven prefektem kraje Rhéne v Lyonu, tedy
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Académie des Sciences, jejimz stalym sekretarem se stal roku 1822. Zemiel roku 1830
v Pafizi.

Pro vétsinu matematikt je ponékud nepochopitelné, ze Joseph Fourier byl ve Francii
po dlouhou dobu méné zndm nez utopicky socialista CHARLES FOURIER (1772 aZ
1837). Joseph neni zminén ani v Sestém vydani francouzské Encyclopaedia Universalis,
situace se méni teprve v posledni dobg; srov. [17]1).

Fourierav vyznamny prinos k matematice spada do oblasti vyjadieni funkci pomoci
rozvoje v trigonometrické fady. Budeme se jim zabyvat a s malymi odbockami bu-
deme postupovat chronologicky, avsak zcela dusledné to vzhledem k velkému poctu
souvisejicich problémt neni mozné.

Piedchuadci. Pokusme se Fourierovu jiz zminénou préaci popsat podrobnéji. V ¢a-
sti 417 v [13] piSe: ,,Obecné funkce f(x) reprezentuje potadi hodnot & soutadnic, kazdd
z nich je libovolnd ... Nepredpoklidame, Ze tyto hodnoty jsou Tizeny néjakym spolec-
nym zdkonem; ndsleduji jedna po druhé jokymkoli zpisobem a kaZdd z mich je ddna
jedinecnym zpusobem.“ Takové obecné pojeti funkce se sice sporadicky objevovalo
i pred Fourierem, mnohem castéji vsak slo o funkci definovanou néjakym analytickym
vyrazem. Prakticky tomu tak bylo i u Fouriera, a¢ to kontrastuje s pfedchozim citatem.
O kus déle v ¢asti 418 pak Fourier pise: , A tak neexistuje funkce f(x) nebo jeji édst,
kterou by nebylo mozno vyjddiit néjakou trigonometrickou fadou; srov. [8]. V této
obecnosti Fourierovo tvrzeni samoziejmé neni pravdivé.

Roku 1747 JEAN D’ALEMBERT (1717-1783) popsal feSeni rovnice kmitajici struny.
Funkce, s nimiz pracoval, musely vyhovovat riznym podminkam, ale mj. musely mit
ve vSech bodech intervalu az na koneény pocet vyjimek n-tou derivaci pro kazdé
n € N. Byla-li funkce definovana , jedinym vzorcem®, uzival pro ni termin spojitd
funkce. Roku 1750 Fesil rovnici pro kmitdn{ struny LEONHARD EULER (1707-1783)
a dospél k analogickym vysledktim, ukazuje se vSak, Zze pod funkci si predstavoval
néco jiného: Z dnesniho hlediska bychom patrné popsali jim uzivané funkce jako po
Castech realné analytické; mluvi ovsem o spojitych, nespojitych a smiSenych funkcich.
V takovém pojeti je napt. funkce f(z) = |x|, © € R, nespojitd v bodé 0, protoze se
predpis f(z) = —x, € (—00,0], v bodé 0 ménd na predpis f(z) =z, z € [0, 0).

Zde vsak jsme na velmi tenkém ledé, nebot se v nasich tivahach misi nase predstavy
o tom, jak tehdy byl pojem funkce chapan, se souc¢asnym stavem nasich znalosti tohoto
pojmu. Pohled na funkce se u jednotlivych autorti ménil i béhem jejich Zivota a to
je patrné i u Eulera. A¢ napt. ¢asto zachazel i s divergentnimi fadami, kdyz DANIEL
BERNOULLI (1700-1782) popsal roku 1753 feSeni problému kmitajici struny ve tvaru
trigonometrické fady, Euler tento vysledek zpochybnil: nemohl se smitit s pfedstavou,
7e (zhruba feceno) libovolnd funkce miize byt souctem takové rady.

Velmi vagni chapani pojmu funkce piisobilo matematikiim zna¢né obtize. Neni tedy
divu, zZe v souvislosti s vyjadfovanim funkci pomoci souctl trigonometrickych rad
vznikly mezi prfednimi matematiky té doby diskuse a spory. Podrobnéji je to rozebrano
napf. v ¢lanku [23] nebo v knize [3].

1 'V Ceském Encyklopedickém slovniku z roku 1993 je to naopak, Charles zminén neni,
Josephovi jsou vénovana kromé zivotopisného jesté dalsi dve hesla.
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Trigonometrické fady jsou obecné tvaru
o0
Z(ak cos kt + by sin kt) .
k=1
K prvnimu vyskytu fad tohoto typu doslo davno ptred Fourierem. Pouzivané postupy
byly vsak velmi ¢asto z dnesniho hlediska nekorektni a nalezené vyjadreni se z hlediska
konvergence ani nezkoumala.

Euler dosdhl v manipulaci s fadami skutecné virtuozity. U néj pak jiz nachazime
zarodky toho, co dalo smér pozdéjsimu badani mnoha matematiki, a to jak v oblasti
mocninnych fad, tak i u fad trigonometrickych. Pokusime se ¢tenare presvédcéit, ze
vyvoj znalosti o trigonometrickych fadach ovlivnil nebyvalym zpiisobem vyvoj mnoha
partit matematiky.

Euler chtel scitat fady i mimo oblast jejich konvergence jesté davno pred uzivanim
s¢itacich metod. Podrobnéji: i kdyz pro geometrickou fadu je pro |z| < 1

1

1—=x

oo
:Zxk:1+x+x2+~-~,

k=0
odvodil odtud dosazenim z =2 vztah —1=1+4+2+4+4+ 8+ ---; pracoval tedy i s fa-
dami, které jsou divergentni. Pokud vSak s nimi on a pfipadné jeho vrstevnici zachézeli,
intuitivné se vétsinou vyhybali chybnym zavértim. Trvalo vsak jesté fadu let, nezli se
podafilo tyto podnéty rigorézné podlozit matematickymi poznatky. Situace s mocnin-
nymi fadami vSak byla velmi specidlni: funkce, které jsou sou¢tem mocninnych fad
s realnymi koeficienty a jsou definoviny na néjakém intervalu (a,b), jsou ,nejcivi-
lizovanéjsimi prislusniky matematického spolecenstvi, majicimi derivace vsech Tadu“
(E. B. van Vleck, 1914). Trigonometrické fady naopak umoziuji vyjadtit patologické
cleny tohoto spolecenstvi, jakymi jsou napf. spojité funkce nemajici v zadném bodé
derivaci. Poznamenejme jiz zde, Ze prvni dostatecné korektné prezentovany priklad
takové funkce podal KARL WEIERSTRASS (1815-1897) roku 1872 (publikoval ho Du
Bois-Reymond roku 1875) a ze takovou funkci sestrojil jako soucet trigonometrické
fady. Tento priklad je mj. dobrou ilustraci odlisnosti od mocninnych fad, takova funkce
nepatii k tém ,,civilizovanym®. ..

Vysetfovani konvergence trigonometrickych fad bylo mnohem t€zsi nez u mocnin-
nych fad, nebot trigonometrické fady nemusi konvergovat absolutné. P¥ipomerime
Casto citovany ndzor NIELSE ABELA (1802-1829), ktery roku 1826 psal svému uciteli:
- - - 8 vyjimkou geometrické Tady neexistuje v celé matematice snad jind Tada, jejiz
soucet by byl urcen korektné. Jinak receno, v matematice maji nejdulezitéjsi véci ty nej-
horsi zaklady. Je pravda, Ze vysledky jsou vétsinou sprdavné, to je na tom nejdivnejsi.“
Dluzno fici, ze to bylo pravé v dobé, kdy se konvergence fad intenzivné zkoumala:
Vétsinu standardnich kritérii pro absolutni konvergenci, kterd znadme ze zédkladnich
kurzti analyzy, dokdzal jiz roku 1821 Louls AUGUSTIN CAUCHY (1789-1857), avsak
pro neabsolutni konvergenci bylo zndmo pouze Leibnizovo kritérium pro ,fady se
stfidavymi znaménky“. Cauchy v uéebnici [7] podal z dne$niho hlediska piesné definice
potfebnych pojmu a dokéazal zakladni konvergencéni kritéria, ktera se v itvodnim kurzu
analyzy s drobnymi zménami vykladaji dodnes.
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V [5] uvadi HEINRICH BURKHARDT (1861-1914) fadu myslenkovych zdrojii pro
trigonometrické fady; vyéet je velmi podrobny a je doveden cca do roku 1850. My se

vvvvvv

T—1t > sin kt
2 =2 k0 (1)

konvergenci této fady a obor platnosti (1) v§ak Euler nezkoumal. Na jiném misté u né;
nalezneme i vzorce
1 2 1 2
ap = — f)coskvdv, b= - f)sinkvdo, (2)
—r TJx

I

a dokonce i vyjadreni tzv. Dirichletova jadra. Jde vsak spiSe o ndhodné se vyskytujici
vzorec nezli popis néceho, co hraje roli ve vyjadfreni ¢astecnych soucti Fourierovy fady.
Vyjadteni koeficientli ay a by integraly v (2) se vSak vyskytuji jesté diive roku 1754
u ALEXISE CLAIRAUTA (1713-1765), a tak jista ,povéra“, zZe jejich autorem je Fourier,
neni na misté. Mame-li trigonometrickou fadu, jejiz koeficienty ap_1, by jsou pro
v8echna k € N dany vzorci (2), tj. trigonometrickou fadu

oo
a2—0 + ];(ak cos kt + by, sin kt),

nazyvame tuto fadu Fourierovou radou funkce f. Rada v (1) se nékdy uvadi jako prvni
historicky znadmé Fourierova fada, i kdyz byla odvozena zcela jinym zptsobem.

Fourierovu praci [11] z roku 1807 zminénou na zac¢étku posuzovala komise, jejimiz
¢leny byli pfedni matematici Lagrange, Laplace, Monge a Lacroix. Zamitavé stanovisko
komise pak formuloval Poisson.

Vratime se k ni a vSimneme si nékterych v ni obsazenych pfikladd z hlediska

tehdejsich znalosti. Pro funkci f(t) = 1, t € [—1, 1], nalezl Fourier vyjadieni
nt 1 3nt n 1 omt 1 Tt n 3)
COS— — = COS— + — COS— — = COS — + - -
2 3 2 5 2 7 2
(

a pro funkci f(t) = —1,t € (—n,0), f(t) =1, t € (0, ), vyjadfeni tvaru

4 sm2k—1
- . 4
ms 2%k -1 (4)

Protoze v prvnim piipadé absolutni hodnoty ¢lent fady tvoii v bodech t = kx, k € Z,

fadu 1+ % + % + -+ - divergentni k 400, nekonverguje fada v téchto bodech (z dnes-
oo

niho hlediska) absolutné; ve druhém pfipadé je fada z koeficientis . by dokonce

k=1
divergentni. Konvergence fad (3) a (4) nebyla v prdci dokdzana a z hlediska v té

dobé standardnich pfedstav byla vice nez nejasna. Je znamo, ze v komisi, ktera
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Fourierovy vysledky hodnotila, bylo zvlasté Lagrangeovo stanovisko zcela neochvéjné
a velmi negativni. Zamitavé stanovisko komise formulované Poissonem bylo z velké
¢asti poplatné tomu, ze uziti trigonometrickych fad k reseni problému se zdalo velmi
podezrelé.

Fourier na pfipominky reagoval dopisem, ktery poslal Institutu a osobné i Lagran-
geovi. Kdyz byla Institutem vypsana v roce 1811 soutéz, ve které bylo tikkolem podat
matematickou teorii zdkoniu Siteni tepla a srovnat vysledky této teorie s presnymi
experimenty, Fourier se ji ztcastnil a vyhral ji, nicméné i tato prace [12] byla pfed-
métem znacné kritiky. Vedle uznani jejitho novatorského prinosu se v posudku pise, ze
- - - 2pUusob, kterym autor dospivd ke svym rounicim, neni bez obtiZi...“, a rovnéz Ze
- - jeho analyza (...) zistdvd néco dluina obecnosti a presnosti“. Tato préce nebyla
opét uverejnéna a vysla prakticky beze zmén teprve roku 1824, kdy Fourier jiz byl
stalym sekretaiem Akademie.

Jakkoli by se mohlo z dalsiho vykladu zdat, Ze Fourierovy zasluhy jsou malé, neni to
pravda: Trochu si je pfiblizime a zvidavéjsiho ¢tendfe odkédzeme na préce [3] nebo [25].
Poznamenejme na okraj, ze v této praci se poprvé fesi soustavy linearnich rovnic
o nekonecném poctu nezndamich, poprvé se zavadi Fourierova transformace a rozvoje
v trigonometrické fady vedou k feseni obtiznych probléma.

Problémy. VsSimnéme si nejprve blize éry po uvefejnéni Fourierovy prace. Oznacme
postupné symboly Cor, Raor a Lo linedrni prostory vSech 2n-periodickych spojitych,
resp. lokalné riemannovsky integrovatelnych, popt. lokalné lebesgueovsky integrovatel-
nych funkci. Kazdé funkci f z téchto prostort lze pfiradit v zavislosti na uzivaném
integralu jeji Fourierovu fadu (F-fadu). U spojitych funkci se spokojime s timto
terminem, avsak v pfipadé obecnéjsich funkci budeme mluvit o Riemannové-Fourierové
fadé (RF-fadé) nebo Lebesgueové-Fourierové fadé (LF-fadé), aby bylo jasné, ktery
integral ve vzorcich (2) uzivame. Ziskdme tak fadu, se kterou se vynoii siroky okruh
prirozenych otazek (O):

(1) Konverguje tento rozvoj (tj. mé takto vznikla fada soucet)? Pokud ano, je tento
soucet roven f 7

(2) Pokud konverguje viude k funkei g, co 1ze v tom piipadé Fici o velikosti mnoziny
{teR: g(t) # £()} 7

(3) Mize trigonometrickd fada konvergovat k néjaké funkci f a pfitom nebyt je-
jim Fourierovym (ev. Riemannovym-Fourierovym ¢i Lebesgueovym-Fourierovym)
rozvojem?

(4) Lze néjak charakterizovat funkce f, které jsou souétem trigonometrické fady a ta
neni nékterym ze zminénych rozvoju?

Hledani odpovédi na tyto téZké otazky a podobné dalsi problémy bylo ,hnacim
motorem“ matematiky po témér dvé sté let.

Roku 1821 se Cauchy rozhodl publikovat sérii prednasek, které konal pro studenty
Ecole Polytechnique. Cauchyho kniha [7] se stala jakymsi manifestem moderni analyzy
a podstatné ovlivnila vyvoj matematiky. Cauchy v ni integruje v dneSnim smyslu
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spojité funkce, a i kdyz souctova definice ,jeho integralu“ neni zdaleka tak obecna
jako Riemannova, dava pro spojité funkce stejné hodnoty jako integral Riemanntv.

Jak Cauchy, tak i Poisson se pokusili dokazat tvrzeni o konvergenci F-fad. Dospéli
k nim shodné pfi vySetfovani okrajové tlohy pro Laplaceovu parcialni diferencialni
rovnici. Poisson v praci z roku 1820 navazuje na Lagrangeovu praci o kmitani strun,
nicméné v jeho dikazu konvergence F-fad je prihlednd chyba (,dukaz kruhem®).
Cauchy publikoval novy dtkaz v praci z roku 1827, avSsak i v tomto dikazu byla
nalezena chyba.

Zijem velkych. PIERRE G. L. DIRICHLET (1805-1859) se s Fourierovymi mys-
lenkami sezndmil béhem svého pafizského pobytu v letech 1822-1826. Problém kon-
vergence F-fad nemohl uniknout jeho pozornosti. Roku 1829 dokazal konvergenci
Fourierovy fady pro relativné sirokou t¥idu funkci a jeho jméno byva casto spojovano
se zménou pohledu na pojem funkce. Zde uvedeme jen odkaz na prace [23] a [3], kde
Ctenadf najde podrobnégjsi a presnéjsi vyklad, a ukdzku ,nové“ definice (podle [23]):
tika, ze y je funkci proménné x, definovanou na intervalu a < x < b, jestlize kazdé
hodnoté proménné x v tomto intervalu odpovidd urcitd hodnota promeénné y. Také
neni duleZité, jakym zpusobem je toto pritazeni popsdano. V této podobé se definice
v kurzech kalkulu uzivéa prakticky i dnes.

Nynéjsi pfistup k Dirichletové-Jordanove vété je z velké casti poplatny Dirichletovu
postupu. Dirichlet dokazal, ze F-fada funkce 2n-periodické funkce f konverguje k f,
pokud je f po ¢astech hladkd a ma na kazdém omezeném intervalu konec¢ny pocet
(lokalnich) maxim a minim (to odpovidad funkci, kterd je po ¢astech monotdénni).
Ve skutecnosti dokézal Dirichlet vice: Pfipoustél i funkce f s konecné mnoha body
nespojitosti ¢ prvniho druhu a dokazal, ze v nich F-fada konverguje k priméru limit
zprava a zleva, tj. k hodnoté (f(t+) + f(t—))/2.

Dirichlet véril, ze jeho pfedpoklady jsou zbytecné restriktivni a v tomto nazoru ho
podpofil v dopise i CARL F. Gauss (1777-1855). Obecnéjsi tvrzeni se podafilo dokazat
teprve CAMILLU JORDANOVI (1838-1922) roku 1881; pii této piilezitosti je vhodné
pripomenout, Ze za pojem funkce s konecnou variaci vdé¢ime nejen Jordanovu studiu
ktivek, ale i studiu Fourierovych fad (viz [14]). Kazd4 funkce s koneénou variaci na
intervalu [0, 27] je rozdilem dvou funkci monoténnich na tomto intervalu, nejde tedy
o hluboky vysledek.

Fourier nespecifikoval integral, ktery uzival. Jeho pfedstavam odpovida pojeti in-
tegralu jako ,plochy pod grafem“. Toto pojeti bylo vsak neudrzitelné: jiné chapani
funkce vyzadovalo zpresneni pojmu integrdlu. Vdécime za néj v prvni etapé BERN-
HARDU RIEMANNOVI (1826-1866) a pozdéji HENRI LEBESGUEOVI (1821-1881). N4&-
hled na vzorce (2) okamzité ukazuje, jak t¥ida funkci, kterym lze pfifadit Fourierovu
trigonometrickou fadu, zavisi na integralu, ktery méame k dispozici. Vyvoj teorie
integralu se udal pod pfimym vlivem teorie Fourierovych rad: Riemann ,sviij“ integral
definoval v préaci [27], kterd je povaZzovéana za zdkladni prdci o Fourierovyjch taddch.

Pokud se v tvahach pohybujeme pouze v prostoru Cs,, je zdkladnim problémem
otazka, zda pro vsechny f € Cy; konverguje F-fada funkce f ve vSech bodech k f.
Nejenom Dirichlet, ale pozdéji i Riemann, Weierstrass a také RICHARD DEDEKIND
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(1831-1916) verili v jeji kladné FeSeni: hledal se ,efektivngjsi“ dikaz. Piekvapivé
feSeni problému bylo nalezeno teprve az roku 1873, kdy Du Bois-Reymond publi-
koval pomérné komplikovany priklad funkce f€ Cor, jejiz F-fada diverguje v bodech
husté podmnoziny R. Priklad byl pozdéji podstatné zjednodusen. Podrobny vyklad
o divergenci Fourierovych fad miize étendf nalézt v [28].

7 dnesniho hlediska je pfirozenou otazkou, co lze o mnoziné D vSech bodt, kde
F-fada funkce f € Co, diverguje, Fici. Dnes jiz vime, ze muze byt husta v R, ne-
mize vSak obsahovat nedegenerovany interval. Vyplyva to vSak z poznatki ziskanych
podstatné pozdéji (viz dédle). Pozoruhodné je, Ze ve smyslu baireovskych kategorii je
takovych funkci, jejichz F-fada nekonverguje vsude v R, v prostoru Cs, ,vétsina“.
Dokonce vsechny funkce f € Cay, jejichz Fourierova fada diverguje na mnoziné 2. ka-
tegorie v intervalu [0, 21t], tvofi v Ca; mnozinu 2. kategorie. Na druhé strané v intervalu
[0,21] existuje hustd podmnozina typu Gs, Ze k libovolné funkci f € Cy, existuje
trigonometricka fada (a ne nutné Fourierova fada pro f), kterd k f na této mnoziné
konverguje. Podrobnéji se lze o téchto otdzkach doéist v [16].

Obratme nyni pozornost k nespojitym funkcim. Snadno nahlédneme, Ze s nimi
pracoval jiz Dirichlet, bodiu nespojitosti vSak bylo pouze koneéné mnoho a byly to
body nespojitosti prvniho druhu. Nemél proto ani obtize s jejich integraci. Navic mél
k dispozici hladkost funkce, i kdyz jen na kone¢né mnoha délicich intervalech intervalu
délky 2n: mizeme se hladkosti néjak zbavit?

Z Riemannovych vysledki vyplynulo, ze lze pfifadit F'R-fadu vSem omezenym
2n-periodickym funkcim, které jsou ve smyslu Lebesgueovy miry spojité skoro vsude;
to je znaméa nutnd a postacujici podminka existence Riemannova integralu. Pro tyto

vvvvvv

vvvvvv

souvisi se vznikem teorie mnoZin.

Zmnalosti o mnozinach, jejichz teorie nebyla jesté konstituovana, byly velmi ome-
zené. Tak napf. RUDOLF LIPSCHITZ (1832-1903) se domnival, Ze pro fidké mnoZiny
A C R plati, ze jejich derivace A’ (mnozina hromadnych bodt A) je kone¢na. Na
druhé strané dospél k cennému vysledku: zhruba receno, nahradil roku 1864 ve své
doktorské praci Dirichletem pouzitou podminku ,po ¢astech monoténni“ podminkou
,»po castech lipschitzovska“. Uvazoval i o moznostech zobecnéni integralu, neznal vSak
Riemannovu zasadni préci [27], kterd byla vyddna pozdéji, az po Riemannové smrti;
byla to Riemannova habilitacni pfednaska z roku 1854.

Nékteré slozité otazky pro trigonometrické fady Riemann Gspésné vyftesil. Ukazal
napriklad, ze konvergence F'R-fady funkce f v bodé t € R zavisi pouze na chovani f
v okoli bodu ¢, coz je princip lokalizace. Uvédomoval si také, ze trigonometricka
fada s omezenou posloupnosti koeficientl po integraci ,,¢len po ¢lenu“ konverguje.
Dnes vime, ze se konvergence fady zlepsuje: Po dvoji integraci ¢len po ¢lenu vznikne
fada, kterd je zfejmé stejnomérné konvergentni. A tak trigonometrické fady prispély
podstatné i ke studiu stejnomeérné konvergence.

Jednim z Weierstrassovych zakd, ktery se hodné zaslouzil o prozkoumani stejno-
mérné konvergence, byl EDUARD HEINE (1821-1881). Jemu néalezi mj. i vysledek, ze
F-tfada funkce f € Cy;, ktera je na kazdém omezeném intervalu po ¢astech monoténni,

288 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 52 (2007), ¢. 4



konverguje k f stejnomérné. Tento poznatek je z roku 1870 z préce [15] o trigonomet-
rickych fadach. Pro tyto a i pro ponékud obecnéjsi funkce (takové, které jsou souctem
po cdstech stejnomérné konvergentni trigonometrické fady na [0, 2rn]) dokazoval jed-
noznacnost vyjadieni trigonometrickou fadou. Jde o problém, kdy z rovnosti

ao
2

NE

+ Y (apcoskt+ bysinkt) =0 (5)

k=1

vyplyva ag = ar = b = 0, k € N. Pokud rovnost (5) plati vSude v [0, 2x] s vyjimkou
koneéné mnoziny P a konvergence je na [0, 2n] \ P stejnomérnd, Heine jednoznac¢nost
dokézal. Heine poznamenéva, ze k pfedpokladiim uzitym pfi feseni problému ho pii-
vedl GEORG CANTOR (1845-1918). Ten se ve stejné dobé intenzivné zabyval problémy
jednoznaénosti vyjadfeni funkce trigonometrickymi fadami (srov. [6]).

Fourier se svou praci nepiimo postaral o nastoleni problém@ dvojiho typu. Slo
o pravdivost nasledujicich dvou tvrzeni:

(1) Je-li funkce f omezend 2r-periodickd funkce, kterd je souctem trigonometrické
fady, pak je tato rada jeji Fourierovou fadou.

(2) Radu funkei lze integrovat ,élen po élenu®, tj. obecné plati rovnost

/ab <,§:1 un(t)) dt = ni_o; /ab u, (t) dt. (6)

Pozdéji s prichodem exaktnich definic integrala (napf. Riemannova ¢i Lebesgueova)
bylo nutno tyto problémy studovat i s ohledem na pouzivany integrdl. Fourier véril
v platnost vztahtt v (2) a uzival rovnost (6) k diikazu tvrzeni (1). Teprve vSak na

o0
konci 19. stol. bylo zndmo, Ze nap¥. f(t) = > wu,(t) nemusi byt riemannovsky inte-

n=1 00
grovatelnd funkce, i kdyZ jsou éasteéné soucty fady > w,(t) vesmés stejné omezené.
n=1

Ukazalo se vSak, 7ze ,zévada lezi v pouzitém integralu“: Jsou-li u,, n € N, a f stejné
omezené lebesgueovsky integrovatelné funkce, rovnost (6) plati, chdpeme-li integraly
v Lebesgueové smyslu. V dnesni dobé se ¢asto pouziva pfi integraci fad spojitych funkei
¢len po ¢lenu stejnomérnéd konvergence, napt. pri odvozovani vzorcd pro Fourierovy
koeficienty; na této trovni vysta¢ime s jakymkoli integralem. A tak vstup stejnomérné
konvergence do sirsiho povédomi byl ovlivnén i Fourierovymi fadami. Poznamenejme
v této souvislosti, ze napf. spojita nikde diferencovatelnd funkce, kterou Weierstrass
sestrojil, ma tvar souctu stejnomeérné konvergentni F-rady.

Vratme se k Jordanovu vysledku o bodové konvergenci F' R-fady. Zavedenim funkci
s konec¢nou variaci se dokazal elegantné zbavit u vySetfované funkce monotonie po
¢astech: Funkce mohla mit jiz nekoneéné mnoho lokalnich maxim a minim. Na druhé
strané je takova funkce rozdilem dvou nezapornich neklesajicich funkci, ma tedy
yautomaticky“ pouze spocetné mnoho nespojitosti prvniho druhu a ma také skoro
viude v Lebesgueové smyslu (vlastni) derivaci. Za zminku stoji i fakt, Ze stéle staci
pracovat s Riemannovym integralem; diikaz existence Riemannova integralu z funkce
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monoténni na [a, b] je mimochodem lehky. Pfesto se jiz v 19. stoleti objevovaly pokusy
o zobecnéni integralu (napf. u Lipschitze nebo Weierstrasse). Skuteénym FeSenim
vSak byl ispésny pokus, vedouci k dnes patrné nejpouzivanéjsimu integralu, za ktery
vdécime Lebesgueovi. Z hlediska Fourierovych rad je na ném zajimavé to, ze jim lze
integrovat i neomezené a ,hodné nespojité“ funkce.

Dvacaté stoleti. Je-li f € Lo, lze pro ni Lebesgueovym integralem pomoci vzorci (2)
spocist Fourierovy koeficienty a vytvofit F' L-fadu funkce f. Jeji koeficienty zaviseji
na f, a tak je vhodné si uvédomit, co muzeme ocCekavat. Lisi-li se funkce f, g € Cor
v jediném bodé, lisi se nutné i na néjakém intervalu a lze intuitivné ocekavat, ze
se budou lisit i jejich koeficienty Fourierova rozvoje dané vzorci (2). Jakmile v8ak
zatneme pracovat s funkcemi z f,g € Ro., davaji tyto funkce stejné hodnoty ko-
eficient®i v (2) napf. pro kazdou konecnou mnozinu M = {f(t) # g(t): t € [-n, ]};
Riemanniv integral z kazdé charakteristické funkce kone¢né mnoziny je roven 0. To
vSak nastane i pro nekteré nekonecné spocetné mnoziny M, ale muize se i stat, ze
lisi-li se dvé funkce na spocetné podmnoziné intervalu, Riemannidv integral z jedné
na tomto intervalu bude existovat a z druhé nikoli. Zatimco tedy Riemanntv in-
tegral v popsaném smyslu ,neciti“ kone¢né mnoziny, obecnéjsi Lebesguetiv integral
funkce f € Lo, ,neciti“ i nekonecné spocetné mnoziny a obecnéji jakoukoli mnozinu
M C [—mn, ], kterd mé Lebesgueovu miru 0.

7 tohoto hlediska neni pfekvapivé, ze F-fady mély obrovsky vliv na rozvoj teorie
integrdlu a také ze Lebesgue brzy po publikaci zdsadni prace o integrélu [20] obratil
svoji pozornost k trigonometrickym fadam. K nékterym vysledktim, ke kterym dospél,
se dostaneme pozdéji.

Sc¢itaci metody. Jiz zminény vysledek Du Bois-Reymonduv, ukazujici ze F-fada
funkce f € Cy; muze v nékterych bodech divergovat, ovlivnil podstatné néhled na
praci s divergentnimi fadami. Pohlédnéme trochu nazpét: Podstatné diive byla znama
vlastnost limity aritmetickych primért ¢lend posloupnosti, tj. Ze pro posloupnost
{dr}32 plati implikace

lim dy =D eR — lim PFB T py (7)

k—o0 n—oo n+1
Dokézal ji Cauchy roku 1821, saha vSak az k pracim d’Alemberta z roku 1768 a DA-
NIELA BERNOULLIHO (1700-1782) z roku 1771. Vlivem Cauchyho vSak divergentni
fady na ¢as z matematiky zcela vymizely. V [7] piSe: , Musel jsem vyjit z piedpokladi
zddnlivé trochu turdych, napt. Ze divergentni rady nemaji soucet.”
Prvni podstatnd aplikace sé¢itaci metody zaloZzené na (7) se objevuje u ER-

NESTA CESARA (1859-1906) roku 1890. Jestlize konverguje fada > a, = A a fada

00 n=0
> b, = B, pak jejich Cauchyho soudin
n=0
o0
ch, kde c¢i = agbx + a1bp_1 + - + axbo,
k=0 n
nemusi konvergovat. Cesaro mj. dokézal, Ze i kdyz ¢astecné soucty s, = > ¢ tvoii

k=0
divergentni posloupnost, limita jejich aritmetickych priméru existuje a je rovna AB.
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Takovy vysledek by patrné sdm o sobé k rehabilitaci prace s divergentnimi fadami
pomoci séitacich metod nestacil. Pozdéji, roku 1900, LipOT FEJER (1880-1959) do-
kazal, zZe Castecné soucty F-fady funkce f € Ca; v bodé t maji analogickou vlastnost:
jejich praméry konverguji vZdy k funkéni hodnoté f(t). Popsand metoda se nazyva
Cesarova scitaci metoda. Cesarova séitaci metoda tak dava pro f € Cor cesarovskou
scitatelnost jeji Fourierovy tady k f. Vzhledem ke stejnomérnosti konvergence arit-
metickych primért ¢astecnych soucttt Fourierovy fady, coz jsou trigonometrické po-
lynomy, vede tudy cesta k dikazu trigonometrické verze Weierstrassovy aproximacni
véty, ukazujici na uzky vztah k teorii aproximace; viz téz [26].

Je pfirozené se ptat, zda dostaneme analogické vysledky pro pripad, kdy budeme
pracovat s Lebesgueovym integralem: Je-li f € Lo, musi jeji F'L-fada v néjakém
bodé t konvergovat? A pokud ano, musi pak konvergovat k f(¢)? Prvni otdzku
zodpovédél roku 1922 ANDREJ N. KOLMOGOROV (1903-1987), kdyZ sestrojil takovou
funkci f € Lo, jejiz rozvoj skoro vsude diverguje. Pozdéji roku 1936 sestrojil JOZEF
MARCINKIEWICZ (1910-1940) dokonce takovou funkci, pro kterou byly ¢asteéné soucty
F L-fady omezené, ale fada pfesto divergovala skoro viude v R; viz [28]. Oc¢ekévalo se,
kdy se podafi sestrojit spojitou funkci, tj. z Car, s touto vlastnosti.

To se v8ak nezdarilo ze zasadniho dtivodu: LENNART CARLESON (* 1928) v roku 1966
dokézal, ze F L-rada funkce f € L3 konverguje skoro vsude v R; vétu pozdéji zobecnil
RICHARD HUNT (*1937). Protoze Car C L3, i v pifpadé spojité funkce z Cop mé
tato spatnd mnozina nulovou Lebesgueovu miru. Roku 1966 JEAN-PIERRE KAHANE
(*1926) a YITZHAK KATZNELSON (* 1934) dokazali, Ze ke kaZdé mnoziné M C [0, 2n]
nulové Lebesgueovy miry existuje dokonce f € Ca,, jejiz Fourierova fada diverguje ve
vSech bodech M.

Je prirozené se ptat po moznostech ,vylepSeni“ pomoci sé¢itacich metod. Opét
vysta¢ime s cesarovskou sCitatelnosti: Je-li f € Lo, pak ve vSech bodech ¢, v nichz
existuji vlastni limity f(¢+) a f(t—), je Fourierova fada funkce f s¢itatelnd k hodnoté
(f(t+) + f(t—))/2. I tato véta pochazi od Fejéra. Neni bez zajimavosti, Ze stejného
vysledku 1ze dosdhnout komplikovanéjsi s¢itaci metodou, kterou 1ze stopovat az k Rie-
mannovi; o ni se jesté zminime. Specialné pro kazdou 2n-periodickou funkci f s lokalné
koneé¢nou variaci F'R-fada pro f konverguje v kazdém bodé t € Rk (f(t+) + f(t—))/2.
7 hlediska Fejérova vysledku bylo zadouci zjistit, jak je to se scitatelnosti F'L-tad
funkci z Lo;. Mozna trochu prekvapivy vysledek rika, ze a¢ takova F L-fada funkce f
mize divergovat vsude v R, lze ji pomoci Cesarovy séitaci metody skoro vsude, tj.
s vyjimkou mnoziny Lebesgueovy miry 0 v R, secist k funkci f: jiz roku 1905 totiz
Lebesgue dokézal, 7ze cesarovské praméry o(f,t) FL-fady funkce f € Lo, konverguji
k f v tzv. Lebesgueovych bodech f. S ohledem na necitlivost Lebesgueova integralu
vzhledem ke zménam integrované funkce na mnoziné miry 0 lepsi vysledek v tomto
pripadé€ nelze ocekavat.

Jesté nazpét. Obratme se k vlivu teorie trigonometrickych fad na rozvoj teorie mno-
Zin. Za¢neme opét v 19. stoleti. Mnozinu E C (0, 2r) nazveme U-mnozinou (mnoZina
jednoznacnosti), pokud plati: Konverguje-li trigonometrickd fada mimo mnozinu F
k 0, m4 vSechny koeficienty rovny 0. Podobné mnozinu E C (0, 2n) nazveme M -mno-
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Zinou (mnoZina nejednoznacnosti), pokud plati: Existuje trigonometrickd fada, kterd
ma soucet 0 v§ude mimo F a kterd nemd vsechny koeficienty rovny 0.

Jiz Cantor dokazal, ze pokud trigonometrickd fada konverguje k 0 vsude nebo
vude az na (lokalng) koneénou mnozinu, jsou jeji koeficienty vesmés rovny 0. Dokazal
dokonce jesté vice: Kazda redukovatelnd mnozina, tj. mnozina, jejiz uzavér je spo-
Cetny, je U-mnozina. WILLIAM YOUNG (1863-1942) a FELIX BERNSTEIN (1878-1956)
v letech 1908-9 dospéli k ¢asteCnému objasnéni situace: Kazda spocetnd mnoZina
je U-mnoZina a kazdd U-mnozina md miru 0; kazdd M-mnozina mé kladnou miru.
To vedlo k domnénce, ze snad mnoziny miry 0 jsou vzdy U-mnozinami, ale ta se
ukézala nespravné. Roku 1916 DimITRI) E. MENSOV (1892-1988) sestrojil rafinovany
protiptiklad. Odtud vedla cesta k dalsim hlubokym problémtm teorie funkeci.

Oznacime-li n-ty castecny soucet Fourierovy fady funkce f v bodé t symbolem
sn(f,t) a
so(fyt) +s1(f,t) + -+ sn(f,t)

n+1

Ize snadno vyjadrit tyto soucty pomoci Dirichletova jadra D, a Fejérova jadra F),

on(fit) =

)

sn(f,t) :1 j f(@)Dy(xz —t)dx, on(f,t) :% j f(@)F,(z —t)dx,

T
kde je
Dy (x) =

sin(n +1/2)t 2 [sin(n+1)t/2Y
osm2) 0 @)= T 1( 2sin(t/2) >

Obé tato jadra maji nékteré podobné vlastnosti, v jedné se vSak podstatné lisi: Fejérovo
jadro je nezaporné. To umoznuje dokazovat v dnesni dobé Fejérovu vétu pro funkce
z f € Coy jednoduse pies zobecnéni Korovkinovy véty o t¥ech funkcich?); srov. [23].
Pomérné brzo bylo zndmo, Ze trigonometricka fada o souc¢tu f nemusi byt F-fadou
této funkce. Dnes se sice kazdy student v zakladnim kurzu analyzy dozvi, Ze k tomu,
aby to nastalo, stac¢i stejnomérné konvergence vychozi trigonometrické rady, ale to je
trividlni vysledek. Roku 1906 dokdzal PIERRE FATOU (1878-1929), Ze a¢ fada

>\ sin kt
8
I; log k (8)

konverguje stejnomérné na intervalu [a,2n — a] pro kazdé a € (0,w), neni F-fadou

svého souctu. Dodnes vSak neexistuje zpusob, jak z koeficientii trigonometrické fady
obecné poznat, zda je FL-fadou. V této souvislosti je tfeba zajimavé (srov. s (8)), ze
fada

2) Jde o tuto vétu: Jsou-li L,, n € N, nezdpornd linedrni zobrazeni prostoru vsech spo-
gitgeh funkei C([a,b]) do C([a,b]) a jestliZe posloupnost funkci Ly f; konverguje stejnomérné

na [a,b] k f; pro fj(z) =2, x € [a,b], ] = 0,1, 2, potom posloupnost funkci L, f konverguje
stejnomérné na [a,b] k f pro kazdou f € C([a,b]).
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FL-fadou je! V roce 1912 CHARLES DE LA VALLEE PoOUSSIN (1866-1962) dokazal, ze
pokud trigonometricka fada konverguje vsude ke konecné funkci f € Loy, je F L-fadou
funkce f. Tvrzeni je s ohledem na predpoklad konvergence vsude ponékud nepfirozené.
To vedlo k hleddni dalsich specidlnich integrald, které by se s timto problémem
vyrovnaly lépe. Jednim z nich je tzv. A-integrél (viz napt. [2]). Plati zde vSak jista
vyvazenost: Ziska-li takovy novy integral lepsi vztah k Fourierovym fadam, ztrati
nékteré jiné typické vlastnosti integralu. Podrobnéji tuto otdzku probirat nebudeme,
viz napf. [2].

Jiz vime, ze pokud trigonometricka fada konverguje k funkci f stejnomeérné, je také
Fourierovou radou f. Ma-li trigonometricka fada standardni tvar

+

NE

70 (ay cos kx + by sin kz), (9)
k

Il
-

stacl pro jeji stejnomérnou konvergenci splnéni podminky

S (lax] + [be]) < (10)
k=1

avSak ne vSechny F'L-fady maji absolutné konvergentni fady koeficienti, a tudiz
i spojity soucet. Bylo by hezké, kdyby napi. kazda vSude konvergentni trigonometricka
fada byla FL-fadou svého souctu. To vSak neplati! Bez dikazu uvedme, Ze trigono-
metrickd fada (9) spliiuje podminku (10), jestlize konverguje absolutné na mnoziné
M C R kladné Lebesgueovy miry. Toto tvrzeni dokazali roku 1912 ARNAUD DENJOY
(1884-1974) a N1kOLAJ N. LuzIN (1883-1950).

A dale... Jiz jsme poukézali na vliv Fourierovych fad na chipéni pojmu funkce,
na vysetfovani konvergence fad, na uzivani sc¢itacich metod, na budovani teorie in-
tegralu, teorie mnozin a teorie redlnych funkci. Kdybychom chtéli zcela vycerpat
vazby teorie trigonometrickych fad na jind odvétvi matematiky, byl by to v ramci
¢lanku nedosazitelny cil. Je vSak na misté se o nékterych dalsich vlivech alespon kratce
zminit. Zatnéme napt. s teorii aproximace. Aproximace funkci pomoci ortogonalnich
polynomt riiznych typt mé kofeny v teorii Fourierovych fad (Hermitovy polynomy,
Laguerrovy polynomy apod.). Weierstrassovy véty o aproximaci klasickymi polynomy
a trigonometrickymi polynomy z roku 1885 spolu tizce souviseji a jednu lze dokazat
z druhé. VSechny ingredience mozného jednoduchého dikazu jeji ,trigonometrické
verze“ byly — jak jiz bylo feceno — znamy Heinemu uz v roce 1870, avsak na
tento alternativni ditkaz pomoci Fourierovych fad upozornil teprve roku 1892 MATYAS
LERCH (1860-1922); srov. [22].

Mnoho vysledkt, které jsou v dnesni dobé soucasti funkciondlni analyzy, mé svij
pfedobraz v tvrzenich o trigonometrickych nebo FL-fadach. Saha to od dilezitych
jednotlivych vét, jakou je napi. Rieszova-Fischerova véta z roku 1907, pfes nekonecné
baze (Schauderova béaze) aZz po celé ¢asti funkciondlni analyzy, jako je napf. teo-
rie Hilbertovych prostori. Naopak funkcionalni analyza ovlivnila F-fady, napf. jiz
dnes standardni dikaz existence spojité funkce s divergentni Fourierovou fadou je
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z roku 1906 a pochéazi od Lebesguea. Plivodné byl zalezitosti ,hard analysis“ a byl
veden pres ,metodu klouzavého hrbu“. V dnesni dobé se k dikazu této véty velmi
casto uziva Banachova-Steinhausova véta. Néktefi autori dokonce historii ,,obraceji“
a zacinaji vyklad o Fourierovych fadach po probrani jejich abstraktni verze v Hilber-
tové separabilnim prostoru.

Uzky vztah k parcialnim diferencidlnim rovnicim by mél byt zfejmy jiz p¥i pohledu
na nazev prace [13]. Ve druhé kapitole je studovéna rovnice pro vedeni tepla a ve
tfeti je pak feSena Dirichletova tloha pro nekone¢ny pés. Fourier dospél ponékud
krkolomnym postupem k analytickému vyjadreni jejiho FeSeni ve specidlnim pripadé,
pricemz ,uZitd metoda je mnohem dileZitéjsi nesli vysledek® (viz [18]). Byl totiz prvni,
kdo dospél k FeSeni parcialni diferencialni rovnice pouzitim vSech ingredienci metody
separace proménnych. Vyjadfil feSeni rovnice ve tvaru souéinu F(z)f(y) funkei jedné
proménné a po dosazeni do Laplaceovy rovnice obdrzel dvojici rovnic

F'"(z) =m?F(z), f"(y)=-m’f(y).

Po vyteseni problém opustil a obsahle se vénoval vyjddrent libovolné funkce souctem
trigonometrické tady.

V jiz letmo zminéné Riemannové scitaci metodé, tizce svazané s trigonometrickymi
fadami, spatfuji néktefi matematici zarodek teorie distribuci; je z Riemannovy ha-
bilita¢ni prednasky. Dnes je puvodni podoba metody prekryta dalsimi pojmy: uziva
se napf. Schwarzova symetricka derivace, ktera se zrodila z vysetfovani konvergence
trigonometrickych rad.

Dosud uvedené priklady by nemély c¢tenare svést k domnénce, Ze jsou vesmeés
yteoretické“: zde je vhodné zminit napt. vyuziti v digitalnich fotoaparatech, uziva-
jicich obrazovy formét *.jpg, nebo rychlou Fourierovu transformaci (b&zné zkratka
FFT je z anglického nézvu fast Fourier transform) a wavelety. Uvedme kratky citat
»Rychld Fourierova transformace je nejcennéjsim numerickym algoritmem nasi doby“
(G. Strang, 1993), ktery pfiléhavé charakterizuje vyznam FFT. Bez ni se dnes neobejde
pocitacova tomografie. UziteCnost waveletii je mnohostrannd a saha od aplikaci ve
statistice k vyuziti pfi analyze signalti, pres astronomii k ekonomickym aplikacim az
po kompresi dat. O efektivité svéd¢i jejich vyuziti ke skladovani obrovskych databazi
otiskl prsti v F.B.I. nebo pfi filtraci rusivych signali a pfi rozeznavani lidské Fedi.
Casto se zdtiraziiuje, Ze wavelety pfinesly s sebou jiny a novy zptisob mysleni. Dou-
fam, Ze ¢tenar bude na zékladé vybranych ukazek z historie souhlasit, ze z hlediska
dlouhodobého vyvoje matematiky to mnohondsobné plati o Fourierovych raddch.
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