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Deset matematickych vét o prazském
orloji

Michal Kvizek, Lawrence Somer, Alena Solcovd, Praha

1. Uvod

Geometrie a teorie Cisel sehrala dulezitou tulohu pii konstrukci prazského orloje.
V tomto piehledovém ¢lanku uvedeme celkem deset vét z [10]-[14], k jejichz formulaci
nas orloj inspiroval a maji k nému tzky vztah. Matematikové totiz formuluji své
myslenky pravé ve tvaru matematickych vét, které obsahuji jen to, co je podstatné.

Podle vyzkumt Zdenka Horského, Stanislava Machacka a Emanuela Prochazky
[7, s.32], [8], [16], [21, s.164] orloj vznikl v dobé mistra Jana Husa kolem roku
1410. Jeho matematicky model navrhl Jan Ondfejtv, zvany Sindel, ktery se zabjval
matematikou a astronomif na praZské univerzité. Jeho starsi kolega K¥istan z Prachatic
(viz [6]) zde jiz kolem roku 1407 pfednasel o konstrukei astroldbu. To je starovéky
astronomicky tthlomérny pfistroj k urcovani poloh nebeskych téles a mistniho ¢asu.
O vzhledu a konstrukci astronomického ciferniku orloje tak Sindel mohl diskutovat
s Kiistanem z Prachatic.!) Unikatni stroj orloje vytvotil Mikul4s z Kadané. V pritbéhu
staleti byla konstrukce orloje vicekrat zdokonalovana, napi. povéstnym Janem z Rize
(mistrem HanusSem). V 16. stoleti pecoval o orloj Jan Téborsky z Klokotské Hory. Ten
je také autorem kalendainiho stroje a nejstarsiho znadmého popisu orloje z roku 1570
(viz [27]).

V roce vzniku orloje (1410) vystiidal mistra Jana Husa ve funkci rektora prazské
univerzity pravé Jan Sindel (viz [1], [29, s.4], [30, s.81]). Na jeho pocest jsme v [10]
zavedli pojem Sindelovské posloupnosti, ktery predstavime v kap. 5. S jeho pomoci
uvidime, jakd podivuhodna matematika se skryva v bicim stroji prazského orloje a
jak tento stroj souvisi s trojuhelnikovymi ¢isly.

1y Podle [2, s.79] Kfistan z Prachatic pisobil v Koleji krale Vaclava na Ovocném trhu,
kde pozdéji prebyval i Johannes Kepler.
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2. Stereograficka projekce a astronomicky cifernik

Prazsky orloj je umistén v dolni ¢asti Staroméstské radniéni véze vysoké priblizné
59 metri.?) Na jizni sténé véze jsou nad sebou umistény dva velké ciferniky: horni
astronomicky a dolni kalendafni. Astronomicky cifernik (viz obr. 1) je astroldb pohé-
nény hodinovym strojem orloje. Znazornuje geocentricky model vesmiru s nehybnou
Zemi uprostied, kolem niz obih4 Slunce, Mésic a znameni zvérokruhu nebeské sféry.?)
Orloj tak vlastné predstavuje jeden z prvnich analogovych poéitact, nebot ukazuje
pohyby nebeskych téles. Nékdy se dokonce hovoii o ,high technology* 14. ¢i 15. stoleti
(viz [26]).

Pfi navrhu astronomického ciferniku byla pouzita stereografickd projekce nebeské
sféry na rovinu. V pripadé prazského orloje si nebeskou sféru pfedstavme jako kulovou
plochu o poloméru cca 40 cm (viz obr. 2). Stfed promitani S je umistén v severnim
pélut) kulové plochy a projekéni rovina je k ni te¢na s bodem dotyku v jiznim pdlu J.
Stied astronomického ciferniku (viz obr. 1) tedy odpovida jiznimu pdlu nebeské sféry.
Nejmensi vnitini kruznice se stfedem v jiznim pdlu znézornuje obratnik Kozoroha
na nebeské sfére, zatimco vnéjsi soustfednd kruznice obratnik Raka. Mezi témito
kruznicemi je na ciferniku jesté umisténa dalsi soustfedna kruznice predstavujici rovnik
nebeské sféry (viz obr. 1 a 2).

Dtlezitou vlastnosti stereografické projekce je nasledujici tvrzeni, které znal jiz fecky
matematik a astronom Klaudios Ptolemaios (cca 100-160 n.1.).

Véta 1 (Ptolemaiova). Kazdd kruznice na kulové ploSe, jez neprochézi jejim sever-
nim pdlem, se pri stereografické projekci opét zobrazi na kruznici.

Dikaz lze nalézt napf. v [4], [6], [12], [22]. Diky této vété mohli staii mistfi snadno
zkonstruovat nékteré dulezité kiivky astronomického ciferniku. Snadno nahlédneme
(viz [12]), ze kruZnice prochézejici severnim pdlem se pii stereografické projekci
zobrazuji na piimky. Proto jsou na obr. 1 hranice mezi jednotlivymi zvifetnikovymi
znamenimi tsecky (tj. stereografické projekce ¢asti polednikii nebeské sféry). Nosny
k¥iz prstence ekliptiky odpovidé ¢tyfem nejvyznamnéjsim poledniktm (0, 90, 180 a
270 stuprtii). Poznamenejme jesté, Ze vétu 1 lze zobecnit i do vice rozméri.

Ekliptika, tj. draha Slunce po nebeské sféfe, se v dusledku véty 1 zobrazuje na
kruznici (viz obr. 2). Jeji stfed neni ve stiedu ciferniku, ale celd ekliptika se kolem
tohoto bodu excentricky otaci. Ekliptika je na astronomickém ciferniku orloje znazor-
néna zlatym prstencem. Po jeho vnitini stran€ je na ¢erném podkladu rozmisténo po
30 stupnich 12 znameni zvérokruhu, tj. zodiaku nebo téz zviretniku:

2) Vyska véze az po dvé zlaté hvézdy na samém vrcholu je rovna stu prazskych lokti,
coz byla tehdejsi jednotka miry. Nékteré prameny uvadéji nespravnou vysku véze 70 metra.
Etalon prazského lokte 59.1 cm je umistén na Novomeéstské radnici.

3) Olomoucky orloj naproti tomu znazoriiuje heliocentricky model vesmiru — viz [5].

4) Vétsina orloju a astrolab, které vznikly ve 2. poloviné 15. stoleti a pozdéji, ma stred
promiténi v jiznim pdlu nebeské sféry, aby bylo moZno znéazortiovat polohy hvézd v okoli
severniho pélu. Pfi tomto zptisobu promitani ale slune¢ni ukazatel vykonava v 1été pres den
kratké oblouky, zatimco v zimé dlouhé.
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Obr. 1. Astronomicky cifernik prazského orloje (foto Jakub Solc).

Beran (za¢ind kolem 21. 3. v dobé, kdy Slunce pfechazi nebesky rovnik z jizni
polokoule na severni), Byk, BliZenci, Rak, Lev, Panna, Véahy, Stir, St¥elec, Kozoroh,
Vodnér, Ryby.

Na ekliptice lze pozorovat piibliznou polohu Slunce, Mésice®) a jeho faze. Slune¢ni i
mésicni ukazatel je posuvné uchycen na pfislusné rafiji hodinového stroje a je tenkou
ojnici spojen se stiedem ekliptiky, aby na ni stale zistaval. Astronomicky cifernik
orloje také umoziuje zjistovat vychody, kulminace a zapady jednotlivych znameni
zvérokruhu. Ekliptika se dotyka obou obratniki ve dvou protilehlych bodech K a R
(viz obr. 1 a 2). Jeji stfed lezi ve stfedu spojnice téchto bodi.

Véta 2. Stereograficka projekce je konformni zobrazeni.

Velice elegantni ditkkaz této véty, kterou také znal uz Ptolemaios, je uveden napf.
v [22]. Podle véty 2 se velikost vSech thli na nebeské sféfe pii stereografické projekei
nezméni. Naptiklad thel mezi ekliptikou a nebeskym rovnikem, ktery je roven 23.45°,
se zobrazuje na thel stejné velikosti v projekéni roviné (viz obr. 1 a 2). Stereograficka
projekce je pfitom velice nelinearni zobrazeni.

V dobé zimniho slunovratu kolem 21. prosince se slunecni ukazatel nachéazi na
obratniku Kozoroha. Pak se od néj po spirale postupné vzdaluje, az o letnim slunovratu

5) Dréha Mésice nelezi v roviné ekliptiky, ale je od ni odklonéna ptiblizné o thel ¢ = 5°,
coz se na astronomickém ciferniku pro jednoduchost zanedbéava.
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Obr. 2. Stereograficka projekce obratnikit Raka a Kozoroha, nebeského rovniku a ekliptiky
(nahote bokorys, dole ptidorys). Pramér |JS| dané koule je roven poloméru |JN'| stereogra-
fické projekce rovniku.

kolem 21. ¢ervna dosdhne obratniku Raka. Dalsiho ptl roku se zase pomalu pfiblizuje
k obratniku Kozoroha. V dobé jarni a podzimni rovnodennosti je sluneéni ukazatel na
nebeském rovniku.

Rafije, na jejimz konci je uchycena pozlacena ruka, ukazuje stredoevropsky ¢as (SEC)
na stupnici s fimskymi ¢islicemi.b) Sluneéni ukazatel, ktery je posuvné upevnén na
téze rafiji, tak ob&hne Zemi nakreslenou uprostifed ciferniku jednou za den. Zlacené
arabské ¢islice na vnéjSim ¢erném prstenci (tzv. ¢tyfiadvacetniku) slouzi k oznaceni
staroceského ¢asu, ktery se pocital od zapadu Slunce (viz [7, s. 50], [20]). Tento prstenec
se v pritbéhu roku pozvolna kyvavé nataci o +30°. Cerné arabské &islice u zlacengch
oblouki”) (srov. [7, s.54], [23, s. 19]) oznacuji planetni (t6% prirozené, nestejné) hodiny,
pro néZ je jedna hodina definovdna jako 1/12 doby mezi vychodem a zépadem Slunce.

6) Poznamenejme, Ze rozdil mezi SEC a ptvodnim prazskym &asem je jen 138 sekund,
nebot Praha lezi v blizkosti patnéctého poledniku.

7y Oblouky oznacené 1 az 11 nejsou Castmi kruznic, i kdyZ jsou jim velice blizké — viz
M. Krizek, P. Krizek: Kruznice na astronomickém ciferniku prazského orloje, Matematika—
fyzika—informatika 19 (2010).
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Sluneéni ukazatel pak uréuje odpovidajici tempordlni ¢as,®) jenz se po¢ita od vychodu
Slunce. Koneéné rucicka s malou Sesticipou hvézdickou (viz obr. 1 dole), kterd je
umisténa mezi znamenimi Berana 7Y a Ryb % a pevné spojena s prstencem ekliptiky,
ukazuje na stupnici s fimskymi é&islicemi hvézdng ¢as.?) To je hodinovy thel jarniho
bodu, tj. bodu, v némz Slunce ptrechazi nebesky rovnik z jizni polokoule nebeské sféry
na severni polokouli. V dusledku precese zemské osy se ale jarni bod posunuje podél
ekliptiky o 50.26” za rok. Proto se poloha znameni zvérokruhu na nebeské sféfe méni,
zatimco poloha zvifetnikovych a dalsich souhvézdi je v podstaté neménna. Jarni bod
odpovidajici roku 2000 se tak nachazi v souhvézdi Ryb.

St¥ed nasi Galaxie lezi shodou okolnosti v souhvézdi Stfelce, jeho# znameni # je
vlevo na prstenci ekliptiky zndzornéno zlatou sipkou (viz obr. 1). Z postaveni prstence
tedy muazeme také ptiblizné urcit, kde se pravé nachazi stifed Galaxie, kolem néhoz
obiha Slunce rychlosti 230 km/s. Pfitom je tfeba opét piihlédnout k mirnému posunu
jarniho bodu. V dalsim zvifetnikovém souhvézdi — v Panné (oznafené TP na obr. 1)
zase lezi stfed mistni kupy galaxii, kolem kterého obiha i nase Galaxie rychlosti 600
km/s. To, Ze orloj bude umoziiovat ur¢it i polohy téchto dvou dulezitych stiedii na
nebeské sfére, tehdejsi hodinafi samoziejmé netusili.

Je-li sluneéni ukazatel v horni modie obarvené oblasti astronomického ciferniku,
znamend to, Zze je den. Prechazi-li zlaty oblouk oznaceny ORTVS, Slunce vychéazi.
Podobné oblouk oznaceny OCCASVS odpovida zapadu Slunce. Oba oblouky jsou
podle véty 1 ¢asti jedné kruznice (tzv. obzorniku), protoZe idealizovany prazsky hori-
zont je na nebeské sféfe hlavni kruznici.!?) Cervenohnédé oblast oznacend AVRORA
odpovid4 svitani a CREPVSCVLVM stmivan{ (soumraku). Cerné vybarvena oblast
v dolni ¢asti ciferniku znazornuje astronomickou noc, kdy se Slunce nachézi alespon
18° pod horizontem. Podle Ptolemaiovy véty 1 je hranice této oblasti opét kruznice.

Poznamka 1. Velikost poloméru zvifetniku orloje (tj. prstence ekliptiky) lze jedno-
duse vypocitat. Pocatek souradnic v roviné merididnového fezu JRS umistime do
bodu J = (0,0) (viz obr. 2). Bez Gjmy na obecnosti miZeme pfedpokliddat, Ze
S =(0,2), tj. kulovd plocha pro sterografickou projekci ma polomér 1. Podle [13,
s.135] se bod R = (z, z) na kulové plose pfi stereografické projekei zobrazi na bod

2z
R = ( , o).
2—z
Pro R = (cosa,1 +sina) a K = (—cosa, 1 —sina), kde o = 23.45°, je tedy polomér
zvifetniku (viz obr. 2)

1|R’ K| = cos & n cosa  cosa(l +sina+1—sina) 2
2  1-sina  14sina 1 —sin? o T cosa

Podobné mizeme zjistit, ze polomér nebeského rovniku na astronomickém ciferniku
je roven 2 (ve skute¢nosti cca 80 cm) a Ze polomér obzorniku ¢in{ 2/ cos 40°. Protoze

8) Terminologie neni jednotna.

9) Hvézdny den zalina okamzikem, kdy jarni bod prochazi mistnim polednikem (vrcholi).

1) 'V geocentrickém modelu je prazsky horizont nehybny, zatimco ekliptika se se svymi
souhvézdimi otaci.
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Praha je na 50. rovnobé&Zce, mé piislusnd kruznice prazského horizontu!!) sklon o =
= 90° — 50° = 40°. Polomér ¢erného kruhu oznacujiciho astronomickou noc je

~ cos(a—p) cos(a + f)
- 1-sin(a—pB) 1+sin(a+B)

pro o =40° a =18

Poznamka 2. Pii rekonstrukci astronomického ciferniku orloje kolem roku 1865
(srov. [19]) restauratofi vedeni prof. J. G. Bochmem omylem vyrobili prstenec ekliptiky
stejné velky jako nebesky rovnik a ekliptika se pritom nedotykala zddného z obratniki.
Na sféfe reprezentujici hvézdnou oblohu ma sice ekliptika i nebesky rovnik stejny pra-
mér |KR| = |[MN]|, viz obr. 2, ale pro stereografické praméty plati |K'R’| > |M'N’|,
jak vime z poznamky 1. AZ po zdsahu matematika Frantiska Josefa Studnicky a
astronoma Karla Hornsteina byla k prstenci ekliptiky piinytovdna vétsi zlatd obrué!?)
tak, ze kazdé znameni zvérokruhu je rozdéleno na 6 dilkt po péti stupnich, a to
umoznuje pfiblizné stanovit i datum. I kdyz se takto zvétsend ekliptika jiz zacala
dotykat obou obratnikd, poloha sluneéniho a mési¢niho ukazatele dodnes zistala
na nespravné kruznici (viz obr. 1). Pfitom by stadilo prodlouzit ojnice sluneéniho
a mési¢niho ukazatele jen o 7 cm. Ochranci pamatek to ale nedoporucuji. Navic lze
lépe odecitat planetni hodiny, protoze slunecni ukazatel nezakryva ekliptiku.

Dolni cifernik orloje obsahujici kopie 12 velkych a 12 malych kruhovyjch Manesovych
obrazli (tzv. lunet) pfedstavuje kalendar [15]. Otaci se velice pomalu — jedna otocka
trva cely rok. Original kalendaini desky je ulozen v Méstském muzeu v Praze. Kopii
umisténou na orloji v dne$ni dobé zhotovil Bohumir Cila a pfedchozi kopii, ktera byla
zni¢ena na konci 2. svétové valky, vytvofil Emanuel K. Liska (1852-1903). Pozlacena
strelka v horni ¢asti ciferniku ukazuje pfislusny den v roce, informuje o svatcich,
ukazuje na slabiku Geského cisiojanu aj. (viz [7, s.58]). Ukazuje také na znameni
zvérokruhu, ve kterém se pravé Slunce nachézi.

3. Ukazovaci stroj orloje
Stroj orloje je umistén v prvnim a z vétsi ¢asti ve druhém patfe radnicni véze. Hlavni
(= jici) stroj pohani a reguluje ukazovaci stroj (viz obr. 3), bici stroj, opravny (= dife-
rencni) stroj slouzici ke zpfesnéni pohybu mésiéniho ukazatele, apostolsky (= zvonici)
stroj a kalendaini stroj otacejici dolni kalendaini deskou v 1. patie. Podrobny popis
jednotlivych ¢asti je v [23].

Ukazovaci stroj obsahuje 3 stejné velkd souosd ozubena kola o primeéru 117 cm
z pocatku 15. stoleti s ruéné vypilovanymi zuby (viz obr. 3 a 4). Zemé se za rok
(tj. pfiblizné za 365 dni) otodi kolem své osy zhruba 366krat. Této skutecnosti jsou

11y 'V [17, s. 55] je nespravné interpretovan prazsky horizont. V piislusném nakresu Praha
lezi na nebeské sfére (nikoli uprostfed ni) a polomér obzorniku je roven cotg(a/2) = 2.75 pro
a = 40°. To je sice shodou okolnosti hodnota blizka 2/ cos40° = 2.61, ale pro o # 41.221°
se hodnoty cotg(a/2) obecné 1isi od spravného poloméru 2/ cos a.

12) Tato zlatd obruc je svétovou raritou, kterou zadny jiny orloj nema4.
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Obr. 3. Rozmisténi jednotlivych stroji orloje podle [23, s.63]. Ozubena kola otédejici zve-
rokruhem, sluneénim a mésiénim ukazatelem jsou postupné oznacena pismeny Z, S a M.
Zavérkové ozubené kolo s pomocnym koleckem biciho stroje jsou na obrazku vpravo uprostied.

prizptisobeny i pocty zubti na prvnich dvou kolech. Prvni kolo ma 365 zubt a otodi
prstencem ekliptiky pfiblizné jednou za hvézdny den (tj. za 23 hodin 56 minut a
4 sekundy) a 366krat za rok. Druhé kolo, které mé 366 zubil, oto¢i slune¢ni ukazatel
jednou za stiedni sluneéni den (tj. za 24 hodin) a 365krat za rok. Slune¢ni ukazatel se
tedy posune vzhledem ke zvérokruhu o jeden zub denné.

Treti kolo ma 379 zubd a rotuje v souladu se stfednim zdanliviym pohybem Meésice,
o ¢emz jesté pojednadme nize. Tviirci orloje patrné nepostupovali tak, jak pise Z. Hor-
sky (viz [7, s.64]): Pri stanovovdni poctu zubt 379 ziejmé poctdri postupovali zkusmo.
Domnivame se, ze tento pocet byl spise odvozen z dokonalé znalosti pohybu Meésice a
Slunce po nebeské sfére. Zahadou vsak zustava, jak mohli tehdejsi konstruktéri orloje
vypilovat po obvodu velkych obéznych kol tak presné 365, 366 a 379 zubti (s presnosti
na desetiny milimetru).

Véta 3 (Gaussova). Necht p > 2 je prvocislo. Pak Ize pomoci kruzitka a pravitka
sestrojit pravidelny p-tthelnik pravé tehdy, kdyz p je tvaru p = 2™ + 1.
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Tato véta je specidlnim piipadem obecn&jsi véty dokdzané napt. v [9, Chapt. 16].
Podle Gaussovy véty tedy nelze eukleidovsky rozdélit kruznici na 379 stejné dlouhych
dili, protoze prvocislo 379 neni tvaru 2" +1. Pomoci kruzitka a pravitka nelze sestrojit
ani pravidelny mnohothelnik s 365 ani 366 vrcholy (viz [9]).

Kdyby si tehdejsi konstruktéfi vypocitali vzdalenost dvou zubti a postupné ji
nanaSeli na obvod kola s pfesnosti na desetinu milimetru, pak by po 379 krocich
chyba mohla vzrist na cca 3.8 cm, coz by znemoziiovalo tento postup pouzit. Jedna
z moznosti, jak mohlo byt rovnomérné rozmisténo po obvodu mési¢niho kola n = 379
znacek, je vzit pevny provazek (nebo drat) stejné dlouhy jako obvod kola. Natazeny
provazek lze primym vypoc¢tem vzdalenosti jednotlivych zubi ¢i pomoci podobnosti
trojihelnikt rozdélit znackami na n stejné dlouhych dilka. V tomto piipadé se chyba
neakumuluje. Pak stacilo provazek obto¢it kolem kola a znacky na kolo prenést (po-
drobnosti popisujeme v [14]). Je zndmo, Ze zuby se nejprve ruéné vysekaly, a pak se
postupné opilovaly na pozadovanou vzdalenost.

Obr. 4. Ukazovaci stroj orloje obsahuje tfi ozubena souosa kola otacejici prstencem eklip-
tiky, slunecnim a mési¢nim ukazatelem. Na prvnim kole, které otaci excentricky umisténou
ekliptikou, je vlevo pfipevnéna olovéna protivaha.

288 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 54 (2009), ¢. 4



Protoze obéh Mésice kolem Zemé neni nikterak synchronizovan s rotaci Zemé kolem
vlastni osy ani s dobou obéhu Zemé kolem Slunce, zminéné pocty zubu 365, 366 a
379 umoznuji jen priblizné znazornit skuteéné polohy téchto téles. Hlavni hodinovy
stroj od svého pocatku otacel prodlouzenou htideli, na které byla pevné umisténa
tTi kolecka o 24 zubech, jez zabirala do t¥i velkjch kol. Tim se dosahlo toho, Ze se
zvérokruh, slunecni a mési¢ni ukazatel otaceji kolem stfedu ciferniku rtiznymi thlovymi
rychlostmi.

Mésic dorazi do téze polohy se Sluncem jednou za 29.53 dne, coz je tzv. synodicky
mésic (od novu k novu). Tomu jsou pFizptisobeny poéty zubt na tietim kole. Mési¢ni
ukazatel se opozdi za slunec¢nim o 379 — 366 = 13 zubd za den. To odpovida Ghlu
(1- %) -360° = 12.348°, coz pomérné dobie vystihuje skutecnost, ze se Mésic kazdy
den posune podél ekliptiky od Slunce smérem na vychod v pruméru o 12.191° =
= 360°/29.53. Snadno se muZete presvédéit, ze 378 nebo 380 zubt mési¢niho kola by
nevystihovalo tak dobie skuteény posun Meésice. V roce 1865 zacalo byt mési¢ni kolo
pohénéno tzv. diferenénim (opravovacim) strojem, ktery pohyb mésiéniho ukazatele
jesté vice zpresnil. Presto se poloha tohoto ukazatele musi nékdy mirné ru¢né upravit,
protoze pomér siderické doby obéhu Mésice k dobé obéhu Zemé kolem Slunce nelze
vyjadfit pomoci podilu dvou ,,malych“ pFirozenych ¢isel.

Kolo pohanéjici ekliptiku ma plnou osu. Slune¢ni kolo ma dutou osu, ktera obklopuje
osu prvniho kola. Tteti mési¢ni kolo méa rovnéz dutou osu obklopujici osy prvnich dvou
kol.

Mési¢ni ukazatel je dutd koule (viz obr. 1), jejiz jedna polovina je natfena Cerné.
Uvnitf je skryt dimyslny mechanismus s ozubenym kolem a olovénym zavazickem,
ktery ota¢l Mésicem a ukazuje tak jeho faze (viz [23, s.84]). Energie pot¥ebnd k jeho
otaceni se ziskava z pohybu prstence ekliptiky.

4. Bici stroj orloje a prazska hodinova posloupnost

Genialitu tehdejsich hodinai muzeme demonstrovat na konstrukci zafizeni pro pres-
nou stabilizaci tdert zvonu. Bici stroj obsahuje velké obéZné kolo (tzv. zavérkové
¢i zavéraci kolo — viz [18, s.21], [23, s.80]) s 24 zdfezy na vnéjsim obvodu, jejichz
vzdélenosti linedrné nartistaji (viz obr. 5 a 6). To umoziiuje periodické opakovani 1-24
udert zvonu béhem kazdého dne. Pocet tiderti zvonu odpovida SEC, tj. v letnim case
orloj odbiji vzdy o hodinu méné. Soucasti biciho stroje je i pomocné kolecko, jehoz
obvod je rozdélen 6 zéfezy na segmenty o délkach oblouku 1, 2, 3, 4, 3, 2 (viz obr. 5
a 6). Tyto délky se periodicky opakuji po kazdé otodce a jejich soucet je

s =15.

Na zacatku kazdé hodiny se zvedne zapadka, obé kola se za¢nou otacet a zvon odbiji
prislusny pocet hodin. Kola se zastavi, jakmile zapadka zapadne soucasné do zarezu
na obou kolech. Kazdy den udefi zvon celkem

1+2+ -+ 24 = 300krat,
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a protoze ¢islo 300 je délitelné s = 15, bude pomocné kolec¢ko na poc¢atku kazdého dne
vzdy ve stejné poloze.

Zaveérkové kolo ma 120 vnit¥nich zubd, které zapadaji do cévového kola se 6 vo-
dorovnymi tyckami, jez obklopuji stfed pomocného kolecka (viz obr. 5 a 6). Protoze
se zavérkové kolo otoci jednou denné, pomocné kolecko se otoci za tu dobu 20krat.
Obé kola se otaceji pouze béhem odbijeni. Pfitom je ale obvodovéa rychlost pomocného
kolecka priblizné 4krat vétsi, protoze jeho obvod je 5krat mensi nez obvod zavérkového
kola. To umoznuje dostateéné pfesnou stabilizaci poc¢tu tudert zvonu zejména pri
opotiebeni zafezl zadvérkového kola. Bez pomocného kolecka by totiz mohl zvon udetit
napf. jen 11krat misto 12krat, pokud by segment oznaceny 12 na obr. 6 mél jiz ptilis
zaoblené konce.

Pro jeden tuder zvonu hodinu po pilnoci bylo kdysi pomocné kolecko dokonce
nezbytné, nebot na zévérkovém kole schazi pfislusny segment délky 1. Ten by byl
totiz tak tenky, Ze by se brzy zlomil (srov. [7, s.78]). V soucasnosti se ale odbijeni
zvonu na noc vypina.

Obr. 5. Detail biciho stroje prazského orloje ukazujici umisténi pomocného kolecka. Zapadka
je v poloze mezi segmenty odpovidajicimi 8. a 9. hodiné ranni (SEC). Hodiny vpravo nahoie
ukazuji 9:35 letniho Casu.

Prazsky orloj je pravdépodobné nejstarsi a stale fungujici hodinovy stroj, ktery
obsahuje takové diimyslné zafizeni pro pfesnou stabilizaci poétu tderti zvonu (viz [7,
s.76]).

Kdyz se pomocné kolecko otaci, vytvaii pomoci délek segmenti mezi jednotlivymi
zarezy periodickou posloupnost, jejiz ¢astecné soucty odpovidaji poctu tderti zvonu
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Obr. 6. Pocet tidert zvonu je oznacen ¢isly ...,9,10,11,12,13, ... po vnéjsim obvodu velkého
zavérkového kola. Za nim je umisténo pomocné kolecko, jehoz obvod je zafezy rozdélen na
segmenty o délkach oblouku 1, 2, 3, 4, 3, 2. Zapadka je zndzornéna malym obdélnickem
nahote uprostied.

v kazdou celou hodinu,

123432 123 43 (1)
—~ =<~ =~
5 6 7
2123 432 1234 32123 43212
—_—— e S Y/}
8 9 10 11 12

34321 23432 123432 ...
—_—— — —
13 14 15

V dalsi kapitole ukdzeme (viz véta 4), Ze bychom takto mohli pokracovat az do
nekonecna. Vsechny periodické posloupnosti ale takovou péknou souctovou vlastnost
nemaji. Naptiklad je patrné, Ze nelze pouzit periodu 1, 2, 3, 4, 5, 4, 3, 2, protoze pro
6 tdert zvonu je 6 < 4+ 3. Rovnéz perioda 1, 2, 3, 2 se k tomuto tG¢elu nehodi, nebot
pro 4 idery mame 2+ 1 <4 <2+ 1+ 2.

Sloane v [24] a téz ve své encyklopedii celo¢iselnych posloupnosti [25] nazyva
periodickou posloupnost

1,2,3,4,3,2,1,2,3,4,3,2,...

prazskd hodinovd posloupnost diky zajimavé souctové vlastnosti obsazené v (1).

V nasledujicich kapitoldch uvedeme nékolik matematickych vét tykajicich se zobec-
néni této posloupnosti. Budeme se vlastné zajimat o to, jak navrhnout nepravidelné
ozubeni pomocného kolecka i pro obecné jiné hodnoty souctu s.

5. Trojthelnikova ¢isla a Sindelovské posloupnosti

V ¢lanku [13] jsme odvodili prekvapivou souvislost mezi trojihelnikovgmi ¢isly

k(k +1
Tk:1+2+--~+k:%7 k=0,1,2,... 2)
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a prazskou hodinovou posloupnosti, kterda byla pouzita pfi konstrukci biciho stroje
prazského orloje. V této kapitole se budeme zabyvat dalsimi periodickymi posloup-
nostmi, které maji podobnou vlastnost jako posloupnost 1,2, 3,4, 3,2,... v (1),
tj. které by mohly byt pouzity pfi konstrukci podobného pomocného kolecka jako
je znazornéno na obr. 5.
Posloupnost (a;)$2, se nazyva periodickd, jestlize existuje p € N = {1,2,3,...} tak,
ze
VieN : Qjtp = Qj.- (3)

Kone¢né posloupnost ai,...,a, se nazyva perioda a p délka periody. Nejmensi p
splitujici (3) se nazyva minimdlnié délka periody a jemu odpovidajici posloupnost
ai,...,a, minimdlni perioda.

Periodickou posloupnost (a;) C N nazveme Sindelovskou, jestlize pro kazdé k € N
existuje n € N tak, ze
n
T =) a;. (4)
i=1

Trojihelnikové ¢islo T) na levé strané je rovno souctu 1 + --- + k hodin na
velkém zavérkovém kole, zatimco soucet na pravé strané odpovida celkovému pootoceni
pomocného kolecka (viz obr. 7). Pfitom pro k-tou hodinu plati

k=T —Ti_1 = Z Qs (5)
i=m-+1

kde Tj—1 = >_1" | a;. Protoze a; > 0, je &islo n v (4) zévisejici na k uréeno jednoznaéné.
Z (2) a (4) je také patrné, ze a; = 1, je-li (a;) Sindelovskd posloupnost.

[ ]
~—~

1
o o
~—~—

2
e o o
———

3
e o o o
~—_——
4

Obr. 7. Schematické znazornéni trojihelnikového é&isla Ty = 28. Cerné puntiky v k-tém fadku
znazoriuji pocet tdert zvonu v k-té hodiné (viz (5)). Celkovy pocet tdert zvonu od jedné
hodiny po piilnoci do k-té hodiny je T}. Cisly jsou oznaceny délky segmentii mezi zafezy na
pomocném kolecku.
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Nésledujici véta ukazuje, ze podminku v definici Sindelovské posloupnosti lze za-
ménit mnohem jednodussi podminkou, jez obsahuje pouze koneény pocet cisel k.
To nam umoznuje provést jen koneény pocet aritmetickych operaci, abychom zjistili,
zda zvolena perioda ai, ..., a, dava Sindelovskou posloupnost. Soucet prvkd periody
budeme nadéle oznacovat ,

s= Z a;. (6)
i=1

Nésledujici dvé véty dokazujeme v [10].

Véta 4. Periodickd posloupnost (a;) je pro liché s Sindelovska, jestlize pro kazdé
ptirozené k < (s + 1)/2 existuje n € N tak, Ze plati (4).

Piiklady. Vyznam véty 4 miizeme demonstrovat na prazské hodinové posloupnosti (1)
pro s = 15. Stadi totiz ovéfit vztah (4) pouze pro k < %(571) =7, tedy jen prvni fadek
v (1). Platnost vztahu (4) pro vSechna ptirozend ¢isla k > 7 na dalsich fadcich (1) pak
jiz vyplyva z véty 4. Tak se nam podarilo odkryt jedno z mnoha tajemstvi prazského
orloje.

Podobné mtzeme ovérit predpoklady véty 4 i pro dalsi periody:
,2prop=2as=3,
,2prop=3as=25,

1

1,2

1,2,3,1lprop=4as=17T,
1,2,3,3prop=4as=09,
1,2,2,1,4,1,4,1, 4,1, 4 prop=11a s = 25.

) )

Existuji sindelovské posloupnosti i pro s suda. Jednu takovou miizeme zkonstruovat
napf. z periody 1, 2, 1, 1, 1:

12111 121 1112 11112...
—— = == —
3 4 ) 6

Véta 5. Periodickd posloupnost (a;) je pro sudé s Sindelovska, jestlize pro kazdé
pfirozené k < s existuje n € N tak, Ze plati (4).

Nésledujici véta udava, ze odhady ve vétach 4 a 5 jsou nejlepsi mozné.
Véta 6. Horni odhady k < (s+1)/2 a k < s ve vétach 4 a 5 nelze zlepsit.

Dikaz je uveden v [11].

6. Nutna a postacujici podminka pro existenci Sindelovské posloupnosti

Necht n 2 2 a a jsou pevné dané cela ¢isla. P¥ipomelime nejprve pojem kvadratického
zbytku. Jestlize kvadratickd kongruence

22 = a (mod n)
ma TeSeni x, pak a se nazyva kvadraticky zbytek modulo n.
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Véta 7. Periodickd posloupnost (a;) je Sindelovska pravé tehdy, kdyz pro kazdé
ne{l,...,ptaje{l,2,...,a, — 1}, pro néz a,, = 2, ¢islo

w:S(iai—j>+1
=1

neni kvadratickym zbytkem modulo s.

Dtikaz je uveden v [13]. Jako vedlejsi vysledek diikazu véty 7 dostdvame znamé
tvrzeni (viz [3, s.15], [11] a obr. 8):

Dusledek. Prirozené cislo r je trojihelnikové pravé tehdy, kdyz je 8r +1 je ¢tvercové.

VAN
VA N .
3 N NPA

Obr. 8. Jiz stafi pythagorejci védéli, ze kdyz r je trojuhelnikové ¢islo, pak 8r + 1 je ¢tverec.
Tento vysledek byl zaznamenan feckym historikem Plutarchem kolem roku 100, viz [28, s. 4].

Poznamka 3. Uvazujme posloupnost (a;) s periodou 1,2,1,1,...,1 a pov§imnéme si,
ze
2
wzs(zai—l)ﬂzw.
i=1

Z véty 7 a zdkona kvadratické reciprocity (viz [9]) je patrno, ze pokud s je liché
prvocislo a
$s=1,2,4,8,9,13,15,16 (mod 17), (7)

pak w je také kvadraticky zbytek modulo s, a tedy (a;) neni Sindelovské posloupnost.
Protoze ale s = 15 neni prvocislo, je posloupnost s periodou 1,2,1,1, ..., 1 sindelovska.
Periody dalsich posloupnosti (a;) lze vySetfovat obdobné.

7. Konstrukce primitivni Sindelovské posloupnosti

Nejprve si zavedeme pojem slozené a primitivni Sindelovské posloupnosti. Pak uvedeme
vétu, kterd ndm bude zarucovat existenci jediné primitivni Sindelovské posloupnosti
pro dané s (viz (6)).

Sindelovsk4 posloupnost (a/

%) s minimélni délkou periody p + 1 se nazyva sloZend,
jestlize existuje Sindelovskéd posloupnost (a;) a m € N tak, zZe

a;=a, i=1,...,m—1,
o ’
am_am+a’m+17

/ .
a; =a;q, t=m+1,...,p.
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Priklad. Perioda 1, 2, 3, 2, 2, 3, 2 odvozend z periody 1, 2, 3, 4, 3, 2 posloupnosti (1)
davéa slozenou Sindelovskou posloupnost. Jinymi slovy, pomocné kolecko (s jednim
zafezem navic) by fungovalo i pro tuto sloZenou $indelovskou posloupnost.

Sindelovské4 posloupnost (a;) se nazyva primitivni, jestlize neni slozena.

Priklad. Snadno lze ovérit, Ze vSechny posloupnosti z ptikladi uvedenych za vétou 4
jsou primitivni.

Véta 8. Pro kazdé s € N existuje jedind primitivni sindelovskd posloupnost (a;) tak,
Ze plati (6) pro néjakou (ne nutné minimalni) délku periody p.

Dukaz je konstruktivni (viz [11]), tj. obsahuje explicitni algoritmus pro nalezeni
primitivni Sindelovské posloupnosti pro dané s.

Posloupnost 1, 1, 1,... se nazyva trividlni Sindelovska posloupnost.

Dukazy poslednich dvou vét jsou uvedeny v [13].

Vé&ta 9. Primitivni sindelovskd posloupnost (a;) je trividlni pravé tehdy, kdyz s = 27
pro néjaké celé j 2 0.

Posledni véta nam zarucuje, ze pro libovolné velké prirozené ¢islo k lze vzdy najit
sindelovskou posloupnost, ktera jej bude obsahovat.

Véta 10. Pro kazdé k € N existuje m € N a Sindelovska posloupnost (a;) takova, Ze
am = k.

Priklad. Perioda 1, 2, 3, 4, 5, 3, 3, 7, 2, 3, 3, 9 s minimalni délkou periody p = 12
a s = 45 dava primitivni Sindelovskou posloupnost (a;) s pomérné velkou hodnotou
a1o2 = 9 vzhledem k s (viz véta 8). Jinymi slovy, dvandcty segment na odpovidajicim
pomocném kolecku by mél délku 9.

8. Zavéreéné poznamky

V dtkazu véty 8 je obsazen numericky algoritmus pro vytvareni primitivnich Sin-
delovskych posloupnosti. Nasledujici tabulka udava periody téchto posloupnosti pro
s = 1,...,25. Pomoci pocitace jsme provérili, ze zadna primitivni Sindelovska po-
sloupnost pro s < 1000 a s # 15 nemd takovou krésnou ,palindromickou® vlastnost
jako prazskd hodinova posloupnost (1), ktera byla pouzita pti konstrukei biciho stroje
prazského orloje. Tuto posloupnost generuje pfi otac¢eni pomocné kolecko znazornéné
na obr. 5 a 6.
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s  Periody primitivnich Sindelovskych posloupnosti
1 1

2 11

3 1 2

4 1111

5 1 2 2

6 1 21 2

7 1 2 31

8 11111111

9 1 2 3 3

10 1.2 2 1 2 2

1 1 21 2 4 1

12 121 21 2 12

13 1113 2 2 3

14 1 2 3 11 2 31

15 1.2 3 4 3 2

66 111111111111 1111
17 1111 2 414 2

18 1 23312 33

19 1113121522

201 2 212 2122122

21 1 2 31 3 3 26

22 1 212 41121241

23 1 22131325111

24 121 2121212121212
201 2 21 4141414

Z tabulky déle vidime, Ze trividlni primitivni Sindelovské posloupnosti odpovidaji
s =27 a nsjaké celé j = 0 (viz véta 9).

O struktufe sindelovskych posloupnosti pro pfipad s = 13 a s = 19, kdy as = 1, se
diskutuje a v pozndmce ke vztahu (7). Pokud by zvon zvonil

1+24---4+12=78=6 x13

za kazdy putlden, pak by pomocné kolecko bylo nejspiSe voleno tak, ze s = 13,
pricemz dalsi moznosti jsou s € {2, 3,6,26,39}. Jejich pfislusné primitivni Sindelovské
posloupnosti ale nejsou tak ,,pékné“ jako je prazska hodinovéd posloupnost (1).

Podékovani. Autofi dékuji pani Mgr. Helené Holovské a Monice Kabelkové za cenné
ptipominky a Mgr. Ing. Jakubu Solcovi, Ph.D., za tviréi pomoc s obrazky. Prace
byla podpofena grantem IAA 100190803 GA AV CR a vyzkumnym zadmérem MSM
0021620839.
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Summary

Ten Mathematical Theorems on the Prague Horologe
by Michal KyiZek, Lawrence Somer, and Alena Solcovd

In the center of the Old Town in Prague, there is an astronomical clock (called ,orloj“ in
the Czech language and horologe in English) — an interesting rarity often visited by many
tourists. We found that there is a surprising connection between this clock and triangular
numbers (see [13]). In this article we take notice of special properties of these numbers that
make the regulation of the bellworks more precise.

The mathematical model of the astronomical clock of Prague was invented by Jan On-
diejiiv, called Sindel (Joannes Andreae, cca 1375-1456), a professor at Prague University
founded in 1348 by the Emperor Charles IV. In 1410, Sindel was the rector there. The
astronomical clock was realized by the skilled clockmaker Mikuld§ (Nicholas) from Kadan
around 1410.

The astronomical clock of Prague is placed inside an almost 60 m high tower of the Old
Town City Hall. The clock has two large dial-plates on the south wall of the tower. Over the
centuries the construction of the clock has been renovated several times, for example, by the
clockmaker Jan from Ruze (called Master Hanus§) around 1490. A memorial plaque devoted
to the creators of the clock is on the left of the lower dial-plate.

The upper dial-plate (see Figure 1) of the astronomical clock is an astrolabe controlled
by a clockwork mechanism. It represents a stereographic projection of the celestial sphere
from its North Pole onto the tangent plane passing through the South Pole. The center
of the dial-plate thus corresponds to the South Pole of the celestial sphere. The smallest
interior circle around the South Pole illustrates the Tropic of Capricorn, whereas the exterior
circle illustrates the Tropic of Cancer. The concentric circle between them corresponds to the
equator of the celestial sphere (see Figures 1 and 2). An important property (known already
to Ptolemy) of the stereographic projection is given by Theorem 1:

Any circle on the sphere which does not pass through the North Polel3) is mapped onto a
ctrcle as well.

Therefore, the ecliptic on the celestial sphere is projected on a circle, which is represented
by the gilded ring with zodiac signs along the ecliptic. However, its center is not the South
Pole, but the ring eccentrically rotates around this pole (see Figure 1). Theorem 2 says that
the stereographic projection is a conformal mapping, i.e., it preserves angles.

The astronomical clock also shows the approximate position of the Sun on the ecliptic, the
motion of the Moon and its phases, and the rising, culmination and setting of the Sun, the
Moon and zodiac signs. The gilded solar hand indicates the Central-European time (CET) in
the ring of Roman numerals. Note that the difference between CET and the original Prague
mean local time is only 138 seconds. The clock-hand with a small gilded asterisk shows the
sidereal time (see Figure 1). Twenty four golden Arabic numerals are used for the ancient
Czech time measured from sunset. Twelve black Arabic numerals denote planetary hours of
the Babylonian time measured from sunrise.

The black circular area at the bottom of the dial-plate corresponds to the astronomical
night, when the Sun is lower than 18° below horizon. The reddish area stands for twilight
(AVRORA in the morning and CREPVSCVLVM in the evening). Sunrise is denoted by
ORTVS and sunset by OCCASVS.

In the main clockwork, there are three large original concentric gears of the same diameter
116 cm (see Figures 3 and 4) which were originally driven on one axis by three pinions, each
with 24 teeth. The first gear has 365 teeth and turns round the zodiac ring once per sidereal
day (23 hr 56 min 4 s). The second gear, which has 366 teeth, drives the solar pointer and

13y Circles passing through the North Pole are mapped onto straight lines.
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turns round once per mean solar day. Since the true orbit of the Earth is elliptic, the Sun
does not move uniformly on the celestial sphere. Therefore, the position of the zodiac ring is
slightly corrected manually several times per year. The third gear, which has 379 teeth (whose
construction is discussed in Theorem 3), drives the Moon’s hand and rotates according to the
mean apparent motion of the Moon. The lunar pointer is also at present manually corrected
due to the elliptic orbit of the Moon. The lunar pointer (see Figure 1) is a hollow sphere with
a hidden mechanism inside that displays the phases of the Moon. It draws energy from the
movement of the elliptical ring.

The lower dial-plate with 12 round pictures of Josef Méanes is a calendar. It turns round
only once per year. The clock-hand on the top shows the particular day of the year. It also
provides information about namedays and other items.

The ingenuity and skill of clockmakers of the 15th century can be demonstrated by the
following example. The bellworks of the astronomical clock contains a large gear with 24 slots
at increasing distances along its circumference (see Figures 5 and 6). This arrangement allows
for a periodic repetition of 1-24 strokes of the bell each day. There is also a small auxiliary
gear whose circumference is divided by 6 slots into segments of arc lengths 1, 2, 3, 4, 3, 2
(see Figures 5 and 6). These numbers constitute a period which repeats after each revolution
and their sum is

s =15.

Fig. 9. Apostles (the right ring) — in front St. Philip holds a cross and
St. Paul a sword and book.

At the beginning of every hour a catch rises, both gears start to revolve, the 12 apostles
appear and transit through two windows in sequence, and finally the bell chimes. The gears
stop when the catch simultaneously falls back into the slots on both gears. The bell strikes

14+24... 424 =300

times every day. Since this number is divisible by s = 15, the small gear is always at the
same position at the beginning of each day.
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The large gear has 120 interior teeth which drop into a pin gear with 6 little horizontal
bars that surround the center of the small gear (see Figures 5 and 6). The large gear revolves
one time per day and therefore, the small gear revolves 20 times per day with approximately
4 times greater circumferential speed. Thus, the small gear makes the regulation of strokes
sufficiently precise despite the wearing out of the slots on the large gear. Moreover, one stroke
of the bell at one a.m. is due only to the movement of the small gear. In Figure 5 we observe
that there is no tooth between the first and second slot of the large gear, since such a tooth
would be extremely thin and thus, it could break. Therefore, in this case the catch is in
contact only with the tooth of arc length 1 of the small gear, which makes the use of the
small gear essential. A detail of the astronomical clock showing the location of the small gear
is given in Figure 7. The catch is in the slot between the segments corresponding to 8 and
9 hours on the large gear.

The number of bell strokes is denoted in Figure 6 by the numbers ..., 9, 10, 11, 12, 13,

. along the large gear. The small gear placed behind it is divided by slots into segments of
arc lengths 1, 2, 3, 4, 3, 2. The catch is indicated by a small rectangle on the top. When the
small gear revolves it generates by means of its slots a periodic sequence whose particular
sums correspond to the number of strokes of the bell at each hour (cf. (1)):

1, 2, 3, 4, 5=3+2 6=1+2+3, 7=4+3, 8=2+1+2+3,
9=4+3+2, 10=1+2+3+4, 11=3+2+1+2+3,
12=4+3+2+1+2, 13=3+4+3+2+1,
14=2+3+4+3+2, 15=1+2+3+4+3+2, ...

In Theorems 4 and 5 we show that we could continue in this way until infinity. However,
not all periodic sequences have such a nice summation property. For instance, we immediately
find that the period 1, 2, 3, 4, 5, 4, 3, 2 could not be used for such a purpose, since 6 < 4+ 3.
Also the period 1, 2, 3, 2 could not be used, since 2+1<4<2+4+1+ 2.

The astronomical clock of Prague is probably the oldest 7, p. 76] still functioning clock
that contains such an apparatus illustrated in Figure 6. Due to the beautiful summation
property discussed above, Sloane in [24] and [25, A028355, A028356] calls the sequence 1, 2,
3,4,3,2,1, 2, 3,4, ... the clock sequence.

Finally, we briefly mention how the triangular numbers

Te=14+2+...+k  k=0,1,2,...,

are related to the astronomical clock. We shall look for all periodic sequences that have
a similar property as the clock sequence 1, 2, 3, 4, 3, 2, i.e., that could be used in the
construction of the small gear.

The periodic sequence (a;) C N is said to be a Sindel sequence if for any positive integer
k there exists a positive integer n such that

Ty =a1+ ...+ an,

where the triangular number 7} on the left-hand side is equal to the sum 1+ ... 4+ k of
hours on the large gear, whereas the sum on the right-hand side expresses the corresponding
rotation of the small gear. A schematic illustration of the triangular number 77 = 28 is given
in Figure 7. The bullets in the k-th row indicate the number of strokes at the k-th hour. The
numbers in Figure 7 denote lengths of segments on the small gear.

In theorem 7 we introduce a necessary and sufficient condition for a periodic sequence to
be a Sindel sequence. Theorems 8-10 deal with various properties of Sindel sequences. In [14]
we give an explicit algorithm for finding the so-called primitive Sindel sequences, which is
uniquely determined for a given s = a1 + ... + ap.
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