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Jazyk matematiky, jeho zmeny a didaktika
matematiky

Ladislav Kvasz, Praha

Jazyk matematiky presiel v priebehu tisicro¢i trvajiceho vyvinu tejto discipliny mnohymi
zésadnymi zmenami. Cielom predkladanej state je opisat charakteristické ¢rty jedného typu
tychto zmien a poukézat na ich dosledky pre vyucovanie matematiky. Sme presvedceni, Ze
mnohé konflikty a nedorozumenia pri vyu¢ovani matematiky suvisia prave so zmenami jazyka.
Preto porozumenie zakonitosti zmien jazyka matematiky a uvedomenie si dosledkov tychto
zmien by mohlo pomoct lepsie porozumiet mysleniu nagich studentov a snad aj lepsie udcit.

Roku 2012 vysla vo vydavatel'stve Filosofia knizka Jazyk a zmena — ako sme menili
Jazyk matematiky a ako jazyk matematiky zmenil nds [12]. Jej cielom bolo opisat me-
chanizmus vyvinu jazyka matematiky a nepriamo predstavit pristup k dejinam mate-
matiky prostrednictvom analyzy zmien jej jazyka. Tento pristup sa zaklada na pozoro-
vani, Ze mnohé z vyznamnych objavov v matematike st spojené s ur¢itou lingvistickou
inovaciou. Matematici ako Descartes, Newton, Frege ¢i Godel st okrem prelomovych
matematickych objavov aj autormi vyznamnych zmien v jazyku matematiky.

V predkladanej stati si kladieme za ciel struéne predstavit hlavné myslienky uve-
denej knihy a poukézat na ich dosledky pre didaktiku matematiky. Najprv uvedieme
Sest aspektov, ktoré charakterizuju vyvin jazyka matematiky z kognitivneho hl'adiska.
Ked tvrdime, Ze zmyslom vyucovania matematiky je rozvijat myslenie Ziakov, tomuto
tvrdeniu moZno dat presnejsi obsah prave prostrednictvom kognitivnych aspektov,
ako su: logickd sila, expresivna sila, metodickd sila, integrativna sila, explanatorickd
sila a konstitutivna sila'. V druhej Casti state na priklade jazyka algebry ukazeme,
ako st tieto kognitivne aspekty v jazyku utvarané prostrednictvom urcitych lingvis-
tickych inovacii. V tretej Casti state sa pokusime zo znalosti kognitivnych aspektov
a s nimi zviazanych lingvistickych inovécii vyvodit ur¢ité désledky pre didaktiku
matematiky. Tieto doésledky suvisia s rozdielnym sposobom chépania matematiky

1Konstitutivnu silu jazyka matematiky by bolo mo#né nazvat aj metaforickou silou, lebo umoziuje
zaviest nové objekty, ako napriklad komplexné ¢isla. Z pohladu predchadzajticeho jazyka takéto
objekty je mozné povazovat za objekty nanajvys v metaforickom zmysle. Postupne si vSak matematici
na tieto nové objekty zvykli a po Case ich zrovnopravnili s pévodnymi objektmi. Ich metaforicky
charakter sa vytratil a ony sa stali objektmi konstituovanymi jazykom. Preto uprednostiiujeme tuto
potencialitu nazyvat konstitutivnou silou.
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ucitelom, u ktorého su prislusné lingvistické inovacie zavisené a zodpovedajtce kogni-
tivne aspekty plne rozvinuté, a ziakom, ktory inovaciami prechédza a aspekty st uitho
v procese kongtiticie. Naga stat rozvija niektoré motivy nacrtnuté v praci [4] tym, ze
ich zasadzuje do kontextu vyvinu jazyka.

1. Potenciality jazyka matematiky

Matematika je povazovana za jazyk vedy, za nastroj, pomocou ktorého discipliny ako
fyzika ¢i ekonomia dosahuju exaktnost. Preto si ¢asto neuvedomujeme, Ze aj samotné
matematika ma jazykovy rozmer: ten isty matematicky obsah moéZze byt vyjadreny
mnohymi spésobmi.? V textoch pochadzajicich z réznych tisekov minulosti je rovnaky
matematicky obsah ¢asto vyjadreny znacne odliSnymi spoésobmi. Jazyk, v ktorom st
prislusné texty sformulované, sa zmenil. Skiimanim réznych zmien jazyka sme postupne
dospeli k zoznamu Siestich kognitivnych aspektov jazyka matematiky, pomocou
ktorych je moZné opisat vyvin matematiky. Kvoli prehl'adnosti ich struéne opiSeme:

1. logickd sila jazyka ukazuje, aké zlozité formuly je mozné v jazyku dokazat;

2. expresivna sila jazyka ukazuje, ¢o nového, ¢o sa v predoslych stadiach vymykalo
vyjadreniu, teraz jazyk umoziuje vyjadrit;

3. metodickd sila jazyka ukazuje, aké nové metody je moZné v jazyku zaviest tam,
kde na predoglych stadiach existovala iba splet nesuvisiacich trikov;

4. integrativna sila jazyka ukazuje, ako jazyk umoziiuje vidiet jednotu a poriadok
tam, kde na baze predoslého jazyka sa ukazovali len navzajom nesivisiace pri-
pady;

5. explanatorickd sila jazyka ukazuje, ako novy jazyk umoziuje vysvetlit zlyhania
jazyka, ktoré boli na predoglom $tadiu nepochopitelné;

6. konstitutivna sila jazyka ukazuje, ako novy jazyk umoznuje prekrocit medze sku-
tocnosti danej v ramci predoglého jazyka a konstituovat radikélne novy druh
objektov.

Tieto kognitivne aspekty nazyvame potenciality jazyka a ich podrobnejsi vyklad je
obsiahnuty v prvej ¢asti knihy Patterns of Change [7, s.14-17]. Je dolezité si uvedo-
mit, ze tieto aspekty predstavuju objektivne ¢rty jazyka. Odpoved na otazky, ,aké
tvrdenia je v jazyku moZné dokézat“, ,aké vztahy je v fiom mozné vyjadrit*, ,aké
problémy umoziuje vyriesit“ ¢ ,aké stuvislosti umoziuje odhalit®, je objektivne dané
vlastnostami jazyka uréitého historického obdobia. Jazyk matematiky méa v kazdej
dobe svoje syntaktické a sémantické pravidla, ktoré jednoznacne urcuji, aka je jeho
logicka, expresivna, metodicka, integrativna, explanatoricka a konstitutivna sila.

V historii matematiky sa zatial podarilo rozlisit devit roznych jazykov, ktoré mo-
zeme zhrnit do tabulky uvedenej nizsie. Tak v starovekom Egypte ¢i Babylone sa

2Vztah matematiky a jazyka je zloZity problém, ktorého analyza by si vyZziadala samostatny ¢la-
nok. Matematiku nie je mozné redukovat na jej jazykové vyjadrenie — praca tvorivého matematika sa
opiera o cely rad mimojazykovych schopnosti, ako st priestorova predstavivost, intuicia ¢ schopnost
abstrakcie. Na druhej strane nemozno popierat Ze rozne jazykové prostriedky (vo forme symbolic-
kych alebo ikonickych jazykov) hraju v rozvoji matematiky vyznamna tlohu. Aby sme zdoéraznili
vyznam jazyka, ale aby sme nenavodzovali predstavu redukcie matematiky na jazyk, hovorime o ja-
zykovom rozmere (a nie o jazykovom charaktere) matematiky. O tychto filozofickych otazkach piseme
v statiach [9, 11].
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jazyk matematiky v podstate redukoval na jazyk elementdrnej aritmetiky, v antickom
Grécku bol vytvoreny jazyk syntetickej geometrie, a Arabi v deviatom storo¢i polo-
zili zéklady jazyka algebry. Po renesancii zapadnej civilizacie sa postupne zrodil jazyk
analytickej geometrie, jazyk diferencidlneho a integrdlneho poctu, jazyk iterativne;j geo-
metrie, jazyk predikdtového poctu, jazyk tedrie mnoZin a jazyk tedrie algoritmov. Ked
v tomto ¢lanku hovorime o jazyku matematiky, myslime tym jeden zo siiborov pravidiel
na manipulaciu so symbolmi alebo na generovanie obrazcov uvedeny v nasledujtcej
tabulke [7, s. 86].3

ELEMENTARNA
ARITMETIKA
SYNTETICKA
/ GEOMETRIA
ALGEBRA
\ ANALYTICKA
GEOMETRIA
DIF. A INT.
POCET
ITERATIVNA
GEOMETRIA
PREDIKATOVY
POCET
TEORIA
MNOZIN
TEORIA
ALGORITMOV

Da sa povedat, ze kazdy z deviatich jazykov uvedenych v tabul'ke obohatil matema-
tiku o moZnost opisu nového druhu objektov. Jazyk algebry umoznil zaviest polynomy,
jazyk analytickej geometrie priniesol cely rad novych kriviek, jazyk diferencidlneho
a integralneho po&tu umoznil zaviest funkcie. Tieto rozsirenia univerza matematiky

3Keby sme chceli byt aplne presni, museli by sme do kazdého obdlznika tabulky dopisat slovo
»jazyk® (teda namiesto ,Elementarna aritmetika“ napisat ,, Jazyk elementarnej aritmetiky*, namiesto
»Syntetickd geometria“ napisat ,Jazyk syntetickej geometrie“ atd.). To by v8ak tabulku zbyto&ne
roztiahlo. Verime, Ze citatel si devat vyskytov slovka ,jazyk* v duchu doplni.
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8li ruka v ruke so zavedenim novych druhov pravidiel, ako st pravidla substitacie ¢i
pravidl& derivovania stacinu funkcii, ktoré obohatili jazyk matematiky o nové vyrazové
moZnosti.4

Vyvin jazyka matematiky spociva v raste jeho logickej a expresivnej sily. Neskor-
gie §tadia rozvoja jazyka matematiky umoziuju dokéazat stale silnejSie vety a opisat
stale 8irsi okruh javov. Metodickd a integrativna sila tiez postupne narasta. Neskor-
Sie stadia rozvoja jazyka umoziuju vyriesit SirSie triedy problémov prostrednictvom
Standardnych metéd a v prislusnej discipline odkryvaju stale vyssi stupeii jednoty.
Ezplanatorickd a konstitutivna sila jazyka tieZ narasté. NeskorSie Stadia rozvoja ja-
zyka poniikaja stile hlbsie porozumenie svojich metod (predovsetkym ¢o sa tyka ich
hranic) a prinaSaja stale bohatSie univerza objektov. Uvedenych Sest aspektov na-
zyvame potencialitami jazyka matematiky, lebo predstavuji rézne smery, v ktorych
jazyk rozsiruje naSe kognitivne schopnosti. Domnievame sa, Ze je to prave rozvijanie
uvedenych potencialit jazyka, ktoré dava vyucovaniu matematiky jeho vyznam. Tym,
Ze si ziak osvoji jazyk elementarnej aritmetiky, syntetickej geometrie ¢i algebry, jeho
mysleniu sa otvoria nové horizonty. Potenciality jazyka charakterizuji rézne smery ¢
aspekty tohto kognitivneho rastu.

2. Spo6sob konstittcie potencialit jazyka

Po objasneni toho, ako jazyk matematiky otvara nasmu mysleniu nové moznosti, uké-
Zzeme na priklade algebry, ako su tieto kognitivne aspekty jazyka matematiky vy-
tvarané. Na tomto konkrétnom priklade budeme ilustrovat mechanizmus, ktory sa
v dejindch matematiky znova a znova opakoval a viedol ku vzniku celého radu symbo-
lickych jazykov od poctov a algebry az po symbolick logiku. Nasa téza je, ze v kazdom
symbolickom jazyku je mozné rozlisit jeho Sest zloZiek ¢i aspektov, ktoré konstituuju
prislusné potenciality jazyka.

2.1. Logicka sila jazyka a sp6sob vyjadrenia vSeobecnosti

Logicka sila jazyka algebry je v [7] charakterizovana jeho schopnostou dokézat tvrdenia,
ako je neskonstruovatelnost pravidelného sedemuholnika pomocou kruzidla a pravitka
alebo neriesitelnost rovnice piateho stupha v radikaloch. Algebra je schopna dokazat
tvrdenia tohto typu, lebo jej jazyk dokaZe explicitne vyjadrit postup rieSenia. Napri-
klad skonstruovatelnost pomocou kruzidla a pravitka dokaze vyjadrit ako postupnost
kvadratickych rozsireni. Subor vSetkych geometrickych konstrukcii sa tak stava alge-
braickym objektom (polom) a neskonstruovatelnost sa stava vlastnostou vyjadritelnou
v jazyku (neprinéalezanie uréitej veli¢iny tomuto polu).

4Tabulka deviatich typov jazyka, ktoré sa zrodili v priebehu dejin matematiky, vykazuje pozoru-
hodnti polaritu. Jazyky uvedené v Tavom stlpci st symbolické (stvisia s manipulaciou so symbolmi),
jazyky uvedené v pravom stlpci st ikonické (stvisia so spésobom tvorby obrazovych reprezentacii).
V knihe [7] sa podrobnejsie venujeme prechodom medzi tymito typmi jazykov, ktoré st v tabulke zna-
zornené Sipkami. Sipky smerujice zlava doprava predstavuji proces vizualizacie, akym bol napriklad
Descartov vynalez moznosti vizualizovat polynomy (ktoré boli do r. 1637 symbolickymi objektmi, bez
akejkol'vek vizualnej reprezentacie) vo forme algebraickych kriviek. Sipky smerujice zprava dolava
predstavuju proces symbolizacie, akym bol napriklad Leibnizov vynalez symbolicky zachytit krivky
analytickej geometrie vo forme funkcii. Funkcie je moZné s¢itat, nasobit & derivovat, ¢o pre krivky
nie je vobec jednoduché.
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Jazyk algebry mozeme charakterizovat ako jazyk prindSajuci objektové premenné.
St to tieto premenné, ktoré zakladaji schopnost jazyka dokazat tvrdenia, ako je veta
o neskonstruovatelnosti uréitych geometrickych tutvarov pomocou kruzidla a pravitka.
Logicki silu jazyka moZno tak dat do savisu so zavedenim nového druhu symbolov.
V algebre st to symboly pre objektové premenné x,vy, z, ..., v matematickej analyze
symboly pre funkcionalne premenné f,g,...

2.2. Expresivna sila jazyka a spdsob generovania komplexnosti

Ked al-Chwéarizmi zaviedol pre nezndmu termin $aj (s vyznamom vec), pre jej druhd
mocninu termin mdl (s vyznamom majetok, chapany ako pozemok) a pre tretiu moc-
ninu kdb (s vyznamom kocka), je zrejmé, ze vychadzal z geometrického chapania moc-
niny. Pri dokazoch $aj reprezentoval tiseckou, mdl Stvorcom a kdb kockou. Geometer by
sa tu zastavil. Al-Chwéarizmi vSak isiel dalej a vytvoril mdl-mdl, kdb-mdl, kdb-kdb ...
Sice nevedel, ¢o tieto symboly oznacuju (pre vySSie mocniny neznamej nedispono-
val geometrickou interpretaciou), rodiaci sa jazyk algebry mu vSak umoznil prelomit
medze trojrozmerného priestoru, do ktorého bola zovreta anticka geometria.

Vysledok, ktorym eurdpska matematika po prvy raz prekrocila troven antickej ma-
tematiky a ktory moZno povaZovat za ilustraciu expresivnej sily jazyka algebry, je vyrie-
Senie rovnic tretieho a $tvrtého stupiia. Tieto rieSenia boli publikované roku 1545 Giro-
lamom Cardanom v Ars Magna Sive de Requlis Algebraicis. Cesta, ktora k nim viedla,
bola otvorena zavedenim vysSich mocnin nezndmej. Riesit rovnice treticho a $tvrtého
stupiia prostriedkami euklidovskej geometrie je nemozné.

Expresivna sila jazyka sivisi so zavedenim operécie, ktori je mozné neobmed-
zene iterovat. V algebre je to operacia umochovania z,z?, 2>, 2%, ..., v matematic-
kej analyze je to operacia derivovania df/dz,d?f/dz?,d3f/d2?,d*f/dz?, ... Pre nie-
kol'ko prvych iteracif tejto operacie mame sémantické ukotvenie (z je dlzka, 2 obsah,
23 objem; prva derivacia je rychlost, druha derivacia zrychlenie). Dalsie iteracie viak
opustaju tuto interpretaciu a pokracuju ¢isto formélne.

2.3. Metodicka sila jazyka a zavedenie parametrov

Pojem metodickej sily jazyka sa v Patterns of Change nevyskytuje, zaviedli sme ho
v [10]. Prikladom ilustrujicim metodicku silu jazyka je analytickd metoda, ktort vy-
tvoril Viete v In Artem Analyticam Isagoge [17]. Je to metdda urcena na riesenie lubo-
volného problému a zaklada sa na tom, Ze v probléme, ktory chceme riesit, oznacime
nezndme i zndme veli¢iny pismenami, zapiSeme vztahy medzi nimi pomocou rovnic
a potom upravou rovnic hlfadame vyjadrenie neznamych pomocou znamych. Poévodne
sa v algebre pismena pouzivali iba na zapis neznamych, kym koeficienty rovnic sa zada-
vali pomocou konkrétnych ¢isel. Vietovou ideou bolo pouzit vSeobecnost, ktori prinieslo
zavedenie symbolov pre premenné, aj pri opise toho, ¢o pozname. Viéte tak konkrétne
hodnoty, vystupujice v zadani uréitej tlohy, nahradil pismenami, ¢im vytvoril novy
druh syntaktickych objektov — parametre.

Viétova metdda sivisi so schopnostou jazyka vyjadrit rozdiel medzi tijm, ¢o po-
zndme, a tym, co hladdme. Parametre oznacuju veli¢iny, ktoré pozname, neznama
oznacuje veli¢inu, ktort hladame. Metodicka sila jazyka savisi so zavedenim konven-
cie, ktord zodpoveda tomuto epistemologickému rozlieniu. V algebre je to rozdiel
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medzi nezndmymi a parametrami (z,y, z/a, b, c), v analyze rozdiel medzi hodnotou
premennej a odchylkou od tejto hodnoty (z/h). Aspektom, ktory zaklad4d metodicka
silu jazyka, je tak zavedenie symbolov réznej epistemologickej kvality.

2.4. Integrativna sila jazyka a viazanie termov do foriem

Zavedenie nového druhu symbolov zakladé logicki silu jazyka. Z tychto symbolov sa
pomocou operacii vytvorili zloZené vyrazy, ktoré zakladaju expresivnu silu jazyka.
V tretom kroku sa zloZené vyrazy skombinovali s parametrami, ¢im vznikli termy,
ktoré zakladaju metodicku silu jazyka. Jazyk ziskal bohatstvo vyrazovych moznosti,
ale plati za to roztriestenostou, neprehladnostou a zlozitostou. Stvrtou potencialitou
jazyka je integrativna sila, ktora predstavuje schopnost jazyka nachidzat jednotu tam,
kde predoslé stadia ukazovali iba nestvisiace pripady. Integrativnu silu jazyka zaklada
spdjanie termov do foriem. Toto spajanie vedie ku vzniku nového druhu objektov,
ako su polynémy alebo matice. Zavedenie polynémov, na rozdiel od zavedenia zlo-
Zenych vyrazov, neprebieha v ,dialogu® s realitou, na opis ktorej jazyk sluzi. Nejde
o predlZenie uz existujucej postupnosti za hranice, ktoré zviizovali jazyk na predoglych
stadiach. Integrativna sila jazyka prinasa tplne novy druh objektov, aky v realite vébec
nenachddzame.?

Ako ilustraciu integrativnej sily jazyka algebry uvedieme myslienku Michaela Sti-
fela, vedicu k zavedeniu polynomickych foriem. Pred Stifelom matematici rozliSovali
tri typy kubickych rovnic: 22 +ax = b; 22 + b = ax a 22 = ax + b, a kazdy typ riesili
samostatne, pomocou postupu uréeného gpeciélne pre dany typ. Pri¢inou oddeleného
rieSenia tychto typov rovnic bol fakt, Ze algebraici 16. storocia pripustali ako koeficien-
ty iba kladné ¢isla. Stifel v knihe Arithmetica integra roku 1544 prisiel s myslienkou
zIadit tieto tri typy rovnic do jednotného tvaru =3 4+ ax + b = 0 tym, Ze pripustil, aby
koeficienty v rovniciach nadobidali aj zaporné hodnoty. Na zaklade toho sa postupne
presadilo pisanie rovnic s nulou na pravej strane.” Takto doglo ku ,,zrasteniu® & inte-
gracii jednotlivych termov do objektu nového druhu — polynomickej formy. Polynéom
je objekt nového druhu a na préacu s nim st potrebné nové operacie: séitanie, od¢itanie
a nasobenie polynémov.

Ked chceme néjst aspekt jazyka, ktory integraciu termov do polynomickej formy
umoziuje, nie je tazké si uvedomit, Ze nim je schopnost jazyka upravit stibor termov na
standardny tvar (za¢inajtc najvy$Sou mocninou, za koeficienty zvolit parametre, .. .)

5V knihe Patterns of Change sme ako ilustraciu integrativnej sily jazyka algebry uviedli analyticka
metdédu. Bolo to sposobené tym, Ze v Case pisania knihy sme si neuvedomovali existenciu metodic-
kej sily jazyka, a preto to, ¢o je v skuto¢nosti ilustraciou metodickej sily, sme pouzili ako ilustraciu
integrativnej sily. Analytickd metéda prindSa do matematiky vysoka mieru jednoty (staéi porovnat
algebru s Euklidovou geometriou, aby sme si uvedomili nesystematicky charakter Euklidovych po-
stupov). AvSak jednota, ktora prinaSa analyticka metdda, je ,,vedlajsim produktom* metodickej sily
jazyka. Preto po zavedeni metodickej sily jazyka musime najst int ilustraciu integrativnej sily jazyka
algebry.

6Clen s 22 mo#no odstranit pomocou linearnej substitucie, takze skutocne ostavaja iba tieto tri
typy.

7Tento posun mal zasadny vyznam pre vznik analytickej geometrie, lebo umoznil na miesto 0 dat y,
a tak polynomicku formu (kanonickd podobu uréitého vyrazu) pochopit ako polynomickid funkciu.
Pritom je obzvlast uspokojivé ilustrovat integrativnu silu jazyka prave myslienkou zo Stifelovej knihy
Arithmetica integra. Nazov naznacuje, Ze si Stifel integrativnu silu jazyka algebry mohol skuto¢ne
uvedomovat.
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a tieto Standardizované vyrazy uchopit ako objekty nového druhu. Stifel pri tvorbe
polynému spojil formdine podobné, ale sémanticky nesivisiace vijrazy. Preto je poly-
nom forméalny objekt. Jednota pripadov, ktoré spaja, nie je obsahova, ale forméalna.
Na polynémoch zaloZena integrativna sila jazyka spoéiva v schopnosti vnésat do sveta
jednotu, ktord méa jazykovy pdvod — jednotu, ktora nemozno vyéitat zo sveta. Analo-
gickym spdsobom vznikaji v matematickej analyze potencéné alebo Fourierove rady.

2.5. Explanatoricka sila jazyka a tvorba formalnych predikatov

Nové formy, ktoré zakladaju integrativnu silu jazyka, moZno pouZit na zavedenie no-
vych predikdtov. Casto je pomocou tychto novych predikitov mozné vyjadrit medze
predoslého jazyka. MozZnost v jazyku Jo (napriklad v jazyku algebry) explicitne vyja-
drit medze predoslého jazyka Jy (jazyka syntetickej geometrie, ktoré boli v jazyku Ji
nevyjadritelné) umoziuje vysvetlit pri¢iny zlyhania jazyka J;. Schopnost vysvetlit
zlyhanie jazyka Ji zakladé explanatorickid silu jazyka Jo. Explanatoricka sila jazyka
algebry je v Patterns of Change charakterizované ako schopnost vysvetlit nemoZnost
trisekcie uhla, duplicity kocky a konstrukcie pravidelného sedemuholnika pomocou
kruzidla a pravitka. Toto vysvetlenie spo¢iva v nahliadnuti, Ze euklidovské konstrukcie
neumozituji zostrojit tsecky, ktorych dizka je rieSenim transcendentnej, lebo ireduci-
bilnej rovnice tretieho stupina; avsak trisekcia, duplicita aj konstrukcia pravidelného
sedemuholnika vyzaduji konstrukciu prave takejto tsecky.

Neriesitelnost trisekcie uhla sa v geometrii ukazovala na systematickom zlyhavani
pokusov o jej rieSenie prostriedkami Euklidovho kdnonu. Geometria vSak nevedela toto
systematické zlyhavanie vysvetlit. Je to preto, lebo v jazyku geometrie nemozno de-
finovat predikat ,korefi ireducibilnej rovnice tretieho stupria®, ktory umoziuje vytycit
medze jazyka geometrie. Algebra zlyhanie geometrie vysvetlit vie, a toto vysvetlenie
je prejavom explanatorickej sily jej jazyka. Predikaty ako ,,byt koreriom ireducibilného
polynomu tretieho stupria® poskytli jazyku algebry vyrazové prostriedky umoznujice
vyty¢it v univerze tseciek hranicu medzi skonstruovatelnymi a neskonstruovatel nymi
tseCkami.

2.6. Konstitutivna sila jazyka a urcité deskripcie

Konstitutivna sila, podobne ako sila metodicka, nie je v knihe Patterns of Change
uvedena. K nutnosti jej zavedenia sme dospeli v stati [10]. Priklady, ktorymi sme
v uvedenej stati konstitutivnu silu jazyka charakterizovali, v8ak uz dnes nepovazujeme
za vhodné. Vo vicSine jazykov je mozné narazit na definovanie novgch objektov po-
mocou uréityjch deskripcii. V algebre je prikladom urcitej deskripcie definicia &isla ako
korefia uréitého polynomu, t.j. operatora iota, ktory z predikatu p(z) = 0 vytvori ¢islo
wr;p(z) = 0, €o je ,to jediné x, pre ktoré plati p(z) = 0“.® V matematickej analyze
je prikladom urcitej deskripcie definicia novej funkcie pomocou diferencialnej rovnice.
Kazdy jazyk prinaSa osobity sposob definovania novijch objektov, ked z predikatu vy-
tvori ur¢itt deskripciu.

Povodne sme si mysleli, Zze operaciou, vytvarajucou konstitutivnu silu jazyka, je
inverzné operacia k operacii, ktora zaklada jeho expresivnu silu. Vo viésine jazykov

80tazku jednoznacnosti takto definovaného &isla treba samozrejme osobitne oSetrit, kedze dany
polyném ma spravidla viac nez jeden korei.
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existuju operacie v navzajom inverznych dvojiciach. V aritmetike mame ku sé¢itaniu
od¢itanie, v algebre k umociovaniu odmochiovanie, v matematickej analyze zas k de-
rivovaniu integrovanie. Pritom st to spravidla prave inverzné operacie, teda od¢itanie,
odmochovanie a integrovanie, ktoré si vynucuji rozsirenie oboru individui. Tak ope-
racia od¢itania si vynucuje zavedenie zapornych ¢isel, operacia odmocnovania prinasa
komplexné ¢isla a operacia integrovania nas niti opustit obor racionélnych lomenych
funkcii a zaviest logaritmus a d'alSie transcendentné funkcie.

Tato prvotnéd myslienka je v zésade spravna, avSak invertovanie operécie je iba
Specidlnym prikladom definovania novych objektov pomocou uréitej deskripcie. Na-
priklad v algebre moézeme /2 definovat bud pomocou operacie odmociiovania, ¢o je
operécia inverzna k umociiovaniu, alebo ako tz;2%2 — 2 = 0 (to jediné kladné realne
¢islo @, pre ktoré plati 2 —2 = 0), to jest pomocou uréitej deskripcie obsahujticej pre-
dikat 22 — 2 = 0. Musime si v8ak uvedomit, Ze existuje cely rad polynémov (vlastne je
ich drviva vd¢sina), ktorych rieSenia nie je mozné vyjadrit pomocou odmocnin. TakZe
operacia odmociiovania (a invertované operacia vo vSeobecnosti) je prili§ slaba na to,
aby umoZnila vytvorit univerzum jazyka algebry v jeho plnej sile. Pre polynomy v8ak
mozeme vytvorit predikat (t.j. predikat ,,byt korefiom polynému p(z)*“), z neho zod-
povedajicu ur¢ita deskripciu a s jej pomocou zaviest nové individué. To znamené, Ze
urcité deskripcie umoziuji definovat nové objekty aj vtedy, ked tieto objekty nie je
mozné vyjadrit pomocou odmocnin.

V podiatoénych stadiach rozvoja urcitej discipliny sa ako hlavny néastroj konstitu-
tivnej sily jazyka pouziva invertovanie operacie zakladajicej expresivnu silu. To umozni
uzavriet symboliku jazyka eSte predtym, ako sa jazyk plne rozvinie, teda predtym, ako
vznikna formy a predikdty. Plné rozvinutie konstitutivnej sily jazyka vS8ak nastane
az potom, ked si matematici uvedomia obmedzené moznosti rieSenia rovnic pomocou
radikalov, rieSenia diferencidlnych rovnic pomocou kvadratir a vo vSeobecnosti ob-
medzenost postupov zalozenych na invertovani operécii. Uvedené priklady ukazuju, ze
definovanie objektov pomocou uréitych deskripcii je v8eobecnou ¢értou rozvoja jazyka
matematiky.

Konstitutivna sila jazyka spociva v tom, Ze sa pomocou predikdtu nového jazyka
zavadzaju objekty nového druhu. Pritom z hladiska predoslého jazyka prislusnému
predikatu ziadny objekt nezodpoveda. Jazyk tu pouzivame na rozsirenie univerza bez
toho, aby sme toto rozSirenie mohli legitimizovat prostriedkami predoslého jazyka.
Tento krok preto spravidla vyvolava burlivé diskusie. Povodne boli totiZz prostriedky
nového jazyka zavedené kvoli efektivnejSiemu opisu objektov, ktoré boli ontologicky
ukotvené v univerze predoslého jazyka. Tak algebraickid symbolika bola dlho pouzi-
vané na rieSenie rovnic, ktoré vznikaju v praktickych dlohéch, a rieSenim rovnic boli
racionalne ¢isla, teda objekty jazyka aritmetiky. Preto vysledky algebraickych postu-
pov, ktoré nebolo mozné aritmeticky interpretovat (zaporné ¢ komplexné korene),
boli odmietané. Este aj Descartes vo svojej Geometrii [3] nazyval zdporné rieSenia
rovnic faloSngmi rieSeniami. Nakoniec sa v8ak novy jazyk ,odputal® od predoslého
jazyka a na jeho vyrazy sa zacalo pozerat ako na deskripcie, ktoré konstituujia objekty
nezévisle od toho, ¢i v predoslom jazyku méame pre ne oporu alebo nie.

Vo vSeobecnosti mozno povedat, Ze konstitutivna sila jazyka sivisi s roz§irenim rea-
lity o nové objekty, ktoré st definované pomocou forméalnych predikatov. V algebre st
to komplexné ¢isla, v analyze nikde nediferencovatelné funkcie. Tieto objekty porusuja
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obvyklé vlastnosti predmetov prislusného odboru. Preto z hladiska predoglého jazyka
novy objekt nie je naozaj vytvoreny a mozeme o iom hovorit nanajvys v metaforickom
zmysle.

2.7. Zaver

Pre kazdu zo Siestich potencialit jazyka sa nam podarilo najst uréity prvok, ktory
prislusnu potencialitu vytvara. Kazdy jazyk prinidSa novy druh symbolov, pre ktoré
zavadza urcita formdlnu operdciu. Tato operdciu je mozné iterovat, ¢im vzniki ne-
obmedzena postupnost zloZengjch vijrazov. Pre symboly zavedie urc¢ité epistemologické
rozlisenie, pomocou ktorého v kombinécii s formalnou operaciou vytvori termy. Rozne
vyrazy, ktoré je mozné vytvorit kombinéiciou termov, zjednoti do foriem. Pomocou
foriem vytvori formdine predikdty a tie premietne na univerzum jazyka. Nakoniec
toto univerzum doplni o objekty zodpovedajice urcitym deskripcidm tak, aby bol svet
v stlade s pravidlami jazyka.

Vidime, ze jazyk matematiky nie je nahromadenim mien, pomenuvajicim objekty
sktisenosti. Vyvoj jazyka nie je neseny potrebou pomenivat objekty skusenosti, ale
potrebami syntaxe. Novy jazyk je vytvoreny pomocou siboru novych pravidiel sub-
stiticie (za novy druh neznamej), pravidiel konkatindcie (umoziujucich neobmedzent
iterovatelnost prislusnej operacie), pravidiel konvencného rozlisovania (medzi parame-
trom a neznamou, medzi funkénou hodnotou a jej prirastkom), pravidiel rozpozndvania
formy, pravidiel predikovania, pravidiel pre pouzZivanie urcitych deskripcii. Tieto pra-
vidla nie su diktované skusenostou, ale prave naopak, tazbou tito skisenost pochopit,
zjednotit, opisat — jednym slovom, dat jej zmysel. A prave preto, Ze prislugné pravidla
nie st dostatoéne ukotvené v beznej sktisenosti, ich vyuka naréza na viaceré problémy.

3. Didaktické do6sledky mechanizmu rozvoja jazyka matematiky

Kazdy zo 8iestich krokov, pomocou ktorych vznika ur¢ity jazyk, prinaSa urcité pro-
blémy pre didaktiku matematiky. Ziak musi zvladnut nové pravidla substiticie, kon-
katinacie, konven¢ného rozliSovania, rozpoznavania formy, tvorby predikiatov a pouzi-
vania urcitych deskripcii. Pritom kazdy z tychto Siestich krokov ho stavia pred urciti
kognitivnu prekazku.

3.1. Zavedenie symbolov nového druhu

Zavedenie nového druhu symbolov vyzaduje od Studenta urcity druh spredmetnenia,
ktoré je opisané v tedrii Anny Sfard [14]. Pre ucitela prislusné symboly zastupuja
uréité objekty s iplnou samozrejmostou, kym pozornost Ziaka je dlho viazané na pra-
vidla manipulacie s prislusnymi symbolmi, takze realitu, ktortt symboly zastupuji,
¢asto ani nevnima. UGitel rozprava o predmetnej skuto¢nosti, zatial ¢o ziak vnima len
rovinu znakov. Preto je z didaktického hl'adiska velmi do6leZité neunahlovat zavadzanie
symboliky, ale pockat, kym sa v mysleni Ziaka vytvori urcité predmetna skutoc¢nost,
ktort ma symbol zastupovat. V pripade algebry to znamené pockat, az sa v mysleni
ziaka spredmetni neznama — teda napriek tomu, Ze konkrétnu hodnotu neznamej ziak
nepoznda, bude pre neho rovnako skuto¢né ako I'ubovolné in& veli¢ina, ktorej hod-
notu pozna. A7 potom, ked dodjde k tomuto spredmetneniu neznéamej, mozno na jej
oznadenie zaviest symbol z.
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3.2. Zavedenie novej, neobmedzene iterovatel'nej operacie

V tomto pripade stoja proti sebe potreba kontextového ukotvenia prislusnej operécie,
aby bolo mozné poznat a osvojit si jej vlastnosti, s jej neobmedzenou iterovatelnos-
tou, ktora je Cisto formalna a kazdé kontextové ukotvenie vylucuje. Ziak sa musi na-
ucit spojit kontextovi ukotvenost operacie, ktora mu umoziuje s istotou sa orientovat
v roznych situaciach, s iplnou dekontextualizdciou tejto operacie, nutnej pre jej neob-
medzent iterovatelnost. Tak v pripade algebry sa Ziak musi naudit na jednej strane na
priklade druhej a tretej mocniny zddvodnit pravidlo pre mocninu sacétu, ale sucasne
musi byt schopny toto pravidlo preniest na pripad Stvrtej ¢i piatej mocniny, kde uz
ziadnu nazorni predstavu pouzit nemoze. Spojenie kontextového ukotvenia s dekontex-
tualizéciou je pre matematické myslenie typické, a jeho nezvladnutie je mozno jednou
z hlavnych pri¢in tazkosti, ktoré Ziakom matematika sposobuje.

3.3. Zavedenie epistemologického rozliSenia

Zavedenie konvencie, akou je napriklad odlienie neznamej od parametra v algebre,
ktoréa zodpoveda urcitému epistemologickému rozdielu, je spojené s problémom, ze toto
rozliSenie je ,,neskutocné”, tejto konvencii v realite ni¢ nezodpoveda. Preto toto rozli-
Senie nie je mozné skisenostne priblizit. Ziak sa musf napriek tomu nau¢it rozlfSeniam
tohto druhu porozumiet a zvladnut ich pouzivanie. Velké mnozstvo pismen s réznymi
funkciami moze vyvolavat spoc¢iatku zméatok. Niektori ucitelia preto volia ,,ustrnutie
konvencie, ked urcité aspekty problému vyjadruju vzdy rovnako, pouzivajtc ten isty
symbol. To sice ulah¢uje pohybovanie sa vo vnutri tejto zjednoduSenej situécie, ale
moze sposobit tazkosti neskor, ked sa toto ,ustrnutie® stava brzdou dalsieho rozvoja.

3.4. Zjednotenie vyrazov do foriem

Zvladnut zjednotenie vyrazov, ktoré spolu vecne nesuvisia, do jednotnej formy, nie je
kognitivne vobec jednoduché. Ziak sa musf naucit ukotvenie vyrazov jazyka v realite
a nahradit ho néasledne ukotvenim vo forméalnych vztahoch. Casto sa tento proces zjed-
nocovania, teda prechod od rovnic k polynémom, vynechava a polynémy sa zavadzaja
nezavisle od rovnic ako novy druh vyrazov. Polynéomy st potom Ziakmi vnimané ako
Cisto matematické vyrazy, ktoré nemaju Ziaden vztah ku skuto¢nosti, a nie je jasné,
aky zmysel mé sa nimi zaoberat. Matematika sa tak odcudzuje od sveta. Zvladnutie
polynémov tak predstavuje druhi droveri spredmetnenia jazyka algebry.

3.5. Vytvorenie formalnych predikatov

Ak si Ziaci neosvoja polynomy, ak ich neprijma ako objekty, formalne predikaty (ako
ireducibilita) buda pre nich tazko pochopitelné. V zmyslovej skisenosti takymto pre-
dikdtom ni¢ nezodpoveda. Na to, aby forméalne predikaty ziskali pre Ziakov zmysel,
Ziaci sa musia naudit zmyslovii skuto¢nost rozsirit o formélnu realitu. Nové predikaty
totiz vnasaju rozliSenia az do tejto rozsirenej skuto¢nosti — bez nej st to iba prazdne
zvuky.
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3.6. Rozsirenie skuto¢nosti pomocou urcitych deskripcii

Rozgirenie reality o nové objekty, ktoré si zavedené pomocou urcitych deskripcii, ako
st napriklad komplexné ¢isla, je spojené s dalsim siborom kognitivnych problémov,
lebo tieto objekty spravidla porusuju bezné vlastnosti objektov danej discipliny. Ziak
sa musi naucit oddelit pojem objektu od tychto vlastnosti a zvyknat si na novy, ovela
slabsi pojem reality. Musi sa naucit beZné vlastnosti objektov potlacit a napriek tomu
zachovat ich narok na realnost. Napriklad k prijatiu komplexnych ¢isel musi pojem ¢isla
oddelit od usporiadania, od moZnosti porovnat dve &isla podla velkosti. To vSak nie je
lahké, pretoZe pojem ¢&isla bol zavedeny prave kvoli tomuto porovnavaniu. Ak chceme,
aby komplexné ¢isla stratili nadych neskutoc¢nosti, je potrebné postupné prebudovanie
celej kognitivnej struktary.
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