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Necekané hratky s tretim Keplerovym
zakonem

Jaroslav Klokocnik, Ales Bezdéek, Ondrejov, Jan Kostelecky, Zdiby

1. Uvod

Johannes Kepler vyuzil Tychonova a vlastni pozorovani planet, hlavné Marsu, k for-
mulovani svych zakont (napf. [11], [7]). V praci Harmonices mundi libri V (1619)
publikoval vztah mezi ob&znymi dobami planet a jejich vzdalenostmi od Slunce, tzv.
,harmonicky zakon“. Dnes ho nazyvame tieti Keplertv zakon. Rika, Ze pomér druhych
mocnin obéznych dob dvou planet se rovna poméru tietich mocnin jejich ,stfednich
vzdalenosti“ od Slunce. V soucasné dobé k zapisu zédkona pouzijeme vzorec

(T1/T»)? = (a1/a2)?, (1)

kde T; je Cas, za néjz planeta ¢ urazi svou obé&znou drahu kolem Slunce, a a; je hlavni
poloosa jeji drahové elipsy, ¢ = 1, 2. Presnéjsi verzi, uvazujici i hmotnosti planet, lze
dnes snadno odvodit z Newtonova gravita¢niho zédkona (napt. [25]).

Treti Kepleruv zakon patii mezi nejpouzivanéjsi vztahy v astronomii. Kepler by
byl jisté rad, kdyby vidél, Ze a jak lze jeho zdkony pouzivat i pro pohyby umélych
druzic Zemé& (UDZ) v tzv. drahové dynamice druzic (coz je podobor nebeské mecha-
niky) a dokonce pro vybér drah UDZ, co se hlavni poloosy drahy a sklonu obézné
roviny k roving zemského rovniku tyce (tzv. jemné doladovani drahy). Cilem je, aby
se vybrané drahy hodily co nejlépe k uréeni parametri gravitacniho pole Zemé (nebo
jinych z druzicovych méfeni uréovanych veli¢in). To, co v tomto ¢lanku nasleduje, neni
vlastné nic jiného nez dalsi, pro ¢tendfe moZzné nefekana aplikace tFetiho Keplerova
zékona.

2. Drahové rezonance UDZ a treti Keplertv zakon

2.1. Drahové rezonance

Kdyz druZice uskute¢ni 8 ob&ht kolem Zemé za « dnii (v, § €isla celd a nesoudélnd),
hovofime o rezonanci 5/«. Draha druZice se vii¢i zemskému pozorovateli (subsatelit-
nimu bodu) po g obézich za a dnt pfesné zopakuje.

Tato charakterizace je geometricky nazorna, ale nepfesna. Obéhy musime pocitat
od uzlu drahy UDZ k témuz uzlu drahy, takze mluvime o nodalnim obé&hu. ,,Uzel
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drahy“ je jedna z pravé Sesti integracnich konstant pohybovych rovnic, tzv. drahovych
element, definujicich prostorové usporadani a tvar drahy druzice, pfedstavené ve zjed-
noduSeném piipadé elipsou. Je to thlova vzdéalenost pfimky, ve které se protina rovina
drahy druzice s rovinou zemského rovniku od zvoleného pocateéniho sméru. Definice
keplerovskych neboli eliptickych elementt najde zadjemce v kazdé ucebnici nebo skrip-
tech astronomie zabyvajicich se nebeskou mechanikou.! Zde je piiblizuji obr. la,b.
Otocku Zemé& méfime v nodalnich dnech, coz je totéz jako v siderickych dnech (vzta-
Zenych ke hvézdnému pozadi) vzhledem ke draze UDZ podléhajici ,precesi® [1]. Tu
pusobi fakt, Zze Zemé neni koule, ale v prvnim pfibliZzeni rotacni elipsoid zploStény
na poélech. Diky tomu ,,pfebytky“ hmot u rovniku otaceji rovinou drahy UDZ ko-
lem Zemé (precese uzlu), posouvaji perigeum drahy v roviné dréhy (precese perigea)
a také sekularné méni stfedni anomalii drahy (dalsi z drahovych elementt, méri thlo-
vou vzdalenost druZice v draze od perigea drahy). Skuteény tvar Zemé, geoid (plocha
konstantniho tithového potencidlu vybrané tak, aby se shodovala se stfedni hladinou
mofi pii zanedbani oceanskych proudi, slapt a topografie zemského povrchu), odlisny
od prubéhu rota¢niho elipsoidu, uz na precesi drahy nic podstatného nezméni. Ale to
jsme odbodili . ..

V(pravéa anomaélie)

perigeum

@ (argument perigea)

y
| (sklon roviny drahy)

Q) (rektascenze vystupniho uzlu)

Obr. 1. Definice keplerovskych elementu (popis: viz text pod ¢arou).

IDefinice keplerovskych elementii: a — velka poloosa dréhy, e — excentricita jsou parametry keple-
rovské elipsy. Tzv. prava anomalie v a excentrickd anomalie E charakterizuji polohu druzice na elipse
a méni se diky druhému Keplerovu zakonu (plosna rychlost je konstantni) s ¢asem nerovnomérné
(postupna rychlost je v perigeu vétsi nez v apogeu). Prava a excentrickd anomaélie jsou vzajemné
vazany afinitou mezi obrysovou kruZnici a elipsou a maji geometricky vyznam. Jelikoz Kepler tou-
7il po anomalii, rovnomérné se ménici s Casem, definoval tzv. stfedni anomalii M, kterd je vazana
k excentrické anomélii ,,Keplerovou rovnici®, ale nema geometricky vyznam. Plati ale v = E = M
v perigeu a apogeu drahy.

T keplerovské elementy a, e, M urcuji po pfislusném pirevodu na priavodi¢ r a pravou anomalii v
polohu druzice v keplerovské elipse, ktera je podle prvniho Keplerova zédkona rovinnym tutvarem. Pro
urceni polohy druZice v prostoru jsou zapottebi dalsf t¥i elementy. Jsou to (viz obr. 1a,b) rektascenze
vystupniho uzlu 2, argument perigea w a sklon roviny drahy vacéi rovniku I. Aplikaci analytické
geometrie a zakona zachovani hybnosti lze pak z parametra r, v, 2, w a I vypocitat prostorovou
polohu a rychlost druZzice.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 59 (2014), ¢. 3 195



Drahove prumety GOCE (rezonace 16:1, vyska=268.4 km, sklon=96.70°) Drahove prumety GOCE (rezonace 979:61, vyska=254.9 km, sklon=96.70%)
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Obr. 2. Porovnani hustoty pokryti zemského povrchu priméty drahy druzice GOCE pro dvé
riizné rezonance (16/1 a 979/61). Jde o jednu a tutéz druZici na obou obrazcich. Ackoliv je
vyska letu v obou pfipadech podobna, hustota pokryti Zemé je dramaticky jinéd. Sit subsa-
telitnich bodi se v p¥ipadé 16/1 namoté za den, ale je fidka (vlevo), v pfipadé 979/61 za
dva mésice, ale je velmi husta (vpravo). Kdyby druzice mohla ztstat dva mésice v exaktni
rezonanci 16/1, hustota sité, jak ji ukazuje obr. 2a, by se nezvétsila, protoze po kazdém dalsim
dnu by se draha vii¢i pozemskému pozorovateli pfesné zopakovala. Kazda draha ma vzestupné
a sestupné praméty (od jihu na sever a od severu na jih), tak jak druzice leti kolem podtace-
jici se Zemé v roviné s ur¢itym sklonem drahy k roviné zemského rovniku. Na obrazku jsou
vSechny oblouky drahy, nebot se v8echny tcastni tvorby ,,ground tracks®.

Drahovou rezonanci muZzeme nézornd zobrazit pomoci primétid drahy (ground
tracks) UDZ na zemsky povrch. V pribéhu doby se priméty namotavaji a po o dnech
a B obézich UDZ («, B ¢isla celd) se sit subsatelitnich bodt zafne presné opakovat
(ml¢ky predpokladame, Ze stav drahové rezonance trva, coZ v piirodé kvili odporu
atmosféry Zemé neni pravda). Pokud je  malé, nap¥. 16/1, namota se sit subsate-
litnich bodu rychle (za den a pak se stale opakuje), ale bude fidka (méa ,velka oka®,
kde neprobé&hlo méFeni, ¢ili malou hustotu), jak ukazuje obr. 2a. V kontrastu s tim
tfeba pro rezonanci 979/61 (s hlavni poloosou podobnou té, co mé drédha 16/1) jsou
na kompletni namotani potieba dva mésice, ale vysledna sit je velmi husté, obr. 2b.

Bézné druzice ruznymi rezonancemi jen prochézi brzdéna atmosférou, nebot odpor
atmosféry trvale zmensuje hlavni poloosu drahy. DruZice se tak pomalu, ale nevyhnu-
telné priblizuje k Zemi. Teoreticky je drahovych rezonanci nekone¢né mnoho, v kazdém
okamziku dochazi k né&jaké exaktni rezonanci. OvSem jen ty s pomérné malym /S maji
prakticky vyznam. PouZzivaly se ke studiu gravita¢niho pole (napt. [13], [14], [18]), ne-
bot v obdobi kolem exaktni rezonance nizkého ¥adu (malé 3) se poruchy drahy? chovaly
jinak nez mimo néj. Docasné velké poruchy bylo mozno pozorovat i tehdejsimi, mélo
presnymi prostiedky. Nyni se pouzivaji k vybéru drah altimetrickych a dalsich druzic
s cilem volbou drdhy maximalné vyuzit méfeni z druzic vykonand pro védecké cile
(kapitola 3-6).

2Poruchy drahy UDZ jsou souborem zmén drahy (zmény drahovych elementi nad ramec keple-
rovské elipsy) ptsobené rozmanitymi gravitanimi i negravita¢nimi vlivy, jako je detailni struktura
gravita¢niho pole Zemé, pritazlivost Mésice, Slunce a planet, slapy, odpor atmosféry, tlak slune¢niho
zaFeni (pfimého i odraZeného od Zemé), vliv magnetického pole, relativistické zmény aj. Podrob-
nosti zajemce nalezne v ucebnicich ¢i skriptech nebeské mechaniky, drahové dynamiky UDZ nebo
astrodynamiky.
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Pokud nam rezonance prekazeji, mame smulu. Vyhnout se jim lze jediné tak, ze dru-
Zici raketovymi motorky ,zvedneme® (zv&tsime hlavni poloosu drahy ¢i jinymi slovy
vysku letu nad zemskym povrchem) a vyhneme se prichodu n&jakou vyraznou, ne-
chténou rezonanci, jako je t¥eba 16/1 pfi studiu gravitaéniho pole Zemé. K udrzovani
drahy ve stanovené vysce letu nad Zemi pak bude nutné opakované zapinat raketové
motory (dokud nedojde palivo). To se dé&lo u altimetrickych druZic pro studium ocea-
nografickych jevi a u druzic CHAMP a GOCE (kapitola 3, 4).

Mame-li na druzici prostfedek k dlouhodobému a velmi pfesnému udrZzeni drahy
ve vybrané rezonanci (a tim byl iontovy motor na GOCE, kapitola 5), pak zajistujeme
dlouhodobé konstantni podminky pro gradientometrickd méreni s pfedem vybranou
hustotou ,,ground tracks“. S vygkou letu lze jemné manipulovat (v ramci stovek metrit)
a zména hustoty drahovych pramétd na Zemi tim vyvoland muZe byt znacna (kapi-
tola 5). Této Cinnosti se fikd ,jemné doladovani drahy“. UmoZiiuje maximalizovat
pfesnost a rozlieni druzicemi méfenych veli¢in.

2.2. Treti Keplertv zdkon pro drahové rezonance

Pro Zemi jako hmotny bod, homogenni kouli nebo kouli homogenni po vrstvach a pro
stfedni denni pohyb druZice ng = 27 /T, kde T je sidericka ob&Zna doba UDZ, tteti
Kepleruv zékon (1) pfepiSeme jako

naa® = GMy, (2)

kde GMy je soucin univerzalni gravitaéni konstanty a hmotnosti Zemé (¢emuz se také
fikd geocentrickd gravita¢ni konstanta); hmotnost druZice je oproti hmotnosti Zemé
zanedbatelna.

Zemé ale neni homogenni koule. PfibliZeni rota¢nim elipsoidem se stfedem ve stfedu
Zemé, hlavni poloosou v roviné rovniku a vedlejsi poloosou ve sméru osy rotace Zemé
pro nas ucel staci. Z celého nasledujictho vyrazu pro rozvoj gravitaéniho potencialu
Zemé V ve vnéjsim bodé Zemé [1] nam zbude jen vyraz se ¢lenem Jo (majici vztah ke
geometrickému polovému zplosténi rota¢niho elipsoidu). Tento koeficient v rozvoji (3)
je totiz prinejmensim tisickrat vétsi nez kazdy jiny harmonicky geopotencialni koe-
ficient (Stokestv parametr) C,, Sim, charakterizujici svymi hodnotami gravita¢ni
pole Zemé (geopotencialni koeficienty, definované napf. v [5], jsou funkcemi momentii
setrvafnosti télesa):

V= (GRS Y Y S () irid @) 6

kde R je referen¢ni hlavni poloosa nahradniho elipsoidu, (I,m) jsou stupné a Fad
rozvoje ve sférické harmonické, 2 <1 < oo, 0 < m < [, kK mé stejnou paritu jako [,
takZze dvé nejnizsi hodnoty k jsou —I a (=1 +2), —0o < ¢ < 0o, Re znadi redlnou ¢ast,
F(I) je funkce sklonu a G(e) funkce excentricity. V dalsim pouZijeme starsi oznaceni
Jy = V/5C% pro I =2 a m = 0 (nejvétsi koeficient v rozvoji). Faze ¢ je

Vimkq = kw + (K + )M + m(Q2 = 5),
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kde S je greenwichsky hvézdny cas, € a w je rektascenze vystupniho uzlu drahy
a vzdalenost perigea drahy od vzestupného uzlu drahy (argument perigea), obr. 1,
M=o0c+ f ndt, kde M je stfedni anomélie a o je stfedni anomélie ve vychozi epose.
Casova derivace Vimkq j€

Vimig = koo + (k+ q)(n+ &) + m(Q - 9), (4)

kde S je derivace hvézdného Easu podle Casu ¢li thlova rychlost rotace Zemé (zde
povazované za rovnomérnou).

Casové zmény elementit ©, w a M vyjadifme pomoci pohybovych rovnic [12].
V exaktni rezonanci plati ¢lmkq = 0. To vyplyva z faktu, Ze pfi feSeni (integraci)
pohybovych rovnic (zde Lagrangeovych planetarnich rovnic) se Ql}lmpq dostane do jme-
novatele a analytické FeSeni v exaktn{ rezonanci selze (problém dlouho znamy z ne-
beské mechaniky pfirozenych kosmickych téles jako tzv. problém malého jmenovatele).
Z hlediska vypoc¢tu drah UDZ to nevadi, protoze analytickd integrace se nepouZziva,
integruje se numericky.

Podrzime-li si jen Jo, cely vyraz (3) se podstatné zjednodusi. Takovy zjednoduseny
potencial pouzijeme ve tfech z Sesti Lagrangeovych pohybovych planetarnich rovnic
(viz napf. [12]), a to pro vzdalenost uzlu drahy Q od jarniho bodu, vzdalenost perigea w
od (vzestupného) uzlu drahy a pro stfedni anomalii M (jen tyto tii drahové elementy
podléhaji sekularnim zménam diky Js, ostatni elementy, tj. hlavni poloosa dréhy a,
excentricita e a sklon roviny drahy k roviné zemského rovniku I sekularni zmény
diky J2 nevykazuji). Lagrangeovy pohybové rovnice v nasem zjednoduSeném piipadé
jsou

. dw 3 b R?

w_E:—Zma—g(l—5cos21), (5a)
. dQ 3n J2 R2

Q:E:—EW?COSI, (Sb)
. 2

M = M _ on J2 B (3cos® I —1). (5¢)

W "TTaCepr @

Rovnici (4) v exaktni rezonanci, tj. kdyz 1/}lmkq = 0, pfepiSeme a vyjadiime z ni n takto:
n=" (18- 9) ~o - .
@

Nyni sem dosadime zmény drahovych elementii z rovnic(5a)—(5¢) a po upravé dosta-
neme vysledny vzorec

2
n—B|S{13J2 <R) (40082175 cosIl)}, (6)
6] 2 a «

kde vS8echny potfebné symboly jiz byly vysvétleny vySe, az na 7. Toto je vyraz pro
modifikovany stfedni denni pohyb a tim vlastné treti Keplerav zékon pro UDZ v dra-
hové rezonanci se Zemi v gravitaénim poli rota¢niho elipsoidu; porovnejte s ,,kulovou
verzi“ (2), kde misto n je ng. Podrobnégji by bylo potfeba pojednat, o jaké stfedni
hlavni poloosy se ve vzorci (6) jedna, ale to si zde odpustime [10].
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V rovnici (6) jsme si dovolili zobecnéni, které pouZzijeme pro piipad meziplanetéar-
nich sond, atoze 7 = 1pro S > 0a 7 = —1 pro S < 0. Pripad se zdpornym 7 se
vztahuje na retrogradni rotaci planety, coz nastava jen u Venuse (kapitola 6), pro UDZ
nikoli.

Pfipravme si graf pro vybranou drahu (pro zvoleny, tj. ,referen¢ni* sklon drahy I
a rozsah a ¢i vy$ek h = a — R) néasledujicim zptisobem. Na ose  bude a (dny), na
ose y bude a nebo h (km) a v poli grafu budou hodnoty /. Nejblizsi priklad takového
rezonan¢éniho vyvojového grafu je na obr. 4, kapitola 3, dalsi jsou v kapitolach 4-6.

Rezonanéni graf ukazuje, jakymi exaktnimi rezonancemi by druzice prosla pii vol-
ném priichodu atmosférou (bez ovliviiovani raketovymi motorky). Plynuti ¢asu si lze
predstavit jako postupné zmensovani hlavni poloosy drahy, tedy posun po ose y doli.

3. Altimetrické druzice

Tyto druzice méri radarem nebo laserovym dalkomérem vzdalenost z druzice kolmo
dolt (k nadiru ¢ili zhruba ve sméru mistni vertikaly) k mofi, ledové pokryvce nebo
k zemskému povrchu. Slouzily a slouZzi pfedevsim ocednografickému vyzkumu (topo-
grafie oceanii aj.) a k urceni pribéhu detailntho moiského geoidu [6]. Protoze kazda
slozita druzice je draha zalezitost, musely se o jednu podélit oba obory, a tak se mani-
pulovalo s drahou. Diky drahovym manévrim (raketovym motorkiim) se mohla zvolit
a po néjakou dobu udrzovat obéasnym mirnym zvySenim drahy asi o 1 km draha re-
zonané¢ni, zde nazyvanid ERM (Exact Repeat Mission), s pfedepsanou periodicitou «,
ktera se pak vyst¥idala drahou volné padajici v atmosféfe, tzv. GM (Geodetic Mis-
sion), ktera méla vysokou hustotu ground tracks a tak se hodila pro detailn{ prizkum
oceanskeé ¢asti geoidu. ERM s malymi « (napi. 3 dny) poslouzily pro studium rychle
proménnych jevi, s vétsimi o (napf. 35 dnil) pro jevy dlouhoperiodickeé.

Nebudeme se detailné zabyvat altimetrickymi druzicemi a volbami jejich drah, jen
jako priklad ukdZeme hustotu priamétt drahy (subsatelitnich bodid) byvalé altimet-
rické druzice ERS 1 se sklonem drahy I = 98.5° v rezonanci 43/3 (obr. 3a) a 502/35
(obr. 3b). Vyvojovy rezonanéni graf podle rovnice (6) je na obr. 4 (zde jsou dva typy
stfedni hlavni poloosy a, upozoriujici na to, Zze definice stfednich elementt je pod-
statna pro stanoveni okamziku exaktni rezonance, ale my v rovnici (6) nemame jejich

ERS1-1991-07-17 (3 dny) - phase A: commissioning phase ERS1-2004-12-01 (35 dnu) - free
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Obr. 3. Porovnéni tvaru, priabéhu a hustoty ground tracks pro druzici ERS 1 v rezonan-
cich 43/3 (vlevo) a 502/35 (vpravo) podle [23]. Mal4d zmé&na hlavni poloosy drahy (zde pokles
asi 0 3 km) vyvolava dramatickou zmény hustoty.
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Orbital resonances of ERS-1 (Earth, i=98.54 deg)
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Obr. 4. Rezonané¢ni vyvojovy graf pro altimetrickou druzici ERS 1 (ESA). Vyznaceny jsou
rezonance 43/3 a 502/35, o kterych je v textu blizsi zminka.

blizsi specifikaci). Drahu ERS 1 upravovaly raketové motorky a jistou dobu ji udrZo-
valy ve vySce letu na trovni rezonance 43/3 a pak 502/35. Na zavér mise ERS 1 prisla
faze GM. Podobné tomu bylo i u dalsich altimetrickych druzic.

Bistaticka altimetrie je rozsifenim konceptu tradi¢ni, ,,monostatické® altimetrie.
Od druzic GPS na vysokych drahach jde signal k druzici na nizké draze (vyska letu
na kruhové dréaze zhruba 700 km), vybavené specialni anténou k pfijmu signalu z GPS
pfimo i po odrazu od mote. Pocet méfickych bodi na hladiné se timto zptsobem
nésobi oproti tradi¢nim altimetrickym méfenim jen smérem k nadiru, protoze signal
z GPS lze pfijimat z riznych smért. Pro takto vybavenou druzici bude stejné jako pro
mgravitaéni misi“ dilezity ,spravny* vybér drahy; vice v [16], [20].

4. CHAMP a GRACE

CHAMP (CHAllenging Minisatellite Payload for geophysical research and appli-
cation) (2000-2010) byla némecka druzice pro detailni prizkum gravitaéniho a mag-
netického pole Zemé, vybavend némeckymi, francouzskymi a americkymi p¥istroji
(obr. 5). Byla vypusténa v r. 2000 na kruhovou, skoro polarni drahu, do poc¢atecni vysky
450 km (vice GFZ Geoforschungs Zentrum Potsdam, http://www.gfz-potsdam.de).
Design druzice je zcela revolu¢ni (navrhl séf projektu CHAMP Prof. Ch. Reigber).
CHAMP mél anténu pro ur¢ovani své polohy pomoci druzic GPS a koutové odraZece
pro sledovani laserovymi dalkoméry. V tézisti druzice byl umistén citlivy mikroakcele-
rometr, ktery slouzil k méfeni a nasledné eliminaci vSech negravita¢nich zrychleni pi-
sobicich na druZici, a to s pfesnosti 3 x 10~ m/s? ve sméru podél drahy letu a ve sméru
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and Star Sensors
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Obr. 5. CHAMP. Novy design druzic. Druzice vypadéa jako stfecha domu. Magnetometr je na
skladaci ty¢i co nejdéle od télesa druzice, anténa pro sledovani druzice z druzic GPS a hvézdné

koutové odrazete a anténa pro bistatickou altimetrii na ,spodni“ strané (stale pfivracené
k Zemi). © GFZ Postdam a Oberpfaffenhofen, Némecko.

pri¢ném, o fad méné v radidlnim sméru. Na spodni sténé, ktera byla stale privracena
k Zemi, byla specialni anténa pro technologicky experiment s bistatickou altimetrii.
Uréeni polohy druzice CHAMP pomoci GPS piijimace geodetické kvality bylo velmi
presné (nékolik centimetrt). V priabéhu doby CHAMP proved! nékolik drahovych ma-
névri, zopakoval si prichody vybranymi rezonancemi nizkého radu (vyuzito k urceni
lumped koeficientt [10]) a prodlouzil si Zivotnost ve draze (o to $lo $éfovi mise).

CHAMP uspésné pracoval a presluhoval. Data z néj pfispéla k vyraznému pokroku
pfi tvorbé& modelu gravitaéniho pole Zemé. Tyto znalosti viitbec nejsou jen akademickou
zalezitosti. Maji pouziti t¥eba v oceanografii pfi studiu topografie mofi nebo v geofyzice
pfi teoretickém zkouméni vnitini stavby Zemé.

GRACE (Gravity Recovery And Climate Experiment) je spole¢ny némecko-
-americky projekt. Jedna se o dvojici druzic vypusténych v r. 2002 na dréhu po-
dobnou dréze druzice CHAMP. Vypadaji jako CHAMP, ale bez tyce s magnetomet-
rem. Podrobné informace o GRACE jsou na uvedenych strankach GFZ nebo napf. na
www.csr.utexas.edu/grace/.

Hlavnim cilem mise GRACE je studium detailu gravita¢niho pole Zemé a jeho
¢asové zmény. Polohy obou druZic jsou uréovany pomoci GPS, drahy maji centimetro-
vou presnost. Zkoumat velice pfesné jemnou strukturu zemského gravitaéniho pole je
mozné diky technologii sledovani druzice z druzice — méii se zmény vzajemné polohy
obou objektt pomoci mikrovinného spojeni mezi nimi s presnosti na nékolik mikronii.
Obé druzice maji mikroakcelerometry k eliminaci negravita¢nich zrychleni. Stejné jako
CHAMP prispély i druzice GRACE k zpfesnéni modeli gravitaéniho pole Zemé, ale
i k detailnimu lokdlnimu popisu pole a jeho ¢asovych variaci. P¥i¢iny variaci jsou
mnohé. Napiiklad ro¢ni cyklus v gravitaénim signalu (obr. 6) je pFedevsim disledkem
pfesunt vodnich hmot v blizkosti zemského povrchu (na zemském povrchu i pod nim)
atizce souvisi s globalnim hydrologickym cyklem (http://www.asu.cas.cz/~bezdek/
vyzkum/Grace_animace/).

Uzivatelé GRACE byli v r. 2004 postaveni pied ,zahadu“: stalo néco zvlastniho,
dalkovymi prizkumniky neocekavaného, a presto véc logicka a bézna z pohledu drahové
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GRACE (KBR): Average seasonal variation in October GOCE (GPS): Average seasonal variation in October
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Obr. 6. Casovs proménné gravitaéni pole z m&Feni GRACE a GOCE. Nalevo je primérna
zména gravitaéniho signdlu v fijnu z méreni mise GRACE; tuto ro¢ni variaci lze spocitat,
oviem s mensi presnosti, z drahovych zmén druzice GOCE (obrazek vpravo, viz kapitola 5).
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Obr. 7. Neéekany, docasny pokles pfesnosti (zvyseni degree error) jednomési¢nich feseni pro
variabilitu gravitaéniho pole v obdobi podzimu 2004 (&ervené a modra kiivka). Podle Bettad-
pura 2004. Vysvétleni podano v [26]. Pfi¢inou byl prachod druzic GRACE rezonanci 61/4
a tomu odpovidajici propad hustoty jejich ground tracks.

dynamiky UDZ. V priibéhu roku 2004 se néhle a do¢asné (asi na ¢tvrt roku) podstatné,
vice nez o Fad, sniZzila pfesnost urceni variaci gravita¢niho pole (obr. 7), aniz by ubylo
méfeni, aniz by doslo k néjaké zméné v presnosti a procesu méteni a jejich zpracovani.
Cim to a co s tim?

Na podzim 2004 se druzice GRACE dostaly do rezonance 61/4. Doglo k dramatic-
kému poklesu hustoty ground tracks (porovnéani na obr. 8a,b) a tim i k horsimu pokryti
globu méfenimi ve sméru zemépisné délky. KdyZ rezonance odeznéla (Zadné motory
ke korekci dréhy), efekt zmizel (obr. 7). Vysvétleni bylo tudiz snadné [26] (v oboru
dalkového prizkumu mélo znaény ohlas i jako varovani do budoucnosti a pro dalsi
druzice).

Dalsi rezonance, které ovliviji kvalitu vysledki z GRACE, se dostavuji postupné,
jak se druzice dal a dal volné propadaji atmosférou (obr. 9). Ned4 se s tim nic délat,
pokud druzice neumf{ korigovat nebo udrzovat vysku drahy, zpracovatelé méfeni s tim
museji poc¢itat (GRACE to neumél, CHAMP a GOCE ano). Regeni pro variace po-
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Obr. 8. Hustota praméta drahy na zemsky povrch pro GRACE dostateéné daleko pred re-
zonanci 61/4 (vlevo) a v ni (vpravo), v obou piipadech za interval 16ti dnt. V exaktni
rezonanci 61/4 je hustota vyrazné mensi nez dal (rozumi se aspoii pil roku) od ni (pfed ni
i po ni). Prevzato z [19].
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Obr. 9. Maximalni vzdalenost ground tracks pro GRACE jako funkce ¢asu a zemé&pisné sirky.
Prevzato z [18].

tencialu v obdobi, kdy je UDZ blizko nékteré rezonance 8/« s malym S, by se mélo
omezit v rozvoji potencialu do stupné L < 8 podle [26], resp. na L < ( pro 8 — « licha
a L < /2 pro f — a suda [27].

Vyvojovy graf pro GRACE zde nereprodukujeme [19] a misto toho ukaZeme ve-
li¢inu souvisejici s hustotou prumétt drahy a to v ,,3D“ pohledu pro uréity ¢asovy
interval a razné zemépisné siiky. Na obr. 9 jsou maximélni vzdalenosti priamétia drahy
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GRACE od jejich vypusténi do r. 2013. DileZité rezonance nizsich fadi (nejen 61/4)
jsou oznaleny. Zajimava je zavislost na Sifce; nejvétsi hustota prumeétu drahy zévisi
na draze a konkrétni rezonanci a vibec nemusi byt nejvétsi na rovniku (ale tfeba
v nizkych zemépisnych sitkach kolem rovniku).

5. GOCE

5.1. Co byl GOCE

GOCE [spravna vyslovnost podle ESA je ,gode® vzhledem k tomu, ze hlavnim doda-
vatelem byla italska firma Thales Alenia Space, ale fada védci na sever od Alp té dru-
zici stéle fika ,,gous“] je akronym z Gravity field and steady-state Ocean Circulation
Explorer (vice napf. na http://earth.esa.int/GOCE/), viz obr. 10. Cilem experi-
mentu bylo studium gravitacniho pole Zemé a oceanskych proudu. Muze se zdat,
ze tato dvé témata spolu nesouviseji, ale opak je pravdou. Pfesna znalost jednoho
podminuje piesnou znalost druhého. Piedchoz{ mise druzicové altimetrie nedokézaly
oddélené studovat oboji. Pribéh geoidu z méreni z GOCE méa byt ziskdn s pfesnosti
na 1-2 cm pfi rozliSeni ~ 100 km na zemském povrchu.

GOCE (ESA) byl vypustén v r. 2009 na neobvykle nizkou, skoro kruhovou a skoro
polarni drahu. Vybér drahy byl zcela podstatny pro splnéni cili mise (kapitola 5.2).
GOCE byl kompaktni utvar, tvarem pripominal doutnik, délka byla asi 5 m, pru-
mér 1 m, hmotnost 1050 kg. Nezbytné slune¢ni panely pokryvaly prakticky celou
jednu stranu druzice pfivracenou ke Slunci. GOCE ,zvenku je na obr. 10, vice napft.
v [8], [15], uvnit¥ na obr. 11. Hlavnimi pf¥istroji byly gradientometr, umistény v té-
7isti druzice, a iontovy motor s velmi jemnym tahem. Gradientometr provadi méfeni
a iontovy motor zajistuje, Ze vyska letu druZice pro méfeni vybrana je co nejpresndji
dodrzovéna. Pozadovala se chyba ve vySce nejvyse +50 m, dosazeno bylo fantastic-
kych 45 m.

Gradientometrie jako druzicova metoda studia gravita¢niho pole Zemé byla znama
a zvazovana jiz davno (napf. [24]). Je pokracovanim pozorovani druzic kamerami, la-
serovymi dalkoméry, dopplerovskymi aparaturami, metody sledovani druzice z druzice
a druzicové altimetrie. Gradientometrie je na rozdil od vSech predchozich postupt
pomérné piimocara cesta vedouci ke zlepSeni stavajicich znalosti o gravita¢nim poli
a tvaru Zemé. Na GOCE byl vibec prvni takovy piistroj na svété. Cesta od idei
k funkéni druzici a vS8emu, co s ni souvisi, je dlouhé; priprava trva obvykle desetileti,
zde to bylo jesté déle (napf. [8]).

Existuji rizné konstrukce gradientometru. GOCE mél gradientometr jako kombi-
naci mikroakcelerometri, tii dvojice ve tfech na sebe kolmych smérech. Mikroakcelero-
metry mé¥{ zrychlen{ a gradientometr sleduje zmény zrychleni v pfislusnych smérech.
Z nich lze vypocitat harmonické geopotencialni koeficienty (Stokesovy parametry) cha-
rakterizujici gravita¢ni pole doty¢ného télesa (napf. [24], viz téz odst. 2.2). To se také
stalo a byly vypo¢teny nové modely gravitaéniho pole Zemé& (za nejnovéjsi a zatim
nejlepsi povazujeme EIGEN 6C4 [9)]).

V priitbéhu doby (2009-2013) dodala druzice obrovské mnozstvi gradientometric-
kych dat. Méla jen jeden vazny vypadek a ten nesouvisel ani s gradientometrem,
ani s iontovym motorem, ale s palubnim pocitatem. Problém byl zazehnan, ale data
z obdobi Cervenec az zaff 2010 byla ztracena.
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Obr. 10. Druzice GOCE na obé&Zné draze (malifova predstava). Stihly, aerodynamicky tvar
pét metria dlouhého télesa druZice bez obvyklych pohyblivych ¢asti byl mezi druzicemi uni-
katni. Proto byl GOCE nazvan v tisku ,ferrari“ mezi druzicemi. © ESA/AOES Medialab.

P#inos GOCE pro uréeni parametri gravitaéniho pole neni ani tak v dosaZeni jesté
vy$8ich stupiitt a fadt v rozvojich potencialu, to obstaravaji pfedevsim pozemska data,
jako spiSe ve zpTesnéni stavajicich parametri a upfesnéni téch, které si 1ze geometricky
predstavit jako viny o délce stovek az tisice kilometri. GOCE pfinesl kosmicka méreni
geopotencialu pro oblasti, které jsou pro pozemni méteni obtizné dostupné, jako jsou
horské pasma nebo Antarktida.

Jak jiz vime, mise GRACE umoznila poprvé kosmickou detekci sezonnich zmén
v gravitaénim poli. Obréazek 6a ukazuje tyto variace pro mésic fijen, kdy dosahuji
maxima (jedna se ale o pouhych nékolik milimetri, méfeno pfevysenim geoidu). Na
obr. 6b jsou tyto zmény vypoctené z dat GOCE [4].
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Obr. 11. GOCE uvnitf — pohled do atrob druzice GOCE s gradientometrem v jejim t&zisti
a vybavenim pro kalibraci gradientometru, pfijimac¢i GPS, hvézdnymi kamerami, avionikou,
tanky s palivem a dal$im.

0.5m/s
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Obr. 12. Povrchové (geostrofické) oceanské proudy [m/s| vlevo podle GRACE, vpravo s daty
z GOCE. Podle [22].

Pokud jde o oceanografickou aplikaci, ukazujeme na obr. 12 a,b povrchové oceanské
proudy z GOCE v porovnani s vysledky z pfedchozich dat (podle [22]).

5.2. Vybér drahy GOCE — jemné a precizné, jak nikdy pfed tim

GOCE byl vynesen na nizkou retrogradni a heliosynchronni drahu. Pocatecni vyska
letu byla asi 280 km. Retrogradni draha znamené, Ze se druzice pohybuje proti sméru
rotace Zemé, ze rovina jeji drahy kolem Zemé svira s rovinou rovniku Zemé thel vétsi
nez 90° (vzorec (6) plati beze zmény). Heliosynchronizmus znamena, ze rovina obé&zné
drahy mé stale stejny thel vzhledem ke sméru ke Slunci. Pro danou vysku musi byt
sklon 96.7°. V pfipadé GOCE byla rovina drahy zvolena kolmo na smér ke Slunci,
takze strana GOCE pokryta solarnimi panely byla prakticky stéile ozafena Sluncem.
Kdybychom nechali druzici z pavodni drahy ve vySce 280 km, na kterou byla na-
vedena, volné padat atmosférou, velmi rychle, v fadu tydni by shofela v atmosféie.
Proto méla iontovy motor k udrzovani zvolené rezonanc¢ni drahy. Rezonanénich drah
je, jak vime, teoreticky nekone¢né mnoho a v hlavni poloose drahy (pfiblizné Feceno ve
vysce letu) se mohou ligit jen nepatrng, ale z hlediska vykonu iontového motoru bylo
mozné vybirat z drah v intervalu vysek 240-260 km (aZ na zavér mise) a s a piede-
psanym v projektu ESA (nejméné dva mésice). Na obr. 13 vidime moZznosti vybéru.
ESA zvolila 979/61. Navrhovali jsme zkusit téZ drahu s velmi dlouhou dobou «;, a to
aZ pul roku. Nakonec k podobné varianté doslo (jaro 2013), kdyZ uz bylo jasné, Ze
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Orhital resonances predicted for GOCE {inclination 96 6°; J2 theory)
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Obr. 13. Jemné doladovani drahy GOCE — nic nez opétovné pouziti t¥ettho Keplerova zékona.
Po vypusténi byl GOCE naveden na drahu ve vySce asi 280 km. Tecka vlevo nahote u vysky
asi 268 km pat¥{ rezonanéni draze 8/a = 16/1, které bylo radno se vyhnout. Vybér drahy
pro mé&feni gradientometrem se uskute¢nil ve vyskiach pod drahou 16/1 s alespoit dvoumési¢ni
periodou « (primarni pozadavek ESA). Nejdéle méfila druzice GOCE v rezonanci 979/61 ve
stfedni vysce 255 km. Ke konci zivotnosti GOCE byla provedena zména na extrémné nizkou
dréhu ve vysce 224 km (rezonance 2311/143).

druzice presluhuje, funguje dal dobfe a ma dost paliva (diky opozdénému vypusténi
mise byla nizsi sluneéni aktivita a tim nizsi hustota atmosféry a tim nizs$i naroky na
korekce drahy). Posledni faze letu probéhla v nizké hladiné kolem 224 km a v rezo-
nanci 2311/143, coz jist& kladlo enormni naroky na iontovy motor. Nicméné, ¢im nize
Zemi (ale mimo ni!) méfime, tim lépe (pfesnéji a s vétsi rozligovaci schopnosti) mizeme
jeji gravita¢ni pole uréit. I tato letova féze tspésné probéhla a presla volné v zanik
druzice v atmosfére, kdyz doslo palivo. Vysledky se zpracovavaji.

Rizené jemné dolad'ovani drahy druZice s cilem maximalizovat pFesnost a rozlisovaci
schopnost gradientometrickych vysledkii — pied deseti lety sci-fi, dnes (i spiSe uZ vcera)
realita, které jsme se v ramci ESA aktivné ucastnili [2], [3].

6. Orbitery planet
Co plati ohledné& vybéru optiméalni drahy pro UDZ, nemiZe neplatit pro druZice (orbi-
tery) ostatnich téles slune¢ni soustavy. Zakladem pro vypodcet rezonanénich vyvojovych

grafi je opét rovnice (6), avSak parametry téles je tfeba vymeénit (tabulka 1). Vysledky
piebirame z nasi prace [17].
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téleso GM (km3s=2) J, (107%) R (m) S (ot/den)

Zemé 398600.44  1082.627 6378137 1.00274
Meésic 4902.80 203.428 1738140 0.03660
Merkur 22032.24 60 2439700 0.01705
Venuse 324858.36 5.97 6051800  -0.00411
Mars 42828.37  1959.2 3396190 0.97470

Tab. 1. Zéakladni dynamické parametry Zemé, Mésice a vybranych planet

Tak napfiiklad VenuSe je jen o malo mensi nez Zemé, ale lis{ se podstatné tim,
Ze rotuje velmi pomalu (je méné zplosténa na poélech) a rotuje v opaéném sméru nez
ostatni télesa v tabulce 1. Rezonance zde vypadé jinak nez u Zemé. Bude zajimavé se
podivat na rezonan¢ni vyvojové grafy jejich umélych druZic (orbiterd) [17], obr. 14 a,b.
Pro vysky orbiteri 200-300 km existuji rezonance jen velmi vysokych ¥ada. Abychom
videéli grafy podobné obr. 4 nebo 13, musime vytvorit detail z obr. 14a pro velmi maly
rozsah vysek letu. Zatimco pro Mars je tfeba se vyhybat rezonancim nizkych 1radi,
aby nenastal problém s rozlisenim urc¢ovaného potencialu jako u Zemé (viz pravidlo
L < 8, kapitola 4), u Venuse (stejné jako u Meésice a Merkuru, viz [17]) to nehrozi.
V nejnovEjsim feeni pro gravitaéni potencidl VenuSe nebo Marsu [21] je rozvoj do
stupné a radu 180, resp. 90, zatimco fady v obr. 14 a,b jsou podstatné vyssi.

Orbital resonances of a satellite of Venus (i=92.7 deg) Orbital resonances of a satellite of Venus (i=92.7 deg)
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Obr. 14. Rezonan¢ni vyvojovy graf pro polarni orbitery VenuSe, vpravo detail z obrazku
vlevo. Prevzato ze [17].

7. Zaveér
Predvedli jsme pouziti tfetiho Keplerova zakona v drahové dynamice UDZ. Pro analy-
tické vySetfovani hustoty primétt drah na zemsky povrch a pro tvorbu rezonanénich

vyvojovych grafi stadi zjednoduSeny gravita¢ni potencial Zemé (s ¢lenem Cyg, re-
prezentujicim polové zplosténi planety) a tomu odpovidajici Lagrangeovy planetarni
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pohybové rovnice pro keplerovské (eliptické) drahové elementy UDZ. Pro drahové re-
zonance jsme pak dostali upraveny stfedni denni pohyb, rovnici (6), ktera se da po-
uzit v Keplerové zakoné (2). Na piikladech pro altimetrické druZice a pro gravitaéni
mise CHAMP a GRACE jsme ukazali, co vS§e nam rezonan¢ni vyvojové grafy dokazi
Fici. Predpovi, které rezonance v pribéhu doby ve draze dotyéné UDZ nastanou (ni-
koli, kdy se tak stane). Mame-li raketové korekéni motorky, muZzeme zacilit na vybér
rezonan¢ni drahy (napiiklad pro oceanologické aplikace altimetrickych druzic) anebo
naopak vybirat drahu tak, aby neprosla alespon po vétsinu aktivniho Zivota druzice
rezonanci nizkého Fadu, kde miize nastat problém pfi rozliSeni a presnosti uréovanych
parametrii (nejen gravitacniho pole); stalo se u GRACE v rezonanci 61/4. Zcela vy-
jime¢na je situace pro GOCE s gradientometrem a iontovym korekénim motorkem,
ktery je diky svému malému, ale stalému tahu schopen udrzovat druzici na vybrané
dréze s presnosti az 5 m ve vySce. Pak lze vybrat jednu z fady rezonan¢énich drah,
malo se lisicich vyskou letu, ale podstatné hustotou subsatelitnich bodt, optimalni
pro urcovani parametri gravita¢niho pole. Rizené jemné doladovani drahy druZice
s cilem optiméalniho urceni hledanych veli¢in z druzicovych méfeni je néco, co diive
nebylo mozné.
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