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gen dieser Integralgleichungen sind aber, die iiblichen Formen der-
Primienreserve.

Sowohl die retrospektive als auch die prospektive Integralglei-
chung 1aBt sich auf einfachere Weise 16sen. Das einfachste Losungs-
verfahren ist jenes der Differentiation. Es wurde zuerst von Prof. Can-
tellit) angewendet. '

Differentiiert man beide Integralgleichungen nach k, so ergibt
sich die gemeinsame Differentialgleichung

dV - = - —
““‘(;_":,“:‘t: (ﬂz—H: + 6) Ve + 1Q: ~ Uz +k Vo= é Ve + iz,

die wir in der Form unserer Definitionsgleichung

d .V, = =
""‘370‘1“"‘61?1/3 = sz

schreiben konnen. Man braucht nur diese einfache Differentialgleichung
retrospektiv und prospektiv zu integrieren, um dieselben Ergebnisse
zu erhalten, welche die Losungen der Integralgleichungen liefern. Mit
Anwendung des Diskontierungsfaktors v* lafit sich die vorstehende
Differentialgleichung wmformen in
d (7 vk) = v¥ 3Q; dk.

Integriert man nun diese Gleichung zwischen 0 und %, so erhilt man
wegen oV, =0

k
Vo =[r—t Qs .
0

Integriert man diese Gleichung aber zwischen & und n, so erhilt man

wegen ,V, = S,I,” n

k?, == pn—Fk S,’,II~— vt~k téx dt.
‘4

L’dge limite. .
E. J. Gumbel, Université de Lyon. )
(A suivre.)

Puis on aura le plus grand dge dominant
- 6
&= — 4 V ¢
. 11
" %) Vergl. den Aufsatz von Prof. Dr. Insolera ,,Rente und Kapital-
ensammlung’ in den Blittern fiir Versiche -Mathematik und ver-

wandte Gebiete. Heft Nr. 7, 1.I1.1930; oder: Prof. Francesco Cantelli,

Genesi e Construzione delle Tavole di Mutuality, Roma 1914; oder: Prof.

g'ott. I%nazio Messina, Le Probabilitd parziali nella Matematica attuariale,
oma 1916 . ’
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ou en introduisant les valeurs numériques '
, : & = w — 0,45005. (22)
Le tableau VII contient pour les trois distributions la moyenne arithmé:

tique que nous identifions a I'Age limite (premitre ligne), puis I’écart
8*
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type o (deuxiéme ligne). On obtient la dominante par (22) (troisiéme .
ligne) et Vintensité de mortalité & cet 4ge par (21). La quatri¢éme ligne
donne sa valeur inverse, appelée dernitre force de vie.

L’4ge limite et la dominante pour les hommes sont inférieurs & ceux
pour les femmes. Les valeurs pour Pensemble se tiennent entre les
valeurs pour les deux sexes séparés. La méme hiérarchie vaut pour
Pintensité de mortalité. Les dominantes sont toutes proches des &ges
limites ce qui convient au fait que ces distributions sont assez serrées.

VII. Constantes pour les distributions du plus grand é&ge,
Suisse 1879—1932.

Hommes Femmes Ensemble
Agelimite w............... 99,69091 100,27273 99,98182
Eecart type o .ov.covvnenn.. 2,11379 1,79347 1,98165
Dominante @& ............. 98,73960 99,46558 99,08998
Derniére force de vie /l‘(%’—)‘. . 1,64812 1,39837 1,54519

Les intensités de mortalité pour les dominantes du plus grand fige sont
encore sensiblement inférieures & la valeur 1.

Pour comparer ces observations a la théorie, nous allons construire
le diagramme cumulatif, qui contient le nombre des cas ou le plus grand
age est inférieur & une valeur z. Ces grandeurs sont données dans le
tableau VIII.

VIII. Fréquences cumulatives des plus grands 4ges.

: Plus agé

Age Hommes Femmes Epsemble ;"4 ek
96 1 0 0,5 0
97 9 3 6 1
98 18 9 13,6 4
99 28 18 ©23 10
100 39 31 35 24
101 . 44 43 43,5 36
102 46 51 48,6 43
103 53 52 52,5 50
104 54 54 ' 54 53
105 55 54 54,5 54
106 55 55 55 55

Les valeurs theoriques correspondantes au tableau VIII sont les
grandeurs L8(z) de la formule (13) multipliées par le nombre d’années n.
Pour la comparaison entre la théorie et les observations il faudrait cal-
culer les trois séries de ces valeurs. Au lieu de cela nous inversons la
question, Pour des valeurs choisies de y on connait la probabilité T(x)
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des valeurs inférieures & y par les tables données dans le travail précé.

dent. Nous calculons pour des valeurs choisies de W les plus grands
dges correspondants par

N y

T= @+ - 23

* ma) @3)

Le tableau IX (colonne 6) donne les probabilités des dges inférieurs & z,

multiplies par n, grandeurs comparables aux valeurs du tableau VIII

- pour les deux sexes séparés et I’ensemble. La premitre colonne donne

les valeurs y. La seconde, troisiéme et guatriéme contiennent les valeurs

correspondantes des plus grands ages pour les trois distributions envi-

sagées, enfin la cinquiéme donne la probabilité que ces dges soient les
plus grands.

IX. Probabilités des plus grands Ages.

8 g = RN T 5 3

E % g} ~ -

§ F i % T g %
-1 2 3 4 5 6 7 8

— 1,5 96,27 97,37 96,77 0,01132 0,62 0,109 0,07
— 1,0 97,09 98,07 97,55  0,06599 3,63 0,225 0,82
-—0,6 97,92 98,77 98,32 0,19230 10,58 0,374 3,96
0 98,74 99,47 99,09 0,36788 20,23 0,524 10,63
0,5 99,56 100,16 99,86 0,5645256 29,99 0,652 19,55
1,0 100,39 100,86 100,64 0,69220 38,07 0,754 28,70
1,6 101,21 101,56 101,41 0,80003 44,00 0,831 36,56
2,0 102,04 102,26 102,18 0,87345 48,04 0,886 42,56
2,5 102,86 102,96 102,95 0,92120 50,67 - 0,925 46,87
3,0 103,68 103,66 103,73 095143 52,33 0,951 49,77
3,5 104,51 104,36 104,500 0,97025 53,36 0,967 51,60
4,0 10533 105,06 10527 0,98185 54,00 0,977 52,76
4,5 106,16 105,76 106,04 098895 54,39 0,985 53,57
50 106,98 10646 106,82 0,99328 54,63 0,991 54,14
66 107,80 107,16 107,59 0,99592 54,78 0,994 54,45

Reste encore & traiter la distribution des plus agés des deux sexes.
La probabilité du plus grand age des femmes d’étre inférieur & =
est TW(z). Soit W,(x) la méme probabilité pour les hommes. Alors
la probabilité du plus grand age du plus vieux des deux sexes d’étre
inférieur & z est W(x) . W,(x) d’aprés le probléme des probabilités
composées. Mais la colonne 5 du tableau IX contient les valeurs I8(z)
et W,(z,) pour des ages différents. Pour former le produit pour les
mémes Ages nous avons interpolé les probabilités des plus grands ages
pour les hommes. Le tableau IX, colonne 7, donne les probabilités I8,(x)
qu’un age z (colonne 3) soit le plus grand pour les hommes. En multi-
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pliant T8,(x) avec la probabilité TW(x) que le méme dge soit le plus .
grand pour les femmes (colonne 5) on obtient la probabilité que cet
Age soit le plus grand pour le plus vieux des deux sexes. Il suffit de faire
ce calcul & trois décimales. La colonne 8 donne les valeurs n (z) W, ()
comparables & la derniére colonne du tableau VIII.

Les figures 3—6 comparent les valeurs observées du tableau VIII
aux valeurs théoriques du tableau IX. L’accord est tout & fait satisfaisant.
Les distributions observées du plus grand dge pour la Suisse s’accordent
aux valeurs théoriques. L’applica tion de la théorie de la plus grand
valeur aux plus grands Ages est légitime.

107

105

97

observations
107

=== théorie

PROBABILITES TOTALES ET FREQUENCES OBSERVEES DES PLUS
GRANDS AGES - EN SUISSE

100 plus grand dge 105
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Il y a encore un autre critére pour juger I'accord entre la théorie
et les observations. Nous connaissons pour chacun des 52 ans I'Age
du dernjer survivant. Parmi ces valeurs il y aura une qui sera maxima o’,,
une qui sera minima ,w’. Et cela aura lieu pour chacune des trois di
gtributions. On peut se demander &i ces valeurs extrémes des plus
grands Ages, extraites du tableau VI et reproduites dans le tableau VIII
sont. justifiées par notre théorie.
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Le calcul des valeurs théoriques des maxima est simple. En effet,
pour la distribution (8) et pour » observations la distribution de la
plus grande valeur est d’aprés D'article précédent

Dl(y) = eg—(v—Ig n)—-r“(xl-—lzn)

dont on tire la dominante

= lgn. (24)
La dominante du maximum du plus grand age sera d’apres (9)
o=+ 5" (25)

@)
En introduisant pour les deux sexes n = 55 et pour I'ensemble n = 110
on obtient & l'aide du tableau VII les valeurs théoriques du maximum
du plus grand age pour les trois distributions. Ces grandeurs portées
dans le tableau X s’accordent fort bien aux observations: le plus grand
fge atteint pendant les 55 ans était 106 ans, tandis que notre théorie
prévoit 106,36 ans. On ne peut pas demander plus puisque Page du
dernier survivant nous est connu seulement en nombre entier.

Le calcul du minimum du plus grand age est un peu plus compliqué.
La plus petite valeur d’une distribution (8) posséde pour n observa-
tions la densité de probabilité

10(y) =n(l — %)"—lmv
La dominante ,y de la plus petite valeur sera la solution de

n-—1 w’
I=®" " w
En introduisant (8) et (13) on obtient en posant e—¥ = z
lfgizze Fe=z-— 1.
Alors il s’agit de resoudre
n—1= (1-—-;) (8 —1). (26)

Du point de vue de P'ordre de grandeur on aura log n = z — (1/2) ce qui
simplifie la resolution. Puis on trouve la dominante de la plus petite
valeur

w=—lgz. @)
On en tire la dominante ;& du minimum du plus grand 4ge
. }
=0+ 28
! @y #9)

Pour les distributions des plus grands Ages des hommes et des femmes
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on a n— 1 = 54. Une interpolation simple méne & z == 4,26987 dont
on tire ,y = — 1,45399.

Pour la distribution des deux sexes on a n — 1 == 109. On obtient
z=4,92771 et ;y = — 1,59487.

Les valeurs numériques des minima calculées & ’'aide du tableau IX
sont portées dans la tableau X. L’accord est frappant. Parmis les 6
différences entre la théorie et les observations il n’y a qu’une qui sur-
passe un an.

X. Les extrémes des plus grands 4ges.

Minimum - | Maximum
observation théorie | observation théorie
Y 10 'y 0y
Hommes ............... 96 96,34 104 105,34
Femmes.........c...... 97 97,43 106 105,08
Ensemble .............. 96 96,63 106 106,36

Les espérances mathématiques des extrema seront pour les minima
un peu inférieures, pour les maxima un peu supérieures aux valeurs
calculées des dominantes. Mais ce calcul supplémentaire, de méme que
le calcul de l'écart type ne vaut pas la peine.

5. Conclusions.

Nous rejetons les théories usuelles sur I'dge limite et les essais
faits jusqu’ici pour déterminer cet 4dge d’une fagon approximative,
en particulier les méthodes qui déterminent 1’4, age limite & l’aide des
observations peu nombreuses sur les fges avancés. Par contre notre
théorie n’emploie que des données se rapportant au voisinage de 'dge
normal, pour lequel les nombres observés sont nombreux et assez surs.

Le probléme de la survie d’une seule personne semble — mais
semble seulement — se trouver en dehors des conditions sur lesquelles
repose la théorie des probabilités. Pourtant notre solution n’est basée
que sur elle. Nous supposons que la distribution des décds s’étend
jusqu a linfini et ne se rapproche qu’asymptotiquement de zéro. Par
conséquence nous calculons le dernier 4ge comme I'dge pour lequel on
doit s’attendre & ce que parmi un nombre de décés donné, un et un seul
individu soit mort aprés. Cela méne & la détermination extrémement
simple (3) dont on tire I'dge limite & P'aide de (10).

Pour qu’une formule biométrique soit utilisable pour ce calcul,
il suffit que le produit de I’dge par l'intensité de mortalité ne diminue
pas avecl’age. La formule de Lexis repond a cette condition. Le dernier 4ge
s’obtient alors par (18) et son écart type par (20). Il en résulte qu'un
accroissement de 'age normal, suivi. comme c’est la régle, d’'une dimi-
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nution de I'espérance de vie & cet dige, a une influence défavorable du
point de vue de la longévité. :

Malgré la s:mphczté des calculs analytiques et malgré I'approxi-
mation assez grossiére utilisée, I'accord entre la théorie et Pexpérience
montré par les tables Américaines est satisfaisant. Il faudra bien di-
stinguer notre théorie générale de ’dge limite et I'application que nous
en faisons en employant la formule de Lexis. .

Les observations faites sur le plus grand 4ge en Suisse pendant
55 années montrent que la distribution de ces valeurs est bien celle
qu'il fallait attendre. Cette comparaison ne nécessite aucun choix d’une
formule biométrique. La théorie est encore verifiée par les valeurs
extrémes de ces distributions. Cet accord est possible parce que ces
cas apparément individuels reposent sur de nombreuses observations.
En ce sens et aussi du point de vue analytique nos raisonnenments sont
paralléles aux recherches de Bortkiewicz qui ont abouti & la loi des éve-
nements rares.

En somme la théorie qui semble paradoxale suivant laquelle il n’y
a pas d’age limite fixe est en accord avec les observations. Et ainsi sont
contredit tous les arguments qui reposent sur I'existence d’un tel dge.

Remarques sur l'ajustement analytique des tables

de mortalité.
Par Ji#i Seitz (Prague).

Soit une table de mortalité ajustée selon une loi analytique ou
figurent un certain nombre de paramétres. Nous envisageons le cas ol
les valeurs attribuées & ces parametres viennent a étre modifiées et nous
nous proposons d’étudier les variations qui en découlent pour les princi-
pales fonctions actuarielles. La recherche des solutions des problémes
qui se trouvent ainsi posés est d’autant plus importante qu’a I’heure
actuelle on constate une évolution trés rapide du phénoméne de mor-
talité.

Dans le cas de 1a loi de Makeham, cette question a été traitée par
Friedli, dans la deuxitme partie d’un article ,,Reserve und Renten-
barwert als analytische Funktionen® qui a paru dans les ,,Mitteilungen
der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathematiker, No 13,
1918. Friedli arrive & ses résultats, en faisant appel & la théorie des
fonctions I" incomplétes. Nous allons démontrer qu’une partie des rela--
tions établies dans son article sont des cas particuliers des relations
générales valables pour toutes les lois de Quiquet.

Soient u, le taux instantané de mort&hté d le taux mstantane

d’intérét et
n(e) = py + 4.
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