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Velikonoce a Carl Friedrich Gauss

Viadimir Novotny, Praha

Abstrakt. Toto pojednéni je volnym pokraGovanim ¢lanku Velikonoce v masem kalenddri,
PMFA 60 (2015), 39-49. Odvozujeme v ném vztahy Gaussova algoritmu pro vypocet Ve-
likonoc v julidnském a gregoridnském kalendari, které umozinuji pfimé stanoveni data Ve-
likono¢ni nedéle bez pouziti tradi¢nich chronologickych veli¢in, tj. zlatého ¢isla, nedé&lniho
pismene a epakty.

Velikonoce jsou nejvyznamnéjsi kiestanské svatky a predstavuji jediny lunisolarni
prvek v naSem solarnim kalednafi zavedeném Juliem Caesarem (100-44 pf.n.l.) podle
navrhu egyptského astronoma Sosigena a pozdéji reformovaném v roce 1582. Jsou to
proto svatky pohyblivé a vypocet jejich data byl pro kiestany vzdy velmi duleZity,
protoze se podle nich Fidi cely cirkevni rok. Na stfedovékych univerzitach existoval
dokonce pfedmét Computus paschalis a vypocet data Velikonoc byl jedinym slozitym
vypoctem, ktery se v té dobé provadél. Roku 1800 publikoval tehdy mlady némecky
matematik Carl Friedrich Gauss (1777-1855) algoritmus pro vypocet data Velikono¢ni
nedéle, ktery vychézel pouze z letopoctu daného roku a nevyuzival do té doby béznych
pomocnych veli¢in.

1. Urcéovani data Velikonoéni nedéle v historii

V prvnich staletich naseho letopoctu slavili k¥estané Velikonoce spolu s zidy a jejich
svatkem Pesach. Nicejsky koncil roku 325 stanovil pravidlo, Ze oslava kiestanskych
Velikonoc mé byt na zidovském kalendari nezavisla. Velikono¢ni nedéli byla ustanovena
prvni nedéle nasledujici po prvnim jarnim upliku. Postupné se k urceni Velikonoc
prosadila metoda pouZivani v Alexandrii a zaloZena na devatenactiletém Metonové
cyklu. K urceni data Velikono¢ni nedéle slouzilo zlaté &islo, tj. poradové é&islo roku
v Metonové cyklu, a nedélni pismeno daného roku.

Zajimavosti je, Ze na Britskych ostrovech, kde probéhla christianizace velmi brzy,
se az do 8. stoleti pouzivalo k uréeni Velikono¢ni nedéle cyklu trvajictho 84 let podle
stars§iho fimského zpisobu. O sjednoceni postupu se zpusobem urceni Velikonoc na
zékladé Metonova cyklu se zaslouzil benediktinsky mnich Beda Venerabilis (Beda Cti-
hodny, kolem 672-725) [34].

Metontiv cyklus patfi mezi zédkladni kalendaini cykly. Po jeho uplynuti prfipadnou
mési¢ni faze na tytéz dny v roce. Slouc¢enim ¢ty Metonovych cykla vznika tzv. Kalli-
ptv cyklus [26] o délce 76 let. Ten obsahuje v julidnském kalendafi vzdy 19 pfestupnych
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dni, kdezto na jednotlivé Metonovy cykly mohou pfipadat bud 4, nebo 5 prestupnych
dnit podle faze soubéhu Metonova cyklu se ¢tyrletym cyklem vkladéni pfestupného
dne. Pfesngjsim cyklem je pak Hipparchiv cyklus [26], ktery vznikne sloudenim &ty
Kallipovych cykli a odebranim jednoho dne. Oproti Metonovu ¢ Kallipovu cyklu
predstavuje korekci 1 dne za 304 let. Pokud by byl pouZit pro vypocet fazi Mésice, ne-
bylo by nutné provadét opravu jejich vypoctu, kterou prinesla roku 1582 gregorianska
reforma kalendéare. Metoniiv cyklus po¢ina rokem 1 pfed nasim letopoctem,® rok 1 mé
tedy v Metonové cyklu poradové ¢islo 2.

Druhym zakladnim kalendainim cyklem je slune¢ni kruh o délce 28 let, po jehoz
uplynuti se opakuje pribéh dni v tydnu pro uréité datum (i kdyZ se pfifazeni dni
v tydnu k danému datu opakuje i uvnitt tohoto cyklu, cely cyklus opakovani mé 28 let).
Tento cyklus po¢ina rokem 9 pfed nasim letopoctem, rok 1 ma tedy v tomto cyklu
poradové ¢&islo 10.

Ttetim ze zakladnich kalendainich cykli je patnactilety cyklus zvany indikce. Tento
cyklus nemé astronomicky zaklad a n€kdy se dava do souvislosti s délkou sluzby ¥im-
skych legionaft nebo s periodou vybéru dani. Cyklus indikce za¢ina roku 3 pred nasim
letopoétem a rok 1 v ném mé potradové ¢islo 4.

Vs8echny tfi uvedené cykly zacinaly spoleéné roku 4713 pfed nasSim letopoctem.
Tento rok ve velmi vzdalené minulosti predchazejici jakékoli znamé historické udélosti
zvolil Joseph Justus Scaliger (1540-1609) roku 1583 za pocatek pribézného, tzv. ju-
lidnského pocitani let. Roku 1849 zavedl John Herschel (1792-1871) tzv. julidnské
datum, prubézné pocitani dnt od pocatku uvedeného roku. Cel4 julidnskd perioda mé
trvani 19 x 28 x 15 = 7980 let.

Juliansky kalendar vsak neni z dlouhodobého hlediska dostatené presny a jak
pocatek jara, tak i data mési¢nich uplinka pfestaly po nékolika staletich souhlasit
s predpokladanymi daty. Koncem 16. stoleti doséahla odchylka jarni rovnodennosti od
standardniho data 21. bfezna 10 dnid a odchylka pozorovaného data mésiéniho tpliku
od data urceného cyklickym vypoctem podle Metonova cyklu 4 dnt. Proto roku 1582
doslo k reformé kalendafe a misto julidnského kalendare byl zaveden reformovany,
tzv. gregoridnsky kalendar. Kalendar byl upraven vypusténim deseti dni, aby za¢atek
jara pripadl zpét na 21. bfezna. O tfi dny byla také opravena faze Mésice. Dale byla
zavedena opatieni, aby se zacatek jara ani data pozorovanych mési¢nich aplnku jiz
dlouhodobé neposouvaly od kalendarnich hodnot. Z kalendare byly vypustény tii pie-
stupné dny bshem kaZzdého Gtyfsetletého cyklu (slune¢ni korekce) a také faze Mésice
byla korigovana zvySenim o 1 den kazdych 300 let, a to osmkrat v cyklu trvajicim
2500 let (mé&si¢ni korekce).

K urceni Velikono¢ni nedéle jiz nestacilo zlaté ¢islo a nedélni pismeno daného roku
(které ma ovSem v gregorianském kalendafi jinou hodnotu neZ v kalendafi julidnském).
Misto zlatého ¢isla se zacala pro vypocet data mési¢niho tpliku uzivat veli¢ina zvané
epakta. Ta v gregorianském kalendafi znamené staii Mésice na zacatku roku.

K urceni data Velikono¢ni nedéle se uzivaly a dosud uzivaji tabulky obsahujici
uvedené veli¢iny [32]. Hlavnim cilem vyuky nebylo v pribéhu let ani tak pochopeni
astronomickych cykli, ale spiSe zvladnuti spravného pouziti dotyénych tabulek.

IRok nula se zde nezavadi. Astronomové jej ale v nékterych svych vypoétech pouzivaji.
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2. Carl Friedrich Gauss

Roku 1800 publikoval zptsob uréeni data Velikonoéni nedéle Carl Friedrich Gauss,
jeden z nejvétsich matematikt historie. Problém vyfesil jiz jako osmnactilety. Uvadi
se [9], Ze jeho motivaci byl zajem o vlastni narozeniny. Gaussova matka neznala jeho
datum narozeni, ale védéla, Ze se narodil roku 1777 osm dni pfed svatkem Nanebevstou-
peni Pané. Ten pripada vzdy na ¢tvrtek, 40. den po velikonoéni soboté. Velikonoéni
nedéle nastala roku 1777 dne 30. bfezna, svatek Nanebevstoupeni Pané 8. kvétna a da-
tum Gaussova narozeni tak bylo 30. dubna. O Gaussové zivoté a dile viz [9] a [31].

Gauss zkonstruoval algoritmus, jehoz jedinym vstupnim tdajem byl pouze leto-
pocet roku, ve kterém hleddme datum Velikono¢ni nedéle. Obegel se tedy zcela bez
pomocnych veli¢in, tj. zlatého ¢isla, epakty a nedélniho pismene. Vhodnou volbou
parametrii vypoctu lze pocitat datum Velikonoéni nedéle v juliAnském nebo grego-
ridnském kalendari. Pavodni publikaci Gaussova algoritmu (Casto se uzivéa i terminu
Gaussovy vzorce) je [11]. Gauss se k tématu vratil i v ¢lancich [14] a [15], v praci [16]
pak publikoval opravu vypoctu pro roky nasledujici po roce 4200 v gregorianském ka-
lendafi, na jejiz potfebu ho upozornil jeho zak Paul Tittel (1784-1831). V ¢lanku [13]
se vénuje vypoc¢tu zidovskych Velikonoc, tj. svatku Pesach. Tato problematika vsak jiz
presahuje téma naseho pojednani.

Gaussovy vysledky vyvolaly zna¢ny zajem, napt. [33], [6] ¢i [5]. Gaussovu algoritmu
se vénovaly téz pozdéjsi prace [25], [19], [4] a [20]. Ackoli jsou Gaussovy vzorce velmi
Casto publikovany v literatufe, jejich dobfe dostupné jednoduché odvozeni zatim chybi.

Roku 1817 publikoval slavny francouzsky astronom Jean-Batiste Joseph Delambre
jiny algoritmus, zahrnujici i pripady, které Gauss ponechal ve svém vypoctu jako vy-
jimky [8]. V dnesni dobé se sice témata tykajici se vypoétu data Velikonoc objevuji
vétsinou v publikacich vénujicich se rekrea¢ni matematice, zlepSeni dosavadnich algo-
ritm se ale vénuji i vazné védecké publikace. Z nich zmifime alesponi prace Jeana-Marie
Oudina [28] a Heinera Lichtenberga [24].

Uvedené zptisoby vypoctu Velikonoc plati pro datum Velikonoc slavené jak kato-
lickou cirkvi, tak i protestantskymi cirkvemi, které postupné pfijaly gregoridnsky ka-
lendar. Neplati v8ak pro vétsinu ortodoxnich cirkvi, které zpravidla uzivaji juliansky
kalend4ar a pro stanoveni Velikonoc pouzivaji ¢asto skuteéné astronomické okamziky
jarni rovnodennosti a mési¢nich uplakti. U takového pristupu vSak vznikd problém
s urCenim dne (v&tSinou jsou na zemském povrchu dvé data soucasné, tj. i dva dny
v tydnu podle zemépisné délky, a pokud by Slo o sobotu a nedéli, mohlo by se stat,
Ze by se na nékterych mistech na Zemi slavily Velikonoce pfisti den a na jinych az za
nékolik tydnt). Proto se bere za rozhodujici polednik Jeruzaléma a jemu odpovidajici
datum Velikono¢ni nedéle pak plati pro celou pfislusnou cirkev.

3. Juliansky kalendar

V julidnském kalendafi se predpoklada, ze Metonuv cyklus plati presné, tedy ze se
po uplynuti 19 let opakuji pro stejné data stejné faze Meésice v libovolné dlouhém
obdobi. Datum velikono¢niho uplitku zde zéavisi pouze na poradi prislusného roku
v Metonové cyklu, tj. na zlatém d&isle. Velikono¢nim tupliikkem se rozumi prvni jarni
uplnék, tj. prvni uplnék nastavajici 21. bfezna nebo pozdéji. Velikono¢ni nedéli je pak
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prvni nedéle nasledujici po velikono¢énim tpliiku. Pfipadne-li tedy velikono¢ni tplnék
na nedéli, bude Velikono¢ni nedéli teprve nedéle nésledujici. Rozdil dat Velikonoéni
nedéle a velikono¢niho uplinku pak zavisi pouze na nedélnim pismenu daného roku
(je-li tento rok pfestupny, pak na druhém nedélnim pismenu, nebot velikono¢ni aplnék
i Velikono¢ni nedéle nastava v kazdém prestupném roce aZ po prestupném dnu, kterym
je 24.anor).

V tomto ¢lanku odvodime vzorce Gaussova algoritmu, kde se pomocné veli¢iny
jako zlaté &islo nebo nedélni pismeno nepouzivaji a vstupni proménnou pro vypocet
je pouze letopocet ptislusného roku vyjadieny kladnym ¢islem R.

Je ziejmé, 7ze do vypoctu budou vstupovat délka Metonova cyklu (19 let), délka
cyklu, ve kterém se vklada prestupny den (4 roky), a koneéné délka cyklu, ve kterém by
se opakovalo pfifazeni prislusného dne v tydnu k danému datu, kdyby nebyly vkladany
prestupné dny (7 let). Posledni dva cykly se ovSem v kalendafi kombinuji. Ozna¢me
tedy podle Gausse postupné zbytky po déleni ¢tyFmistného letopoctu R ¢isly 19,4 a 7
jako a, b, c. Tedy

a = Rmod 19, (1)
b= Rmod4, (2)
¢=Rmod?7. (3)

Pripomenme, Ze vyraz m mod n pro prirozena ¢isla m a n znamena zbytek po déleni
¢isla m ¢islem n, tedy jedno &islo z mnoZiny {0,1,2,...,n— 1}. Déle budeme pouzivat
téz celociselné déleni m div n znamenajici celou ¢ast podilu m/n, tj. nejvétsi celé &islo
mensi nebo rovné m/n.

3.1. Vypocet data velikonoéniho upliiku

Predpokladejme, Ze velikono¢ni tuplnék nastane v prvnim roce Metonova cyklu o M dni
pozdéji oproti 21. bfeznu, tj. jeho datum bude d = 21. biezna +M. Protoze rozdil
délky slune¢niho roku a dvanacti lunarnich mésict je, zaokrouhleno na celé dny,
365 — (6 x 30 + 6 x 29) = 365 — 354 = 11 dni, nastane v roce p¥istim velikono¢ni
uplnék o 11 dni dfive. Za standardni délku lunace se bere 30 dni, coz znamené, Ze
dalsi aplnék nastane o 30 — 11 = 19 dni pozdéji. Je vhodné uzpusobit vypocet tak,
abychom ve vysledném vzorci pro uréeni data velikono¢niho tuplitku pouzivali spiSe
séitani nez od¢itani.

V dalsich letech nastanou velikono¢ni uplitkky vzdy o dalsich 19 dni pozdéji. Pokud
pritom d vzroste nad hodnotu 30, musime 30 odecist, abychom promitli uplnék do
zékladniho intervalu velikono¢ni lunace. Toto se v kalendéfi projevi potfebou vlozit
v piislusném roce prestupny mésic. Béhem jednoho Metonova cyklu se vklada 7 pre-
stupnych mésici, z nichz 6 ma délku 30 dni, sedmy pak 29 dni. Tim se dosahne shody
se slune¢nim kalendarem, ktery méa béhem 19 let 19 x 365 = 6935 dni. Lunarni kalen-
daF ma v této upravé béhem 19 let celkem také 6935 dni (19 x 354 + 6 x 30 + 29 =
6726 + 180+ 29 = 6935). Pritom zde nepocitame prestupné dny, jejichZ pocet je ovSem
v konkrétnim Metonové cyklu pro sluneéni i lunarni kalendar stejny, bud 4, nebo 5.
Vypocet lze vyjadrit vztahem

d = (19a + M) mod 30, (4)
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kde funkce mod pfevadi vysledek do zékladniho intervalu 0 az 29. Pokud uvazime,
ze v prvnim roce Metonova cyklu nastava v julidnském kalendari velikonoéni tplnék
5. dubna, zjistime, Ze konstanta M nabyvé v julidnském kalendaii hodnoty 15 a plati

d = (19a + 15) mod 30.

Velikono¢ni uplnék tedy v julidnském kalendari miize pfipadnout pouze na jedno
z 19 konkrétnich dat v intervalu od 21. biezna do 19. dubna.

3.2. Vypocet data Velikono¢ni nedéle

Dalsim tkolem je zjistit, o kolik dni nastava v kazdém roce Velikono¢ni nedéle pozdéji
nez velikono¢ni tplnék. Zde ale musime byt opatrni, protoze v pripadé, Ze velikono¢ni
uplnék pripadne na nedéli, je Velikono¢ni nedéli az nedéle nasledujici. Musime to mit
na zreteli pi pouziti funkce mod, jejimz vystupem jsou ¢isla od 0 do n — 1, kde n je
délitel.

Zabyvejme se nejprve otazkou, jaky den v tydnu pfipada postupem let na konkrétni
pevné datum. Protoze nepfestupny rok ma 365 dnii, coz predstavuje 52 tydni a 1 den,
pripada v dal$im roce na totéz datum nésledujici den v tydnu. Po pfestupném roce se
pak posun zvysi o dalsi den, protoze prestupny rok mé 366 dnt, tedy 52 tydni a 2 dny.
Dulezité je, ze pii prechodu k dalsimu stoleti ziustava princip stejny, protoze vSechny
sekularni roky (tj. roky koné&ici dvéma nulami) jsou v julidnském kalendafi pFestupné.

Pokud pfifadime dntm v tydnu ¢isla od 1 (pondéli) do 7 (nedéle) odpovidajici
dennim pismenim v kalendafi (A az G), miZzeme den v tydnu ¢ pFipadajici na pevné
dané datum v kalendafi vyjadiit vzorcem

t=(R+Rdivd+ K)mod 7+ 1,

kde Rdiv4 je podil R/4, od né&jz je odeftena desetinna ¢ast. Konstantu K muZeme
urc¢it dosazenim hodnoty t konkrétniho data, které chceme vzorcem vyjadiit. Neni
vSak urcena jednoznac¢né, pfi¢teni jakéhokoli nasobku 7 do zavorky hodnotu vyrazu
nezméni.

Hledame-li obdobné pocet dni s od urc¢itého data do nasledujici nedéle, bude mit
prisludny vzorec tvar

s=(-R—Rdivd+ N)mod7+1,

kde bychom ovSem méli za konstantu N zvolit dostateéné velké ¢islo, aby vyraz v za-
vorce byl i pro nejvétsi uvazovany letopocet kladny. Pri¢teni 1 je nutné proto, Ze
hledame nedéli nasledujici po uvazovaném datu. Vysledek tedy bude v rozmezi 1 az 7.

Nasi ulohou je tedy nalézt pocet dni do nasledujici nedéle pro velikono¢ni tuplnék,
tj. den 21. bfezna +d. Zavedme oznadeni e pro zbytek

e=(—R—Rdivd—d+ N)modT.

Pokusme se upravit vyraz pro e tak, aby obsahoval pouze sé¢itani. Do zavorky
muzeme vlozit sedminédsobek libovolné veli¢iny bez vlivu na vysledek. Upravme ji
tedy pric¢tenim vyrazu (TR + TRdiv4 + 7d). Pak

e=(—R+7R—Rdiv4+T7Rdivd—d+7d+N)mod7 = (6 R+6Rdiv4+6d+N)mod7.
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Nyni se budeme snazit nahradit veli¢iny R a (R div4), které rostou s ¢asem, zbytky
po déleni R ¢tyfmi a sedmi, tj. vyrazy (Rmod4) a (Rmod7), které jsou omezené
(tj. Gaussovy zbytky b a ¢). Pfi¢teme do zavorky ¢leny (—14Rdiv4) = —14(Rdiv4)
a (—28Rdiv7) = —28(Rdiv 7), které nezméni vysledek,

e = (6R+6Rdivd — 14Rdiv4 — 28Rdiv 7 + 6d+ N)mod 7 =
— (2R —8Rdiv4 + 4R — 28Rdiv 7+ 6d + N) mod 7 =
= [2(R — 4Rdiv4) + 4(R — TRdiv7) + 6d + N]mod 7.

Déle vyuzijeme identit platnych pro kazdé kladné R
R =4(Rdiv4d) + Rmod4, R=T7(Rdiv7)+ Rmod7
a nahradime vyrazy v kulatych zavorkach vyrazy (Rmod4) a (Rmod7)
e=(2Rmod4 + 4Rmod 7+ 6d + N)mod 7.
Dostavame tak Gaussiiv vzorec pro zbytek e
e=(2b+4c+6d+ N)mod7, (5)

kde N je konstanta platna pro julidnsky kalendafr. Uréime ji napf. z podminky, Ze
v roce 1582 pfipadla velikono¢ni nedéle na 15. dubna:

Prorok 1582 platia =5,b=2,¢c=0,d=20a d+e—9 =15, tedy e = 4. Protoze
podle (5) soucasné

e=(44+0+4+120+ N)mod7 = (124 + N)mod 7,

musi byt N = 6, zvolime-li nejmensi vyhovujici hodnotu.
Velikono¢ni nedéle v julianském kalendaii tedy pfipadne na

(21+d+e+1)=(22+d+e)ty bfezen prod + e < 10 (6)

¢i na
(d+e—9)-ty duben prod + e > 9. (7)

4. Gregoriansky kalendar

V gregorianském kalendari se predpoklada presné platnost Metonova cyklu vzdy jen
pro jedno stoleti. Pro zpfesnéni se v ném zavadéji sluneéni a mési¢ni korekce. Slune¢ni
korekce predstavuje vypusténi pfestupného dne v sekularnich letech (tj. letech, v nichz
konéi stoleti), ktera nejsou délitelna 400. Mési¢ni korekce znamena opravu (zvySeni)
stari Mésice o 1 den v sekularnich letech pocinaje rokem 1800 osmkrat s periodou
300 let, tj. v letech 1800, 2100, 2400, 2700, 3000, 3300, 3600, 3900. Poté se pocinaje
rokem 4300 cely 2500 let trvajici cyklus opakuje.

Na rozdil od julidnského kalendare nezavisi datum velikono¢niho uplitku pouze
na poradi roku v Metonové cyklu, tj. zlatém ¢isle, ale na veli¢iné zvané gregorianska
epakta. Tuto veli¢inu budeme déle znacit E, a znamen4 stari Mésice na zacatku roku.
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Pii reformé kalendare byla zavedena i tzv. julidnska epakta FEj, kterd respektuje jedno-
razovou tiidenni korekci stari Mésice pii prechodu na novy, gregoridnsky kalendar, ale
jinak odpovid4 pravidlim platnym v julidnském kalendari. Jeji hodnota Ej; se vypocte
ze vztahu

E; = (11 x zlateé ¢&islo) mod 30

a slouzi ke snazsimu vypoctu gregoridnské epakty.

Prifazeni gregorianské epakty ke zlatému &islu se pro rizna staleti méni. Pro dané
datum velikono¢niho upliku je pak Velikono¢ni nedéle v kalendafi urc¢ena nejbliz$im
nedélnim pismenem (v pFipadé prestupného roku jde o druhé nedélni pismeno, tj. to,
které plati po pfestupném dni) daného roku [27].

Vztahy z kapitoly 3.2 lze upravit i pro gregoriansky kalendar. Diky tomu, Ze se
korekce aplikuji vzdy v sekularnich letech a plati vzdy pro celé nasledujici stoleti,
je jejich aplikace v Gaussové metodé vypocétu Velikonoc pomérné snadna. Jedinymi
parametry vypoctu, které se v gregorianském kalendéii mezi jednotlivymi staletimi
méni, jsou hodnoty M a N pouzivané pii vypoctu zbytki d a e.

P1i pfechodu na gregoridnsky kalendar vsak dochézi k situacim, které v julidnském
kalendéri nenastavaji. Pravidla pro vypocet bylo nutno upravit, aby k nim nemohlo
dojit ani v gregorianském kalendari.

Velikono¢ni tiplnék miize postupné v riiznych staletich pfipadnout na vSechna data
mezi 21. bfeznem a 19. dubnem. Je-li 19. dubna nedéle, pak pokud by na 19. dubna
pripadl velikonoé¢n{ tplnék, méla by Velikono¢ni nedéle nastat az 26. dubna. To v ju-
lidAnském kalendafi nenf mozné a autofi reformy byli vazéni pozadavkem, aby ani v no-
vém kalendari k této situaci nedochézelo. V takovém pfipadé se tedy velikono¢ni uplnék
preklada na 18. dubna, a tudiZz Velikonoc¢ni nedéle nastane jiz 19. dubna.

Obdobné muze v nékterych staletich pfipadnout velikono¢ni iplnék dvakrat béhem
Metonova cyklu na 18. dubna. Ani toto v juliAnském kalendéii nenastava. V tomto
piipadé se druhy z nich v gregoridnském kalendafi preklada na 17. duben.

Popsané dvé situace nejsou Gaussovym algoritmem vystizeny a fesi se jako vyjimky.

K prvni vyjimce dojde, pokud v pfislusném roce plati d = 28. Pak je nutno hod-
notu d uméle sniZit na d = 27. Timto opatienim se i veli¢ina e sniZi o 6 a soucet
d + e bude o 7 mensi, tj. Velikono¢ni nedéle pfipadne nikoliv na 25. dubna, ale jiz na
18. dubna.

Druhé vyjimka nastava, pokud velikono¢ni uplnék pfipadne na 18. dubna (d = 27)
a soucasné plati a > 10. Pak musime hodnotu d uméle sniZit na d = 26 a Velikono¢ni
nedéle pripadne nikoliv na 25. dubna, ale jiZz na 17. dubna.

4.1. Hodnoty veli¢in M a N v gregorianském kalendari

V julidnském kalendafi jsou hodnoty veli¢in M a N v Case konstantni. Pro libovolny
rok v ném tedy plati M = 15, N = 6. Na rozdil od toho se gregoridnském kalendari
hodnoty veli¢in M a N stoleti od stoleti méni. V pribéhu jednoho stoleti vSak ztstévaji
konstantni.

Veli¢ina M zavisi na stafi Mésice v kalendéfi a ovliviiuje datum, kdy stari Mésice
dosédhne urc¢ité hodnoty. To je zavislé na vypousténi prestupnych dni v gregorianském
kalendari oproti julidnskému. Stari Mésice je nezavislé na zméné v datovani, proto pii
vypustén{ dne v kalendafi (slunecéni korekei) je tfeba stari Mésice sniZit o 1 den, tomu
odpovida zvySeni hodnoty M o 1. Veli¢ina M déle zavisi na mési¢ni korekci, pfi jejiz
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aplikaci je tfeba stari Mésice zvySit o 1 den, tomu odpovida snizeni hodnoty M o 1.
Piesahne-li M hodnotu 29, je tfeba ji snizit o 30. Béhem reformy kalendafe a po ni
doslo do dnesni doby k témto zménam:

AM | M
julidnsky kalendar -1 15
vypusténi 10 dnt z kalendéfe v roce 1582 | 4+10 | 25
oprava stari Meésice v roce 1582 o 3 dny -3 | 22
vypusténi pfestupného dne v roce 1700 +1 | 23
vypusténi prestupného dne v roce 1900 +1 | 24

Poznamenejme, ze vypusténi prestupného dne v roce 1800 se kompenzuje mési¢ni
korekci aplikovanou ve stejném roce.

Zmeény veli¢iny N jsou ovlivnény pouze vypousténim pfestupnych dni v kalendari,
které ovliviiuji den v tydnu pfipadajici na urcité datum a nezaviseji na aplikaci mésiéni
korekce. Pti kazdém vypusténi prestupného dne je tfeba hodnotu N o jednotku zvysit.
Ptesahne-1i N hodnotu 6, snizime ji o 7. Pribéh veli¢iny N béhem reformy a po ni az
do soucasnosti je tento:

AN | N
juliansky kalendar -1 6
vypusténi 10 dnu z kalendéare v roce 1582 | +10 | 2
vypusténi prestupného dne v roce 1700 +1 ] 3
vypusténi prestupného dne v roce 1800 +1 | 4
vypusténi prestupného dne v roce 1900 +1 5

Zmény veli¢in M a N muzeme shrnout takto:

N roste o jednotku vzdy pri vynechani prestupného dne v gregorianském kalendafi.
Protoze toto nastava vzdy tiikrat ve 400 letém cyklu, N tfikrat v tomto cyklu roste
a poctvrté zlustava konstantni. Kopiruje tedy zbytek po déleni rozdilu dat stejného dne
v gregorianském K, a julidnském kalendari K; sedmi. Hodnota N je dana vztahem
N = [(Kgy — Kj) — 8 mod 7.

M kopiruje rist N kromé aplikace mési¢ni korekce v letech 1800, 2100, 2400,
2700, 3000 atd. V takovych pripadech zlistane konstantni (pokud se N zvétsuje o 1),
nebo dokonce klesne o 1 (pokud ziistava N konstantni). Takeé lze Fici, Ze hodnota M
kopiruje zbytek po rozdilu julidnské E; a gregorianské E, epakty déleny 30. Pro hod-
notu M plati M = [(E; — Eg) + 12] mod 30.

Zavedeme-li veli¢iny g a Yy jako soucet slunec¢nich a mési¢nich korekei od za-
vedeni gregoridanského kalendafe do daného data, mizeme vyjadiit rozdil kalenda-
i K — Kj jako

K, — K;=10+Xg

a rozdil epakt E; — E; jako

Ej — By = 10+ Xg — S,
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Pak plati
M = [(ES — EM) + 22] mod 30

N = (Ss+2) mod7.

4.2. Gaussovy vztahy pro vypocet veli¢in M a N

Pro vypocet veli¢cin M a N je t¥eba vyjadrit rozdily kalendait K — K a epakt E;— E,
jako funkce €asu. U rozdilu kalendaia K,— Kj je FeSeni snazsi. Od poc¢ateéni hodnoty 10
platné od roku 1582 se zvétsuje o jednotku v kazdém sekularnim roce s vyjimkou let
délitelnych 400 diky slune¢ni korekei. Zavedeme-li (opét podle Gausse) veli¢iny

k = Rdiv 100, 8)
p = kdiv3, (9)
q=kdiv4, (10)

mizeme rozdil K; — Kj vyjadiit jako
K, —Kj=(k—16)+ 10— (k—16)divd = k — kdiv4 — 2.

Pak N = [(K; — Kj) — 8| mod 7=[k — kdiv4—10] mod 7= [k — kdiv4 + 4] mod 7, a tedy
kone¢né
N =]k —q+4]mod7. (11)

Dostavame tedy Gaussuv vyraz pro N. Tato hodnota plati pro libovolny letopocet.

Rozdil epakt Ej — E, se zvétSuje v kazdém sekularnim roce, pokud neni déli-
telny 400, o jednotku vlivem slune¢ni korekce. Navic poéinaje rokem 1800 se v in-
tervalu 300 let az do roku 3900 aplikuje mésiéni korekce, ktera ho snizuje o jednotku.
Pokud se v ur¢itém roce aplikuji korekce obé (2100, 2700, 3000, 3300, 3900), pak
se vzajemné rusi a rozdil epakt zlistdva nezménén. V sekularnich letech, kdy se slu-
ne¢ni korekce neaplikuje, ale mési¢ni ano (2400, 3600), se hodnota rozdilu E; — E;
o jednotku snizi. Po roce 3900 se aplikuje mési¢ni korekce az roku 4300, pfi¢emz se
jejl 2500 let dlouhy cyklus opakuje. Diivodem mési¢nich korekei je presnéjsi vystizeni
délky Metonova cyklu.

Pro roky pfed letopoctem 4200 plati

Ey—E,=(k—16)+10— (k—16)div4d — (k —15)div3 = k — kdiv4d — kdiv3 + 3.
Pak
M =[(E; — Eg) + 12]mod 30 = (k — kdiv4 — kdiv3 + 15) mod 30.
Nyni mtzeme koneéné psat
M = (k—p—q+ 15) mod 30, (12)
coz je puvodni Gaussiv vztah pro M platny do roku 4199. Chceme-li vyjadrit vypocet

veli¢iny M platny obecné pro jakykoli letopocet, je tieba opravit vyraz pro rozdil epakt
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rok korekce sumy Gaussovy rozdil rozdil
S - sluneéni korekei veli¢iny kalend. epakt
M - mésiéni s ¥ M N K,—K; Ej—E,

do 1582 0 0 15 6 - -
1583-1599 0 0 22 2 10 10
1600 - 1600-1699 0 0 22 2 10 10
1700 S 1700-1799 1 0 23 3 11 11
1800 S M 1800-1899 2 1 23 4 12 11
1900 S 1900-1999 3 1 24 5 13 12
2000 - 20002099 3 1 24 5 13 12
2100 S M 2100-2199 4 2 24 6 14 12
2200 S 2200-2299 5 2 25 0 15 13
2300 S 23002399 6 2 26 1 16 14
2400 - M 24002499 6 3 25 1 16 13
2500 S 2500-2599 7 3 26 2 17 14
2600 S 2600-2699 8 3 27 3 18 15
2700 S M 27002799 9 4 27 4 19 15
2800 - 2800-2899 9 4 27 4 19 15
2900 S 29002999 10 4 28 5 20 16
3000 S M 3000-3099 11 5 28 6 21 16
3100 S 3100-3199 12 5 29 0 22 17
3200 - 3200-3299 12 5 29 0 22 17
3300 S M 3300-3399 13 6 29 1 23 17
3400 S 3400-3499 14 6 0 2 24 18
3500 S 3500-3599 15 6 1 3 25 19
3600 - M 3600-3699 15 7 0 3 25 18
3700 S 3700-3799 16 7 1 4 26 19
3800 S 3800-3899 17 7 2 5 27 20
3900 S M 3900-3999 18 8 2 6 28 20
4000 - 40004099 18 8 2 6 28 20
4100 S 41004199 19 8 3 0 29 21
4200 S 42004299 20 8 4 1 30 22
4300 S M 43004399 21 9 4 2 31 22
4400 - 4400-4499 21 9 4 2 31 22
4500 S 4500-4599 22 9 5 3 32 23
4600 S M 4600-4699 23 10 5 4 33 23
4700 S 47004799 24 10 6 5 34 24
4800 - 48004899 24 10 6 5 34 24
4900 S M 49004999 25 11 6 6 35 24
5000 S 5000-5099 26 11 7 0 36 25

Tab. 1. Pribéh veli¢cin M a N do roku 5099 v zavislosti na veli¢inach ¥s, Xnm, Kz — Kj
aEbj— Eg
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E; — Eg, aby platil i pro R > 4199. Zde se vSak spokojime s Gaussovym feSenim, kdy
misto vztahu (9) pro veli¢inu p voli

p = (8k 4 13) div 25. (13)

Vyraz (12) pro M zistava v platnosti a dava spravnou hodnotu pro libovolny
letopocet. Z néj pak mizZeme pro rozdil epakt Ej — E, nalézt

E,—E;=k—kdivd — (8k+13)div25+ 3.
5. Shrnuti vzorcu

Pii vypoctu Velikono¢ni nedéle tedy muzeme postupovat takto:

Uréime zbytky po déleni letopo¢tu 19, 4 a 7 podle (1), (2) a (3). Dale podle (4) a (5)
stanovime hodnoty d a e, kde pro gregoridnsky kalendar plati v rozmezi let 1900-2099
M = 24, N = 5. Pro jina staleti nalezneme pfislusné hodnoty M a N v tabulce 1,
pro julidnsky kalendar pak je M = 15, N = 6. Velikono¢ni nedéle pak pfipadne na
(22 + d + e)-ty biezen pro d + e < 10 & na (d 4+ e — 9)-ty duben pro d + e > 9, viz
vztahy (6) a (7).

Pokud vyjde d = 28, nebo d = 27 za podminky a > 10, snizime d na 27, pfipadné
na 26.

Priklad:

Stanovme datum Velikono¢ni nedéle pro rok 2016.
V gregorianském kalendafi bude a = 2, b = 0, ¢ = 0. Pak bude

d= (19 x 2+ 24) mod 30 = 2,
e=2x04+4%x0+6x%x2+5)mod7=3.

Velikono¢ni nedéle tedy nastane 22 4+ 2 + 3 = 27. bfezna.
V julidnském kalendéfi bude opét a =2, b =0, ¢ = 0. Dale

d = (19 x 2 + 15) mod 30 = 23,
e=2x0+4x0+4+6x23+6)mod7=4.

Velikono¢ni nedéle tedy nastane 23 + 4 — 9 = 18. dubna. To je ov8em jeji datum
v julidnském kalendaii, v gregoridnském kalendaii mu odpovidé 18 + 13 = 31. dubna,
coZ je totozné s datem 1. kvétna.

6. Zavér

Gauss v mladém véku nejen vyfesil problém vypoc¢tu data Velikonoc, ale polozil za-
klady celé modularni aritmetiky [12]. V pracich Hermanna Kinkelina (1832-1913) [19]
a Heinera Lichtenberga [23], [24] byl pozdé&ji Gausstiv algoritmus upraven tak, aby
nebylo nutné zavadét vyjimky, ale aby vysledné datum Velikonoc¢ni nedéle ve vSech
pfipadech vyplyvalo z upravenych vzorcu (viz téz [36]).

Pii skuteéném pouziti Gaussova algoritmu ¢i jinych matematickych postupt vSak
musime mit na paméti, Ze oficialni metodou pro vypocet data Velikonoc je puvodni
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Liliova—Claviova metoda, jejiz vysledky muzeme sledovat v Claviové obsahlém dile.
Gaussova metoda je s ni vSak ekvivalentni a pro praktické pouziti mnohem vhodné;jsi,
zvlasté pii dnesnim rozsahlém pouziti pocitaci.

Podékovani., Autor dékuje prof. RNDr. Michalu K#izkovi, DrSc., za inspiraci,

podporu a rady pii psani tohoto c¢lanku a doc. RNDr. Alené Solcové, PhD.,
a doc. RNDr. Marku Wolfovi, CSc., za cenné pfipominky, které pomohly zlepsit jeho
obsah.

Literatura

(1]
2]

T =

=

9]

[10]

[11]

(12]

[13]

[14]

[15]

[16]

50

BAR, N. A.: Die Osterformel von C.F. Gauf [cit.22.11.2015]. Dostupné z:
http://www.nabkal.de/gaussl.html http://www.nabkal.de/gauss2.html

BERGMANN, W.: Noch einmal zu den Ausnahmeregeln der Gauss’schen Osterformel.
Historia Math. 17 (1990), 256-258.

BIEN, R.: Gaufl and Beyond: The making of Faster algorithms. Arch. Hist. Exact Sci.
58 (5) (2004), 439-452.

BUTCHER, S.: General proof of Gauss’ rule for finding Easter day. Dublin, 1876.
CALANDRELLI, G.: Formole analitiche della Pasqua. Giorn. Arcad. X VI (1822), 172-187.
CiccoLini, L.: Formole analitiche pel calcollo della Pasqua. Roma, 1817.

Cravius, C.: Romani calendarii a Gregorio XIII. P.M. Restituti Explicatio. Romae, 1603
[cit. 22.11.2015]. Dostupné z: http://echo.mpiwg-berlin.mpg.de/MPIWG:P35YUZP5

DELAMBRE, J.B.J.: Formules pour calculer la Lettre Dominicale, le Nombre d’Or,
l’Epacte et la fete de Paques, pour une année Grégorienne ou Julienne quelconque.
Connaissance des temps, ou des mouvements célestes? L’usage des astronomes et des
navigateurs, pour ’an, 1817, 307-317.

DunNINGTON, G. W.: Carl Friedrich Gauss — Titan of science. The Mathematical As-
sociation of America, 2004.

FELBER, H.-J.: Die beiden Ausnahmebestimmungen in der von C.F. Gauss aufstellten
Osterformel. Die Sterne 53 (1977), 22-34.

Gauss, C.F.: Berechnung der Osterfestes. Monatliche Correspondenz zur Beférderung
der Erd- und Himmels-Kunde, herausgeben vom Freinherrn von Zach, August 1800,
121-130. In: Werke, Bd. 6, 73-79.

Gauss, C. F.: Disquisitiones Arithmeticae. Lipsiae, 1801.

Gauss, C. F.: Berechnung des jidischen Osterfestes. Monatliche Correspondenz zur Be-
forderung der Erd- und Himmels-Kunde, herausgeben vom Freinherrn von Zach, Mai
1802, 435-437. In: Werke, Bd. 6, 80-81.

Gauss, C. F.: Noch etwas iiber die Bestimmung des Osterfestes Braunschweigisches Ma-
gazin. September 12, 1807, 589-596. In: Werke, Bd. 6, 82-86.

Gauss, C. F.: Fine leichte Methode, den Ostersonntag zu finden. Astronomisches Jahr-
buch fiir das Jahr 1814, Berlin, 1811, 273. In: Werke, Bd. 11, Abt. 1, 199-200.

Gauss, C.F.: Berichtigung zu der Aufsatze: Berechnung des Osterfestes. Mon. Corr.,
1800, 121. Zeitschrift fiir Astronomie und verwandte Wissenschaften, herausgeg. von v.
Lindenau u. Bohnenberger 1 (1816) 158. In: Werke, Bd. 11, Abt. 1, 201.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 61 (2016), ¢. 1



[17]

18]
[19]
[20]
[21]

22]

23]
[24]
25]
[26]

27]
28]

[29]

(30]

31]
32]

33]

34]
[35]

[36]

GOLDSCHEIDER, F.: Uber die Gauss’sche Osterformel. Wissenschafltliche Beilage zum
Jahresbericht des Luisenstédtischen Realgymnasiums zu Berlin, I. Teil: Ostern, 1896,
II. Teil: Ostern, 1899.

GRraAssL, A.: Die GaufS’sche Osterregel und ihre Grundlagen. Sterne und Weltraum 32
(1993), 274-277.

KINKELIN, H.: Die Berechnung des christlichen Osterfestes. Zeitschrift fiir Mathematik
und Physik 15 (1870), 217-238.

KnNoBLocH, W.: Die wichtigsten Kalender der Gegenwart. Neunten Jahresbericht der
deutschen Staatsrealschule in Karolinenthal, 1885, 1-90.

KracHT, D.: Herleitung der Gausschen Formel |[cit. 22.11.2015]. Dostupné z:
http://www.kr8.de/osternherleitung_der_formel.htm

Lanckau, E.: Sonne oder Mond — der Kalender und Gauf§ [cit. 22.11.2015]. Do-
stupné z: http://web.archive.org/web/20060404084353/ http://www.mathematik.
uni-halle.de/~cantorev/reports/verabschiedung-2000.pdf

LICHTENBERG, H.: Zur Berichtigung der Gaufichen Osterformel. Die Sterne 72 (1996),
29-32.

LICHTENBERG, H.: Zur Interpretation der Gaufl’schen Osterformel und ihrer Ausnah-
meregeln. Historia Math. 24 (1997), 441-444.

MEYER, A.: Fine Ableitung der Gaussischen Osterformel. Blatter f.d. bayer. Gymna-
sialschulwesen / (1868), 227-231.

NEUGEBAUER, O.: A history of ancient mathematical astronomy, part two. Springer,
Berlin—Heidelberg—New York, 1975, 622—624.

NovoTNY, V.: Velikonoce v nasem kalenddri. PMFA 60 (2015), 39-49.

OupiN, J.-M. [= Frére Namase-Marie|: Sur la détermination de la date de Pdques.
Démonstration générale de la formule de Gauss. Nouvelles formules, trés simples, trés
rapides, en fonction, du seul millésime & Tables pour calculer la date de Pdques par ces
formules. Annales de la Société Scientifique de Bruxelles, Série I 59 (1939), 225-256.
REeINTS, H.: Breakdown of the Gauss algorithm [cit. 22.11.2015]. Dostupné z:
http://www.henk-reints.nl/easter/index.htm

RICHTER, P. H.: Kalender und die Gaufsche Osterformel — Was steckt dahinter? |cit.
22.11.2015]. Dostupné z: http://www-nonlinear.physik.unibremen.de/download/
RichterKalenderMittGG44S59-78(2007) .pdf

TeENT, M. W. B.: The prince of mathematics — Carl Friedrich Gauss. Wellesley, MA
2006.

Urceni data Velikono¢ni nedéle. Kiestanské Modrany [cit. 22.11.2015]. Dostupné z:
http://www.modranskafarnost.cz/rok-2000/index . php

TI1TTEL, P.: Methodus technica, brevis, perfacilis ac perpetua construendi calendarium
ecclesiasticum stylo tam novo quam vetere pro cunctis christianis Europae populis, da-
taque chronologico ecclesiastica ommnis aevi examinandi atque determinandi. Gottingen,
1816.

WaLLis, F.: Bede — the reckoning of time. Liverpool University Press, 2004.

WETZEL, S.: Die Oster-Rechnung wvon Gaufl nachbetrachtet fir Laien [cit.
22.11.2015]. Dostupné z: http://www.swetzel.ch/ostern/ostgauss/ostgauss.pdf
http://wuw.swetzel.ch/ostern/ostgauss/ostgauss.html

Wikipedia: Gaufsche Osterformel [cit. 22.11.2015]. Dostupné z:
http://de.wikipedia.org/wiki/GauSsche_Osterformel

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 61 (2016), ¢. 1 51



		webmaster@dml.cz
	2016-06-28T09:18:38+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




