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MATEMATIKA

Zajimavé kombinatorické identity

Martin Maly, Brno

Abstract. The paper introduces six combinatorial identities “hidden” in Pas-
cal’s triangle. The proofs of these identities are based on the definition of
binomial coefficient.

Vyjdéme z tabulky 1:

@ © 6 6 ©
1 52 23 3% 4 %5
O O O O O
1 3 3 5 6 210 2 15
6 & @ 6 6
1 1 4 210 5 20 3% 35
G 6 0 6
1 £+ 5 315 2 35 5 170
H @ @ @ @

Tab. 1. Rovnobéznikovy vybér z prvnich deviti fadki Pascalova trojahelniku
doplnény o zlomky ve vyznamu podilu tvaru (:) : ("Zl), kde k € {1,...,4},
ne{k,....,k+3}

Vyznam tabulky je zfejmy. Lze z ni vy¢ist, Ze napf.:
() G)+ () (0) -
2 2 1 1
(1) ()= ()- ()
1 1 4 4
0000
4 4 4 4

Roénik 88 (2013), ¢islo 1 1

1

1
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Pokusme se pro uvedené tfi rovnosti najit spoleény tvar. Vidime, Ze na
levé strané kazdé z nich lze levy scitanec nahradit vyrazem

) (")

Zbyva zkusit najit ,vhodny“ spole¢ny tvar pravych séitanct, kterym je

ziejmé vyraz
n ) n+1
n—k+1) \n—-k+1)
Dostavame tak vyraz

n\ (n+1 n n ] n+1

k)’ k n—k+1) \n—k+1)’
od kterého se po porovnani s tabulkou 1 muzeme odvéazit prejit k hypo-
téze o platnosti identity

GD:<n21>+<n—2+¢>:<nﬁ2i1>_1’ (1)

kde k,n e N, k < n.
Podobné dospéjeme k hypotézam o dalsich péti identitach:

G )= () e
kde k,n,i €N, k <n,
() ()= (on) () o
kde k € Ng, n,i €N, k < n,

((n +nl) : 2) : ((nj——;)z: 2) B ((nnﬂ)l; 2) 1 <(nn+2)3: 2), (4)

kde n € N, 2{n,
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(Z>(nzl)_<n—z+2><nﬁ—}’:i2>’ (5)

kde k,n e N, 1 < k < n,

((n +nl) : 2) B ((n +T;) : 2) - ((nn;;)l; 2) - ((nzz)l: 2>7 (6)

kde n € N\ {1}, 21 n.

Na ukazku dokadZeme identitu (1). Dukazy zbyvajicich péti identit
prenechavame ¢tenafi k procviceni.

Driikaz. Budte k,n € N, k < n, libovoln4 &isla. Pak

() (3 )+ b)) -
n! ) (n+1)!
K(n— k) K[(n+1) — &

n! ) (n+1)! _
T EA D)=kt kD)D) —(n—k+ D

a K-kt 1) n! (n—k+ 1)k
THo-R D) kD0 el

n—k+1 k n—k+1+4+k
+ = :1
n+1 n+1 n+1

Tim je dikaz ukoncen.
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