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SOUTEZE

Ulohy domaciho kola 65. ro¢niku
Matematické olympiady pro zaky strednich skol

Kategorie A

. V kazdé ze ¢tyt mistnosti je nékolik pfedmétii. Necht n > 2 je pfi-
rozené ¢islo. Jednu n-tinu pfedmétt z prvni mistnosti pfeneseme do
mistnosti druhé. Néasledné jednu n-tinu (z nového poctu) predmétt
preneseme z druhé mistnosti do tfeti. Podobné pak ze tfeti mist-
nosti do étvrté a ze ¢tvrté do prvni. (Vzdy pfitom pfenasime celé
predméty.) Vite-li, Ze na konci byl v kazdé mistnosti stejny pocet
predméti, urcete, kolik nejméné predmétt mohlo byt na zacatku ve
druhé mistnosti. Pro kterd n se tak mize stat?

(Vojtech Bdlint, Michal Rolinek)

. Naleznéte nejmensi realné c¢islo m, pro néz lze najit realna cisla a, b
tak, aby nerovnost
|22 + ax + b <m

platila pro kazdé x € (0,2). (Leo Bocek)

. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC s preponou AB a delsi odvés-
nou BC. Necht D je pata vysky z vrcholu C. Kruznice k se stfedem D
a polomérem C'D protind odvésnu BC v bodé @ a dale piimku AB
v bodech E a F (E # F), kde F je bodem ptepony AB. Usetka QF
protind odvésnu AC v bodé P. Dokazte, ze |PE| = |QF|.

(Jaroslav Svrcek)

. Nela s Janou zvoli pfirozené ¢islo k a nasledné hraji hru s tabulkou
o rozmérech 9 x 9. Zacinajici Nela pokazdé svym tahem vybere jedno
prazdné policko a vepiSe do né€j nulu. Zato Jana ve svém tahu do
néjakého prazdného policka napisSe jednicku. Navic po kazdém tahu
Nely nésleduje k£ tahti Jany. Pokud se kdykoli béhem hry stane, zZe
soucet Cisel v kazdém radku i v kazdém sloupci je lichy, vitézi Jana.
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SOUTEZE
Pokud divky vyplni celou tabulku, aniz by se tak stalo, vitézi Nela.

Naleznéte nejmensi hodnotu k, pro niz ma Jana vitéznou strategii.
(Michal Rolinek)

5. Je dan trojuhelnik ABC' s nejkratsi stranou BC. Na stranidch AB,
AC' a na polopiimkach opa¢nych k polopfimkim BC, CB zvolme
postupné body X, Y, K, L tak, aby platilo

|BX| =|BK|=|BC|=|CY|=|CL|.
Piimky KX a LY se protinaji v bodé M. Dokazte, ze tézisté troja-
helniku K LM splyva se sttedem kruznice vepsané trojuhelniku ABC.
(Tomds Jurik)
6. Na tabuli je napsan soucin
1:-2.3---.-n.
Pro ktera ptirozena ¢isla n > 2 je mozno za nékteré z Cinitelit dopsat

vykfiénik, a nahradit je tak jejich faktoridly, aby vysledny soucin byl
roven druhé mocniné pfirozeného ¢isla? (Michal Rolinek)

Kategorie B

1. Pro pfirozena ¢isla k, [, m plati

k+m+klm 2051

Im+1 404
Urcete vSechny mozné hodnoty soudinu kim. (Ales Kobza)
2. Do ¢tvercové tabulky 11 x 11 jsme vepsali pfirozena ¢isla 1,2, ...,121

postupné po Fadcich zleva doprava a shora dolt. Ctvercovou destickou

4 x 4 jsme vSemi moznymi zpusoby zakryli pravé 16 policek. Kolikrat

byl soucet zakrytych 16 ¢isel druhou mocninou celého ¢isla?
(Vojtech Bdlint, Tomds Jurik)
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3. V pravouhlém trojuhelniku ABC' s preponou AB a odvésnami délek
|AC| = 4cm a |BC| = 3cm lezi navzdjem se dotykajici kruznice
k1(S1;71) a kao(So;79) tak, Ze ky se dotykd stran AB a AC, zatimco
ko se dotyka stran AB a BC. Urlete nejmensi a nejvétsi moznou
hodnotu polomeéru ry. (Pavel Novotng)

4. Pocet vsech sudych déliteld nékterého prirozeného Cisla je o 3 vétsi
nez pocet vSech jeho lichych déliteli. Jaky je podil souctu vsech jeho
sudych déliteli a souctu vsech jeho lichych déliteli? Najdéte vSechny
mozné odpovédi. (Erika Novotna)

5. Vrcholy konvexniho Sestitthelniku ABC D EF lezi na kruZnici, pficemz
|AB| = |CD|. Usetky AE a CF se protinaji v bodé G a tisecky BE
a DF se protinaji v bodé H. Dokazte, ze usecky GH, AD a BC jsou
navzajem rovnobézné. (Sdrka Gergelitsovd)

6. Kladna redlna cisla a, b, ¢ jsou takova, ze hodnoty

2a? 2h2 2¢2
T5 =
T +a’

r1=a, x2=5b, x3=cC, T4=

jsou navzajem ruzné. Zapisme je od nejmensi po nejvétsi:
Tiy < Tjy < Ty < Ty < Ty < Tig-
Zjistéte, kolik rtiznych pofadi (i1,4s,...,is) indext 1 aZ 6 mlzZeme
dostat, kdyz budeme rizné volit ¢éisla a, b, c. (Jaromir Simsa)
Kategorie C
1. Najdéte vSechny mozné hodnoty soucinu prvocisel p, g, r, pro ktera

plati
p? — (¢ +71)% =637

(Vojtech Bdlint, Jaromir Simsa)
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2. Urcete, kolika zpusoby lze pripsat k jednotlivym vrcholim krychle
ABCDEFGH ¢islal, 3,3, 3,4, 4, 4, 4 tak, aby soudin ¢isel pripsanych
libovolnym tfem vrcholim kazdé ze stén krychle byl sudy.

(Jaroslav Svrcek)

3. Uvazujme vyraz
22% + % — 2wy + 2 + 4.

a) Najdéte v8echna redln4 ¢isla = a y, pro néz dany vyraz nabyva své
nejmensi hodnoty.

b) Uréete vSechny dvojice celych nezapornych éisel x a y, pro které je
hodnota daného vyrazu rovna ¢islu 16. (Ales Kobza)

4. Uvnitf stran AB, AC daného trojihelniku ABC jsou zvoleny po fadé
body E, F, pficemz EF || BC. Usecka EF je pak rozdélena bodem D
tak, ze plati

p=|ED|:|DF|=|BE|:|EA|.

a) Ukazte, ze pomér obsahti trojihelnikit ABC' a ABD jeprop =2:3
stejny jako pro p=3: 2.

b) Zduvodnéte, pro¢ pomér obsahti trojuhelniki ABC a ABD mé
hodnotu nejméné 4. (Vojtéch Zddnik)

5. Mame karticky s ¢isly 5,6,7,...,55 (na kazdé karticce je jedno ¢islo).
Kolik nejvyse karticek muzeme vybrat tak, aby soucet ¢isel na zad-
nych dvou vybranych kartickdch nebyl palindrom? (Palindrom je
¢islo, které je stejné pii ¢teni zleva doprava i zprava doleva.)

(Tomds Jurik)

6. Je dana kruZnice ki(A;4cm), jeji bod B a kruznice ky(B;2cm).
Bod C je stfedem usecky AB a bod K je stfedem tusecky AC.
Vypoctéte obsah pravouhlého trojuhelniku K LM, jehoz vrchol L
je jeden z prisecikd kruznic ki, ko a jehoz prepona KM lezi na
pfimce AB. (Sdrka Gergelitsovd)
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