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MATEMATIKA

Existuje obecny vzorec pro soucet mocnin
prirozenych cisel?

Jan Tomsa, Ustav biofyziky 2. LF UK, Praha

Abstract. The article derives the formula for the sum of the kth powers of po-
sitive integers from 1 to n in the form of a polynomial in the variable n. The
determination of the coefficients ay,; of the polynomial (a two-parametric pro-
blem) is converted into the determination of the members of a progression B,
so called Bernoulli numbers (a one-parametric problem), and a recurrent for-
mula for these numbers is derived. Then, mutual divisibility of the polynomials
is examined for different values of k, and Nikomachos theorem is mentioned
as a special case.

Tento problém mé zajimé uz od stfedoskolskych let, kdy jsem se v sou-
t8zich (Matematickéd olympidda) setkal s tlohami, v nichZ se tento prvek
vyskytoval. Vzdy vsak $§lo bud jen o dokézani n&jaké diléi vlastnosti,
nebo o vyrazy pro konkrétni mocniny. S obecnou formuli jsem se tehdy
nesetkal. Existuje viibec?

Necht n a k jsou pfirozend ¢isla (k mize byt i 0). Oznadme

Sp(n) =1F 428 + . 4 nF = ka.
m=1

Zcela zjevné je Sp(n) = n. Ke vzorci

n(n+1)

2
se vaze historka o sedmiletém K. F. Gaussovi, jak rychle secetl pfirozena
¢isla od 1 do 100, kdyZ ucitel potfeboval zaméstnat zéky.*) Znadmé jsou
rovnéz vzorce

Sl (n) =

n(n+1)(2n+1)

SQ(TL) = 6 y
77,2 n 2
S3(”) = %7

*) Pozn. redakce: viz http://www.storyofmathematics.com/19th_gauss.html.
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MATEMATIKA

v podrobnéjsi literatufe (napi. [1], [6]) lze najit i vzorce pro Sy4(n), S5(n)
a dalsi. Dokazat je lze napf. indukci podle n, coz prenechavam C¢tenari
za snadné cviceni.

My si povSimneme faktu, Ze v téchto vzorcich jsou vesmés polynomy
stupné k + 1. Abychom to mohli tvrdit obecné, dokdZeme nejprve jeden
pomocny vztah (vzpomindm si, Ze byl kdysi pfedmétem jedné olympijské
ulohy). Plati totiz

Dtikaz se provede nejlépe pomoci jednoduchého schématu. Rozepise-
me-li n-krét pod sebou sumu Si(n) do séitanct, pak uvidime, Ze prvky
nad diagonalou a na ni tvofi dohromady vyraz

Spei(n)=1-1"+2.28 4 3.3F 4 4 n.nk

zatimco kazdy radek pod diagonélou predstavuje jeden z nasledujicich
sCitanct na pravé strané:

1k ok 3k . pk
1k ok 3k nk
1% ok 3k nk
lk 2k 3k ’I’Lk

Ze vztahu pfimo vyplyva diikaz naseho tvrzeni indukci podle k: je-li
Sk(n) polynom stupné k + 1 (splnéno pro k = 0,1,2,3), pak n- Sk(n) je
polynom stupné k + 2. Z naseho vztahu plyne Si11(n) < n- Sk(n), jeho
stupen tudiz nemize byt vyssi. (Jiny rekurentni vztah s tymz dusledkem
je odvozen napf. v [2] a [3].) MiZeme tedy hledat vzorec ve tvaru

k+1
Sk(n) =ago+agin+...+ ak7k+1nk+1 = E ak,jnj.
J=0

Jde nyni o to nalézt obecné vyjadieni koeficientt ay ;. Vyjdéme z tri-
vialniho faktu, ze

Sk(n+1) = Sk(n) + (n+ 1)~
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MATEMATIKA
S pouzitim binomické véty miuzeme psat
k+1 j k+1
> w3 () —zaw@( o
7=0

Vzhledem k tomu, ze binomické koeficienty jsou pro j > ¢, resp. j > k,
rovny nule, miZzeme na levé strané prohodit poradi sumaci a sumy na
pravé strané sloucit do jedné:

303 (=T (0 ()

Jde o rovnost dvou polynomt, takze pro kazdé j musi platit
(i k
Z ags =akp;+ | .-
iz M J

k+1

E ag,i = ago + 1.
i=0

Lev4 strana je rovna jedné, nebot vyjadiuje hodnotu Si(1). To ovSem
znamend, ze ayo = 0, jinymi slovy, polynom Sy (n) neobsahuje absolutni
¢len, a je tudiz ,délitelny“ n (v tom smyslu, Ze z néj lze n vytknout).

Vratme se vSak k pfedchozi rovnosti. Suma vlevo fakticky zaéind az
od i = j (pfedchozi ¢leny jsou rovny nule), pfi¢em?z prvni nenulovy ¢len
je roven ay ;. Po jeho odecteni pfejde rovnost na tvar

K+l k
Z Ak = | .-
i1 J

Zavedenim novych indexd p =k — j, ¢ = ¢ — j ji mizeme pFepsat na

Zf k—p+q a -~ k
k:—p k,k—p+q — k‘—p

q=1

Specialné pro j = 0 je

Roénik 90 (2015), ¢islo 3 3



MATEMATIKA

neboli (diky symetrii Pascalova trojuhelniku)

5 (0 o= (). ®

q=1

Tato rovnost (resp. soustava rovnosti) v principu poskytuje rekurentni
metodu, jak pro libovolné k koeficienty urcovat. Stac¢i postupné dosazo-
vat p =0,1,2,... a do nové rovnosti vzdy koeficienty urcené z rovnosti
predeslych. Tak pro p = 0 mame

R A (A W
1 Rkt = | o )y Gkl = g

Daéle pro p =1 (uvazujeme-li k > 0) je

k . k+1 [k _1
1 ak,k 9 Ak k+1 = 1) ak,k—2-

Znéame jiz prvni dva ¢leny hledaného polynomu, takze plati

k+1 k

n k
_k+1+ 5 + o(n").

To mé nazornou geometrickou interpretaci. Nakreslime-li graf funkce
y = 2* v intervalu (0;n), pak prvni ¢len ma vyznam integralu, tedy
plochy pod grafem funkce. Samotnou sumu Si(n) miZeme zndzornit
plochou sloupkového grafu téze funkce pro pfirozena x. Pokud ty ¢ésti
plochy sloupki, které pre¢nivaji nad kiivku, aproximujeme trojihelniky,
pak soucet jejich ploch je roven poloviné plochy posledniho sloupku, coz
predstavuje druhy ¢len nasi prozatimni formule (obr. 1).

Posledni ¢len o(n*) je polynom stupné nejvyse k — 1. Zbyva urcit jeho
koeficienty. V zasadé bychom mohli pokracovat v pfedchozim postupu,
tj. nap¥. pro p = 2 (uvaZzujeme k > 1) je

k—1 L (F L (k1 (K
1 Ak k—1 9 Ak 3 Ak, k+1 = 9/

k

Ak k—1 = E
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MATEMATIKA

Pokud vsak dosadime p = 3, zjistime (mozné trochu piekvapivé), ze
ay,k—2 = 0. To mimo jiné znamen4, Ze z hlediska numerickych odhadt
mame k dispozici velice vyhodnou formuli

k+1 k k—1
_n n k-n k—2
“rritz T o)

Sk(n)

(posledni ¢len je polynom stupné nejvyse k — 3).

i

Obr. 1

Driive, nez budeme pokracovat, porovnejme dosavadni vysledky
s obecné zndmymi vzorci uvedenymi shora:

nl

n? 2 2t an+1)(2n+1)
3 12 6

nt 03 3n?  n%(n+1)2
42 12 4
Pozndmka: Absolutni ¢leny, které formule zdénlivé generuje pro k = 0,
resp. k = 1, neuvazujeme, nebot pfi vypoctu prislusnych koeficient jsme
predpokladali k > 0, resp. k > 1; neni zde tedy zadny spor s poznatkem,
Ze jsou rovny nule.
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MATEMATIKA

Odvodime S4(n). Podle pfedchoziho je as5 = %, Qa4
as2 =0, as0 = 0. Z podminky S;(1) = 1 uré¢ime

n® ot nd nl o+ 1)2n+1)Bn%+3n-1)
&W:€+7+?‘%:( : £ '

Najdeme jesté S5(n). Zndme asg = §, as5 = 3, a54 = 13, 5,3 = 0,
as o = 0, ale nezname a5 2 ani as 1. Z podminky S5(1) = 1 v8ak plyne,
Ze jejich soucet je roven —%. Vzorec tedy muzeme hledat ve tvaru

~ 2n% 4 6n° 4+ 50t +an® — (z + 1)n

S
5(n) 12 )
kde = je neznadmé konstanta. Z podminky S5(2) = 33 uréime z = —1,
takze a2 = —%, as,1 = 0. Hledany vzorec ma tudiz tvar
2n8 4+ 6n5 +5nt —n?  n2(n+1)%2(2n% +2n - 1)
S5(7’L) = = .

12 12

Spravnost obou vzorct lze dokazat indukci, coZ opét prenechavam
Ctenari za snadné cviceni. To vSe jsou vSak jen dil¢i Gspéchy, obecny
vzorec pro Si(n), resp. pro koeficienty ay_ ;, stdle nemame.

Pozndmka: Pohled na dosud odvozené vzorce by nas mohl svadét k 1a-
kavé hypotéze, ze

Skya(n) = (Agn® + Bin + Cy) - Si(n),

kde Ay, By a Ci jsou vhodné koeficienty. Skuteéné totiz

Sy(n) 20?2 +3n+1
So(’ll) o 6 ’
S3(n)  n?+n

Sl(’I’L) o 2 ’

Si(n)  3n?+3n-—1
SQ(TL) o 5 ’
Ss(n)  2n®+2n—1
53(71) o 3 ’

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Pokud by hypotéza platila, znamenalo by to, Ze obecny vzorec pro Si(n)
pro sudé, resp. liché, k mizeme ziskat z So(n), resp. S1(n), vynasobe-
nim koneénym poctem kvadratickych trojclenti. Bohuzel, neni tomu tak.
Hledéni Sg(n) ve tvaru (An? + Bn + C) - S4(n) nevede k cili.

Jde tedy o to, zda dokazeme pfedchozi postup korektné zobecnit. Do-
savadni vysledky naznacuji, ze koeficienty aj ,—p jsou pro pevné p vzdy
néjakou jednoduchou funkci k. Pokud bychom méli hypotézu, jak tyto
funkce konstruovat, mohli bychom ji dosazenim do rovnosti (x) ovéfit.
Jak ale vyjadrit obecny ¢len posloupnosti

SR AT
k+12712""7

Jistou heuristickou ideu nabizi pohled na nasi pfibliznou formuli. Jiz
jsme se zminili, Ze prvni ¢len predstavuje integral funkce ¥, tedy primi-
tivni funkci. Ve druhém ¢lenu vystupuje n”, tedy funkce samotna, teti
¢len obsahuje vyraz k - n*~1, tedy prvni derivaci této funkce. Pokud si
na chvili predstavime, Ze n neni pfirozené Cislo, ale spojita proménna, a
oznacime

d™(n*
Fk,m(”) = d?gm )7
nabizi se hypotéza rovnosti
k—1
Sk(n) = Z bkam(n),

kde b,, jsou néjaké (zatim nezndmé) koeficienty nezavislé na k.

Pozndmka: Duvodem, pro¢ sumu s¢itdme pouze do m = k — 1, je po-
zadavek zarucit absenci absolutniho ¢lenu, kterou jsme jiz dokazali. Pro
m = k bychom dostali absolutni ¢len obecné rtizny od nuly.

V poslednim vyrazu klademe

nk'+1

P =377

Fk’o(n) = 'I”Lk

(jinymi slovy: primitivni funkei, resp. funkci samotnou povazujeme za
minus prvni, resp. nultou derivaci). Pro 0 < m < k je pak samozfejmé
k!

Frmn) =k(k—1)...(k—m+1)-n*F"™ = m-nk_m.
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MATEMATIKA

Vyjadreni pomoci faktorialti plati dokonce i pro m = 0, jakoz i pro
m = —1. Nase hypotéza tudiz vede na vztah

k! b
Ok ke = -
k,k—m (k — m)' m
pro v8echna m < k (moZnost m = k neuvazujeme, nebot jiz vime, Ze
a0 = 0). Vztah zjevné plati pro m = —1,0,1,2. Hodnoty pf¥islusnych
koeficientt jsou: b_; = 1, by = %, by = %, by = 0. Zvolime-li v rovno-
sti (%) substituci m = p — ¢, dostaneme po dosazeni a Upravé

Loy, 1
DU

= (p—m)!

Tuto ,,nekonec¢nou soustavu rovnosti“ zapiSseme v maticové formé

1 1
ﬁ 0 0 0 b—l a
1 1 1
7 ou 0 0 bo 1T
1 1 1 1
3 2 1 O hh | =|4
101 1 1 ba 1
4! 3! 2! ! .

H
S W

Matice soustavy je dolni trojahelnikovou matici, coz znamena, ze po-
stupné lze z kazdé rovnice primo urcit jeden koeficient. Jinymi slovy,
mame rekurentni vzorec pro vypocet ¢lend posloupnosti koeficientt:

by =1,
1 p_l b’”L

by=+—+— — —— = prop>—1

P p+ 1) m; p—m+1y POP

V posledni rovnosti jsme p nahradili p+ 1 a oddélili posledni ¢len sumy.

Hypotézu tim lze pokladat za dokdzanou, nebot z rekurentni definice
je ziejmé, ze takova posloupnost existuje. Vypoc¢tem snadno ovéfime, ze
vzorec dava spravné hodnoty pro p = 0,1,2. Dalsi ¢leny posloupnosti
jSOllZ bg = —%07 b4 = 07 b5 = b6 = 0, b7 = bg = 0,
b1o=0, ...

1 -1
30240° 1209600

b _ 1
9 = 47900160

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Podafil se vyznamny krok, nebot problém dvouparametricky (hledéni
koeficientd ay ;) byl pfeveden na jednoparametricky (hledéni koefici-
enti b,), neboli jsme nasli posloupnost (bp)ZO:_1 takovou, Ze

k-1 k! .
Sk(n) = Y bp~m-n P

p=-1

Zname jeji prvni (vlastné ,minus prvni“) ¢len i rekurentni pfedpis pro
vypocet dalsich ¢lenti. Napf. pro £ = 6 obdrzime

n" n% n® nd ol

Sg(n)=7—|—7+?—€+@:
n(n+1)(2n+1)(3n* + 6n® — 3n + 1)

42 ’

pro k = 7 obdrzime

S(n>—n_8+n_7+7_n6_7_n4+n_2_
TR T T2 24 T 12
n%(n+1)2(3n* 4+ 6n3 — n? — 4n + 2)

24 '

Za povsimnuti stoji, ze hypotéza o kvadratickych trojclenech se sice
nepotvrdila, nicméné plati

Sg(n)  3n*+6n° —3n+1

52(71) 7 ’
Sz(n)  3n*+6n® —n® —4n+2
Sg(n) - 6 '

Bohuzel polynomy 4. stupné v citateli nelze ,elegantné® rozlozit.

K tuplnému vyfeseni problému v uzavieném tvaru chybi jiz jen pfimé
vyjadieni p-tého ¢lenu posloupnosti (b,) jako funkce proménné p (tedy
ne rekurentn{). Nenulové ¢leny klesaji velmi rychle, numerické testy na-
znaduji, ze zhruba jako 1/(p + 1)!, z hlediska vypocta se tudiz jevi vy-
hodnéjsim zkoumat posloupnost

Bp :p' ' bp717

Roénik 90 (2015), ¢islo 3 9



MATEMATIKA

pro niz se rekurentni definice zméni na

1
Bo=1, B,= Z(pH)

m=

Vyslednd formule pak jednoduchou tpravou piejde na tvar

k
Sk Z <k+ 1)71’“”“.

Nazyva se Bernoullidv [5] (v drobné obméné téz Faulhaberiv [6]) vzorec
a cisla B, Bernoulliova ¢isla. Nékolik prvnich hodnot udava tabulka:

plol1|2]|3] 4 |5|6]|7]| 8 10011 12 [13]14|15
1 (1 1 1 1 5 691 7
By | 11515]0]=5|0]5|0|-355|0|5|0 | -3 0|50

Na otazku z nadpisu ¢lanku tedy mutizeme odpovédét kladné, ovSem
s tim, Zze vzorec obsahuje Bernoulliova ¢isla. Jejich explicitni vyjadfeni
sice existuje, ale je dost slozité a jeho odvozeni by dalece presahovalo
zadmér tohoto ¢lanku. Zde pro porddek uvedme jen tolik, Ze pro lichd
p > 1 jsou v8echna B,, = 0, pro sudd p > 0 st¥idaji znaménka [5].

Pozndmka: Dfive se jako Bernoulliova ¢isla oznadovaly jen sudé (ne-

nulové) ¢leny posloupnosti, navic brané kladné, tj. B, = |Ba,l|, pro
p=1,2,...[1]. V této symbolice ma nas vzorec formu
k+1 k [%] -1 p+1B k
Sum) = 1y b2,
kE+1 2 2p 2p —1

(Symbol [z] znamend celou ¢ast ¢isla x, tedy nejvétsi celé ¢islo, které je
mensi nebo rovné x.)

Vratme se vSak jesté na chvili k rozkladtim Si(n) na soudiny poly-
nomt. Pokud pokracujeme ve vypoctech pro vyssi mocniny, i nadale
zjistujeme, ze pro sudd k > 2 vyraz pravidelné obsahuje ¢initel S3(n),

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA
pro lichd &k > 3 ¢initel Ss(n):

n(n+1)(2n+1) 5n°+ 15n° + 5n* — 150 —n? +9n — 3

S =
s(n) 6 15
n?(n+1)? 2n8+6n°+n*—8n +n?+6n-3
So(n) = :
4 5
nn+1)2n+1
Sy - M0V,
3n8 +12n7 + 8nb — 18n° — 10n* + 24n3 + 2n%2 — 150+ 5
11

Jinymi slovy, pravdépodobnou se nyni jevi hypotéza, ze

Sar(n) = Sa(n) - Py(n),
Sart1(n) = S3(n) - Qk(n),

kde Py(n) a Qx(n) jsou polynomy stupné 2k — 2 (uvazujeme k > 1).
Jak Sa(n), tak S5(n) obsahuji vyraz n(n+1). To, Ze z polynomu Sk (n)
lze vytknout n, jsme jiz dokazali. Dale samoziejmé plati

Sk(n) = Sk(n + 1) — (n + l)k

a jak jiz vime, z obou vyrazi na pravé strané lze vytknout vyraz n + 1.
K dikazu hypotézy je tudiz tfeba dokazat, ze déle lze vytknout:

e pro suda k jesté vyraz 2n + 1,

e pro lich4 k jesté jednou n(n + 1), tedy celkové n?(n + 1)2.

Pro licha & je dikaz snadny. Posledni (linedrni) ¢len polynomu S (n)
je totiz roven By - n, a jelikoz pro lichd k > 1 je By = 0, je poslednim
nenulovym ¢lenem polynomu ¢len kvadraticky, a lze z néj tudiz vytknout
n?. To vsak rovnéZ znamend, Ze z Si(n + 1) Ize vytknout (n + 1)% a
vzhledem k poslednimu vztahu lze totéz ucinit s Si(n).

Dtikaz pro suda k je trochu komplikovanégjsi (alesponi jednodussi se
mi nepodafilo nalézt). Nejprve rozsifme defini¢ni obor polynomu Sk(n),
definovaného Bernoulliovym vzorcem, na vSechna redlnd cisla, tj. defi-
nujme jej jako funkci na R. Pozorny ¢tenar si vS§imne, Ze odvozeni vzorce
bylo provedeno nezavisle na predpokladu n € N, takze rovnost

Sp(n) = Sp(n —1) +nk

Roénik 90 (2015), ¢islo 3 11



MATEMATIKA

je splnéna nejen pro prirozend, ale pro vSechna realna cisla n. Spoctéme
nyni Sk(n) + Sk(—n). Dosazenim a upravou ziskdme

k
Su(n) + Si(—n Z (k + 1) kP (1 4 (“1)RrL)

p=0

Vzhledem k tomu, Ze k je sudé, jsou Cleny se sudym p rovny nule. Pro
lichd p > 1 jsou B, = 0, takze jediny nenulovy ¢len na pravé strané je
¢len s p = 1. Je proto

Sk(n) + Sk(—n) = ﬁ - By (ki— 1)11]“ (14 (-1)F) =nk.

7 toho vsak plyne rovnost
Sk(n — 1) + Sk(*n) =0.

Dosadime-li n = %, zjistime, Ze Si(—3) = 0. Polynom Sj(n) ma tedy

v bodé n = f% nulovy bod, a je tudiz délitelny vyrazem 2n + 1.

Poznamka: Dosazenim n = 0 bychom ziskali alternativni diukaz déli-
telnosti vyrazem n + 1. Obdobnym postupem pro lichd k& bychom od-
vodili rovnost Si(n — 1) = Sk(—n). Z pfedchoziho vyplyva, Ze funkce
Si(n) = Sp(n — 1) je pro liché k sudé, pro sudé k licha.

Vzéjemnou délitelnost polynomi Si(n) lze zndzornit schématem:
Sa(n) — Sox(n), k>1
So(n) — Si(n)
S3(n) = Sopt1(n), k>1

Zde skoncime, i kdyz moznosti zkoumani problému nejsou vycerpany.
Zajimavé by asi bylo vySetfovat vlastnosti polynomt Py(n) a Qx(n).
Zde uvedme jen tolik, ze vzhledem k vlastnostem Ss(n), resp. Sz(n),
maji stejnou vlastnost jako Sy (n) pro lichd &, a tudiz analogicky Sk(n)
definované polynomy Py (n) a Qx(n) jsou sudé funkce.

Zéavérem dopliime, Ze rovnost S3(n) = S?(n) je znama uz od staro-
véku, nazyva se Nikomachiv teorém [6]. Nevime pfesné, jak Nikomachos
(kolem r. 150 n. 1.) [4] tento vztah dokazoval — pravdépodobné uvazoval
podle schématu:

12 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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J 2[3]4]5]6]7 n
2 4168 |10/12]|14 2n
3 6 121518 21| ... | 3n
4 8 12 16|20(24|28|...| 4n
5 10 15 20 25(30(35]|...| 5n
6 12 18 24 30 36|42 |...| 6n
7 14 21 28 35 42 49| ... | Tn
n 2n 3n 4n S5n 6n Tn ... nxn

Na jedné strané je

I4+24+...+n)+Q2+4+...+2n)+...+(n+2n+...+n-n) =
=1-(1+2+...+n)+2-1+2+...4n)+...+n- (14+24+...+n) =
=1+2+...4n) - (1+2+...4+n),

na strané druhé je
1=1-(1-1)
2+2)+4=2-(2-2)
B+6)+(6+3)+9=3-(3-3)
(44+12)+(848)+(124+4)+16=4-(4-4)
(5+20)+ (10+15) + (15+10) + (20+5) + 25 =5-(5 - 5)
(6+30)+(12+24)+ (18+18) + (24 +12) + (30 +6) + 36 =6 - (6 - 6)
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