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Globalni obalkoveé testy aneb jak otestovat
vhodnost statistického modelu na zakladé

funkcionalni charakteristiky
Tomds Mrkvicka, Ceské Budéjovice

Abstrakt. Obédlkové metody predstavuji populdrni néstroj pro testovani hypotéz o vhodnosti
statistického modelu. Tyto testy graficky porovnavaji funkci T : I — R vypoctenou ze statis-
tickych dat s jejim protéjskem ziskanym simulacemi. Chyba prvniho druhu «, tj. pravdépo-
dobnost zamitnuti platné hypotézy, je obvykle kontrolovdna pouze pro fixni hodnotu r € I,
zatimco funkce T je definovdna na intervalu hodnot I. V tomto ¢lanku predstavime novy glo-
balni obalkovy test, ktery umoznuje kontrolovat chybu prvniho druhu soucasné pro vsechny
hodnoty z intervalu I pomoci tzv. globdlni obalky, kterd je pfimo provazana s vyslednou
p-hodnotou testu. Pouziti obalkového testu ilustrujeme na ptikladu zkoumaéani interakci mezi
Céasticemi v roviné.

1. Uvod

Pri analyze statistickych dat se v souc¢asné dobé pracuje s velmi komplexnimi matema-
tickymi modely. Obvykle chceme otestovat, zda zvoleny model skuteéné odpovida na-
mérenym datim. Abychom mohli takovy test provést, musime nejprve zvolit testovou
statistiku, kterd je schopné identifikovat, zda nase data odpovidaji modelu. V nejjed-
nodussich pripadech se jako testova statistika pouziva jednorozmérna charakteristika
(&islo spoctené z dat, napf. testovd statistika T' u Studentova t-testu). Ta ovSem byva
v dnesni dobé casto nedostacujici, a proto je nutné uvazovat statistiky vicerozmérné
(vektorové), nebo dokonce funkcionalni (tj. funkce 7 : I — R, kde I C R%). P¥i jejich
pouziti se test vlastné skladéd z fady samostatnych jednorozmérnych podtesti, které
jsou vzajemné korelované (hovoif se o problému mnohondsobného porovnavani).

V tomto ¢lanku shrneme nékteré metody, které resi problém testovani vhodnosti
modelu pfi pouziti vicerozmérné nebo funkcionédlni charakteristiky jako testovaci sta-
tistiky. Tyto metody navic poskytuji tzv. globalni obélky, které umoznuji grafickou
interpretaci vysledku testu.

V ¢lanku ukazeme, jak provadét globalni obalkové testy na prikladu bodového
procesu, tyto metody se ovSsem daji vyuzit v mnoha jinych oblastech, napt. v ¢asovych
radach, v geostatistice, k testovani modeld distribu¢nich funkei, v analyze funkcional-
nich dat atd. Bodovym procesem rozumime ndhodnou konfiguraci bodu v prostoru [4]
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Obr. 1. Vzorek nitromembrédnovych c¢astic pozorovany v okné velikosti 512 x 512 pixel
(336 nm x 336 1nm)

a pro jednoduchost budeme uvazovat jen rovinny bodovy proces. Priiklad realizace
bodového procesu je na obr. 1.

2. Jednorozmeérny Monte Carlo test

Obr. 1, ktery v dalsim textu pouzijeme jako ilustracni priklad, ukazuje prostorové
umisténi nitromembranovych ¢astic mitochondrickych membran z HeLa bunék, a to
konkrétné jednoho vzorku kontrolni skupiny prevzatého ze studie [3]. HeLa buiiky jsou
nadorové bunky délozniho hrdla. Otazka, kterd néds zajima, je, zda ¢astice mezi sebou
interaguji, pripadné jaky typ interakce vykazuji. Jako model, ktery muze tuto otazku
zodpovédét, zvolime Poissontiv bodovy proces, ktery popisuje body, jez jsou uplné na-
hodné rozmisténé v prostoru. To znamena, ze pocet bodu v libovolné podmnoziné B
uvazované oblasti ma Poissonovo rozdéleni s parametrem danym jako A-nasobek ob-
sahu mnoziny B, kde A je tzv. intenzita procesu (vyjadiuje stfedni pocet bodi v mno-
7iné o jednotkovém obsahu). Déle plati, Ze pocet bodd v mnoziné B je nezavisly na
poctu bodu v jinych, disjunktnich mnozinach. Tento model nevykazuje zadné inter-
akce mezi ¢asticemi. Nulova hypotéza, kterou budeme testovat, je, zda uvedend data
mohou byt modelovana Poissonovym bodovym procesem.

Nejpouzivanegjsi funkcionalni charakteristikou bodovych procest je tzv. Ripleyho
K-funkce, K(r) = E(N,.)/\, kde N, je pocet bodu do vzdédlenosti  od ndhodného
bodu, E oznacuje stfedni hodnotu a A je intenzita procesu. Normovand, centrovand
K-funkce se oznacuje jako L-funkce a je definovdna vztahem L(r) = /K(r)/7m — r.
Pro Poissontiv proces plati L(r) = 0. Jestlize pro malé r je L(r) > 0, pak lze ve vzorku
identifikovat shluky bodu. Pokud naopak pro mald r plati L(r) < 0, pozorujeme ve
vzorku odpuzujici chovani bodi.
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Obr. 2. Céarkované je zobrazena hranice obélky, tj. maximum a minimum spoétené z 99 si-
mulaci L-funkce. Plnd ¢ara zobrazuje L-funkci spoc¢tenou z dat na obrazku 1.

Jako jednorozmérnou testovou statistiku mtzeme pouzit napf. hodnotu L(R) pro
konkrétni vzdalenost R. Monte Carlo test pak probéhne tak, ze nasimulujeme s Pois-
sonovych bodovych procest a z nich spocteme s testovych statistik L1 (R), ..., Ls(R).
Patii-li pak L(R) mezi 2,5% nejvétsich nebo 2,5 % nejmensich hodnot, zamitneme
nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti 5% (tj. s chybou prvniho druhu 5 %).

V uvedeném prikladé je zjevnym nedostatkem fakt, ze bereme v tvahu pouze jednu
vzdalenost R. Vezmeme-li v iivahu vice hodnot R, nastane problém s vicendsobnym
porovnavanim. A pravé feseni tohoto problému se budeme déle vénovat.

Na obr. 2 je pro tplnost zobrazena pruzkumnéd metoda, jez se Casto pouzivala
pred zavedenim globalnich obdlek. Hranici obdlky zde tvofi maximum a minimum
z 99 funkci L ziskanych simulacemi Poissonova procesu. Pro pevné zvolené R plati,
ze pokud L(R) nelezi v intervalu urceném obélkou, pak muizeme zamitnout nulovou
hypotézu na hladiné vyznamnosti o« = 2% (dle jednorozmérného Monte Carlo testu
spoc¢teného na zakladé 99 simulac{). Problém nastdvé, jestlize se graf pozoruje jako
celek a ze skutecnosti, Zze L(r) je mimo zobrazenou obélku pro néjaké r € I, se vyvozuji
zévéry o zamitnuti nulové hypotézy. Takové tvrzeni muze mit hladinu vyznamnosti o
zna¢né velikou; konkrétni priklady ukazuji, Ze o miZe nartst aZ pres 60 %. Toto zjisténi
rozpoutalo vlnu studii, které vedly k zavedeni globalnich obalek.

3. Poradovy obalkovy test

Potadovy obdlkovy test zavedeny poprvé v [1] poskytuje globalni obdlku a ziroven
p-hodnotu testu. Globélni obalka vytvorena v ramci ilustracniho piikladu je zobrazena
na obr. 3. Vidime zde testovou funkci spo¢tenou na zékladé zkoumanych dat (plna
¢ara) a 95% globdlni obdlku spoctenou ze simulaci testové funkce za predpokladu
nulové hypotézy. Jestlize funkce spoctend z dat vystupuje z globalni obalky, dostavame
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diikaz o neplatnosti nulové hypotézy na hladiné vyznamnosti 5 %. Navic zde mizZzeme
pozorovat, pro které hodnoty argumentu r jsou data mimo globalni obalku.

Poradovy obalkovy test je plné neparametricky, tudiz neni senzitivni na zmény
rozdéleni v testové statistice T'(r) pro ruznd r € I (kde I je mnozZina hodnot r, které
vstupuji do testu). VSechny hodnoty r, které bereme v potaz, maji v testu stejnou
vahu. Tato vlastnost umoziuje konstrukci testu na zakladé nékolika testovych funkei
zéroveti, jak bylo navrzeno v ¢lanku [2]. V tomto spojeném testu maji vSechny testové
funkce stejnou vahu, coz vede k mnoha zajimavym aplikacim testu.

Popisme nyni v kratkosti zminény test. Detaily je mozné dohledat v originalnich
publikacich. Predpokladejme, ze mame testovou funkci 77 : I — R, kterd je spoc-
tend z dat, a soubor simulaci T5,...,Tsy1 : I — R ziskanych za pfedpokladu nulové
hypotézy. Definujme k-tou horni a dolni poradovou obéalku jako
T(r) =minf_y (i), T () =maxlly (1 Ti(r), k=1, [s/2],

low upp
kde min* a max* oznacuji k-té nejmensi a nejvétsi hodnoty. Potom extrémni poradi R;

je nejvetsi k takové, ze

Tli'ii(r) < Ty(r) < T () pro viechna r € I.

upp
Velkd hodnota R; fikd, ze funkce T; je centralni funkci v souboru {T1,...,Tsy1},
zatimco mald hodnota R; znamena extrémnost.

Presné poradi Ry mezi vSemi hodnotami Ry, ..., Rs+1 nemizeme vzdy urcit, nebot

nékteré hodnoty se mohou shodovat. Mizeme ale definovat nejmensi p-hodnotu, ozna-
¢ovanou jako liberdlni, a nejvétsi p-hodnotu, oznacovanou jako konzervativni (symbol 1
oznacuje indikatorovou funkei):

1 s+1 1 s+1
_ = 1(R;, < R = 1(R; < Ry).
p S+1;( 1) a py S+1;( < Ry)

Vysledkem testu pak neni jedind p-hodnota, ale p-interval (p_, p4]. Pro hladinu spo-
lehlivosti o > p4 dojde k zaminuti nulové hypotézy, zatimco pro o < p_ k jejimu
nezamitnuti (viz nize).

100-(1—a)% globalni obalka se konstruuje nasledovné: Necht ¢, je podet simulaci T;,
i € {l,...,s + 1}, pro které Tl(k)(r) < Ti(r) < Tég%(r) pro vSechna r € I. Pak

ow
100 - (1 — a)% globélni obélka je ddna kritickymi hranicemi Té’gp) a Tlgfﬁ ) kde k< je
nejveétst k, pro néz t /(s +1) > 1 — a.
Grafickd interpretace testu, kterd odpovida interpretaci dané p-intervalem, je né-
sledujici:

e Jestlize se graf T} nebo jeho ¢ast nachdzi mimo 100 - (1 — «)% globdlni obdlku,
potom p; < a a nulova hypotéza je zamitnuta na predepsané hladiné testu a.

o Jestlize graf Ty lezi uvnitt 100 - (1 — a)% globdlni obdlky a nedotyka se jeji
hranice, potom p_ > « a nulova hypotéza neni zamitnuta.

o Jestlize graf T3 lezi uvnitf obalky a dotyka se jeji hranice, potom p_ < o < p4
a rozhodnuti je v ,Sedé zéné“.
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Obr. 3. Poradovy obalkovy test nulové hypotézy odpovidajici tvrzeni, ze Poissonuv proces je
vhodnym modelem pro nitromembranova data. Test byl proveden na zdkladé 4999 simulaci.
Sed4 oblast ukazuje 95% globélni obalku.

Jeden mozny pristup k reseni problému ,Sedé zoény“ je zalozen na zjemnéni vyse
definovaného extrémniho pofadi R;; detaily lze najit v [1].

Obr. 3 ukazuje graficky vysledek poradového obalkového testu, zkoumajiciho vhod-
nost Poissonova modelu pro data z obr. 1. Vhodnost modelu je jednoznacné zamitnuta,
jelikoz testova funkce spoctena z dat je mimo globalni obalku. Navic ovsem ziskavame
informaci o tom, Ze ¢dstice se odpuzuji pro velmi malé vzdalenosti (coZ je zfejmeé zptiso-
beno fyzickou velikosti ¢dstic) a naopak tvori shluky v mezic¢asticovych vzdélenostech
okolo 75 pixelt. Tyto vysledky jsme prokdzali na hladiné vyznamnosti a = 5%, coz je
globaln{ hladina svazujici vyznamnost vSech podtesti reprezentovanych jednotlivymi
hodnotami r.

4. Slozena hypotéza

Poradovy obalkovy test dosahuje presné prednastavené hladiny « v pripadé, ze nulova
hypotéza je jednoduchd, tj. nezavisi na parametrech nebo jsou tyto parametry znamy.
Vyse testovand nulova hypotéza je ovsem slozend, jelikoz v ramci testovani Poissonova
modelu odhadujeme parametr intenzity A. Provedeny test tudiz nema presné zvolenou
hladinu vyznamnosti 5 %, ale je lehce konzervativni. MuZeme Fici, Ze je pouze lehce
konzervativni, jelikoz procedura pro odhad parametru intenzity (poéet pozorovanych
bodi vydéleny obsahem pozorovaného okna) je pouze slabé korelovand s procedurou
testu zalozenou na L-funkci, kterd sleduje pocet sousedu typického bodu normovany
pravé intenzitou. Tuto konzervativnost testu bud muzeme akceptovat, nebo provedeme
tzv. upraveny poradovy obalkovy test [1], ktery tento problém vyfesi. Problém tohoto
feseni ovSem spociva v tom, ze testova procedura obsahuje dvojnasobny Monte Carlo
test, neboli Monte Carlo test vytvoreny pro kazdou simulaci Monte Carlo testu. Takova
procedura vyzaduje s2 simulaci, a tudiZ je znaéné vypodéetné narocna.

Obr. 4 ukazuje graficky vysledek upraveného potradového obalkového testu vhod-
nosti Poissonova modelu pro zkoumana data. Vysledky jsou ve shodé s neupravenym
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Obr. 4. Upraveny poradovy obdlkovy test nulové hypotézy odpovidajici tvrzeni, ze Poisso-
nuv proces je vhodnym modelem pro nitromembranova data. Test byl proveden na zakladé
24992 simulaci. Sed4 oblast ukazuje 95% upravenou globalni obélku.

testem, jelikoz rozdil mezi obéma variantami je v tomto pripadé mizivy. Na druhou
stranu v pripadé, ze korelace mezi procedurou odhadu a procedurou testu je veétsi,
muze byt rozdil mezi obéma variantami testu znacny.

5. Diskuze

Pro nékteré (zejména slozené) nulové hypotézy muzou simulace vyzadované testem
trvat prilis dlouho. V takovém pripadé je mozné pouzit aproximace poradového testu
zavedené také v ¢lanku [1], které jsou Castecné parametrické a aproximuji obélky po-
moci kvantiltt rozdéleni T'(r). Tento test pak vyzaduje minimélné s = 99 simulaci,
zatimco u poradového testu je doporucovano alespon s = 2499 simulaci.

Simula¢ni studie provedené v ¢ldnku [1] ddle ukazuji, Ze pofadovy obdlkovy test
je znacné stabilni vzhledem ke zméné délky intervalu I, ktery v testu uvazujeme. Je
doporucovano zvolit za I Siroky interval, ktery pokryje celou oblast zajmu.

Nékdy miizeme vybrat konkrétni testovou funkci, jez je citlivd na konkrétni alter-
nativni model, vii¢i kterému chceme nulovou hypotézu testovat. Nicméné castéji alter-
nativni model neni zndm, tudiz neexistuje a priori nejlepsi testova funkce dané nulové
hypotézy. V takovém pripadé muzeme testy zalozit na vice testovych funkcich, jak bylo
ukdzéno v ¢lanku [2]. Pofadovy obalkovy test muZe byt pouzit pro kombinaci néko-
lika testovych funkci zaroven, pricemz vrati jednu globalni p-hodnotu a kombinovanou
globalni obalku pro vSechny funkce. Navic simula¢ni studie ukazuji, ze kombinovany
pofadovy test ma jen o mélo mensi silu (pravdépodobnost zamitnut{ neplatné nulové
hypotézy) nez pofadovy test zalozeny na jedné nejsilnéjsi testové funkei, kterd ovsem
muze byt uréena pouze po provedeni konkrétnich simulacnich studii.

Podékovani. Autor byl finanéné podporovan Grantovou agenturou Ceské repub-
liky (projekt 16-03708S).
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