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MATEMATIKA

Vypocet objemu pravidelného dvanactisténu

Jan Kucharik, Praha

Abstract. In the article, we shall determine the volume of a regular dodeca-
hedron—one of the Platonic solids. A brief historical introduction is followed
by the information on a regular pentagon and golden section, which is then
applied in the calculations concerning the regular dodecahedron.

Uvod a historické zafazeni

Pravidelny dvanactistén (téZ dodekahedron; je zobrazen na obr. 1),
jakozto jedno z péti Platénskych téles, se tradicné tési velké oblibé ma-
tematik®. Platénska télesa se vyznacuji vysokou mirou symetrie a na
pohled velkou esteti¢nosti. Kazdé z téchto téles ma mimoradny vyznam,
neb se dé snadno dokézat (viz napi. [1]), Ze jich existuje opravdu jen pét.
Uz Euklides vénoval jeden ze svazkt svych Zakladt pravé jim, dalo by
se Tict, zZe se jednalo o vyvrcholeni celé jeho uc¢ebnice, jakousi pomyslnou
Ltresnicku na dortu*.

Obr. 1: Pravidelny dvanactistén

Platén sam o téchto télesech uvazoval i v jiném vyznamu — na mi-
kroskopické trovni se mélo jednat o geometrické znazornéni ,atomui,
z nichz se skladaji jednotlivé zivly — ohefi, zemé, voda, vzduch. Spicaty
GtyTstén pfedstavoval pronikavy ohen, krychle (Sestistén) zpodobiiovala
pevnou stabilni zemi, zaoblenéjsi dvacetistén predstavoval tekouci vodu,
a lehce vanoucimu a v8im pronikajicimu vzduchu se priradil osmistén.
Paté nevyuzité téleso — dodekahedron — nemélo v tomto modelu zivel
prifazen. Aristoteles sice pozdé&ji pridal ke ¢tyfem tradi¢nim Zivlam jesté
éter — latku tvorici nebe — ale s pravidelnym dvanéctisténem uz tento
zivel nespojil.
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Dnes samoziejmé vime, Ze model je nespravny, ale je zajimavé si tyto
historické predstavy pripomenout. Kromeé toho atomistické nazory se pak
vyskytovaly i u dalsich filosoftt (Demokritos) a slouzily jako odrazovy
mistek pro dnesni moderni védu.

Protoze se jedna o téma znamé uz od antiky, existuje mnoho knih i
internetovych stranek, kde je o téchto télesech pojedndno mnohem ob-
§irnéji. V tomto ¢lanku bychom se chtéli zamérit na jeden konkrétni pro-
blém, totiz vypodcitat objem pravidelného dvanactisténu. Byt se jednd
o téleso vysoce symetrické, jedna se uz o pomérné slozitou geometrickou
strukturu a odvodit objem tohoto télesa neni vibec snadny tkol. Na
druhou stranu, jedné se o tkol fesitelny stfedoskolskymi prostredky.

Pravidelny pétiuhelnik a jeho charakteristika

Protoze dodekahedron je téleso, jehoz stény maji tvar pravidelnych pé-
tithelniki, bude vhodné nasi analyzu problému zapocit tim, Ze se zamé-
fime pravé na pravidelny pétithelnik. Konkrétné bude potieba pomoci
délky jeho strany a vyjadrit vSechny charakteristické veli¢iny v ném.

Uz od dob Pythagorejcii je zndmo, ze pravidelny pétithelnik v sobé
obsahuje proporce znamé pod oznacenim ,zlaty fez*“. Je proto vhodné
tento poznatek stru¢né pripomenout.

Definice zlatého Fezu. UvaZzme nasledujici konstrukci: rozdélme danou
tusecku AB bodem C' tak, aby délka delsiho tseku AC' k délce kratsiho
useku C'B byla ve stejném poméru jako délka celé tsecky AB k délce
delsiho tseku AC. Matematicky zapsano:

o [ACI _ |4B|
~|CB| ~ JAC|

Cela situace je znazornéna prehledné na obr. 2:

A Y C x B
@ —@ ®
Obr. 2: Zlaty fez tsecky AB

Oznacime-li délku kratsiho tseku CB jako x a délku delsiho useku
jako y, 1ze posledni rovnost prepsat do tvaru
Y T+Y
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Na pravé strané rovnosti si lze viimnout, ze vyraz ¥ lze piepsat do

tvaru £41. Zlomek £ ale neni nic jiného, nez prevracena hodnota zlatého
fezu £ = ®. Odtud dostavame rovnici pro hodnotu zlatého fezu:

1
d=1+—
+ P
Jejim vyfesenim dostavdme dva kofeny, z nichz kladny (ten dilezity)
dava hodnotu

d

1
= +2\/5 = 1,618.

Rovnici pro zlaty fez lze také pfevést do casto uvadéného ekvivalent-
niho tvaru ®2 — ® — 1 = 0. Zde se zastavime a odvodime z ni jeden
specialni dusledek, ktery se ndm bude pozdéji hodit:

3— 9% = (d—1)?

Pokud tuto zvlastni formu odmocnime (na obou stranich jsou kladna

¢isla), obdrzime
V3—92=9-1.

Pozdéji v pribéhu pomérné naro¢ného vypoctu objemu dvanactisténu
na presné takovy vyraz narazime.

Vyskyt zlatého fezu uvniti pravidelného pétitihelniku

Pomeér délky thlopricky v pravidelném pétithelniku k délce jeho strany
je pravé pomér zlatého Fezu (pro Gplnost poznamenejme, Ze vSechny h-
lopficky jsou stejné dlouhé). Oznacime-li délku strany jako a, thlopiicky
jako u, pak tedy plati
u
P . (2)
Dtkaz je zalozen na nasledujici myslence. Uvazme pravidelny péti-
thelnik ABC'DFE a definujme bod F' jako prusecik polopiimek C'B a F A.
Protoze AD || CB a BD || EA, tak ¢tyfuhelnik BDAF je rovnobéznik.
Navic protoze |AD| = |BD|, jedna se dokonce o kosoétverec. Z toho
diavodu tedy nutné maji i strany AF, BF délku wu.
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s
Obr. 3: Pravidelny pétiuhelnik

Uvazme nyni podobné trojuhelniky FAB, FEC a vyjadieme pomér

délek ramena a zakladny. Pro trojuhelnik F"AB méame |AF _ u pro
[AB| a’
trojuhelnik FEC mame % = “T+“ Srovnanim dostavame rovnost
U _ u+a
a w

Jedna se o rovnost identickou s (2), proto & = ®.

Charakterizace dulezitych veli¢in pravidelného pétiuhelniku

Nyni uz disponujeme potfebnymi znalostmi, abychom si mohli vypo-
Citat, cokoliv nas v pravidelném pétithelniku bude zajimat. Pozdé&ji pri
vypoctu objemu dodekahedronu se ukaze, ze klicovou dilezitost maji
délky wu, b, r, v na obr. 4. Vyjadfime nyni vSechny tyto délky pomoci
délky strany a.
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Obr. 4: Délky v pravidelném pétitthelniku

Nez se do toho pustime, pfipomenme si velikosti charakteristickych
thla v pravidelném pétithelniku:

1. stfedovy tthel ASB je pétina plného thlu, tj. %’T = T72°, takze thel
ASH ma velikost £ = 36°

2. thel CED je obvodovy viéi stfedovému uhlu C'S D; protoze stredové
thly maji velikost %’T = 72°, obvodové maji velikost £ = 36°

Nyni se uz pustme do vypocti:

e b=asinZ ... z pravothlého trojuhelniku DEG

5
e y=Pq ... vime, ze délky u, a jsou k sobé v poméru zlatého fezu
® r = 5= ... z pravouhlého trojihelniku ASH
e v = 52— ... 7z pravouhlého trojahelniku ASH

2tg

BlEl

Hodnoty funkci sinus a tangens jsou sice snadno na kalkulacce zis-
katelnd ¢isla, nicméné my dokazeme jejich hodnotu pro velikost thlu
urcit i bez ni. To je mozné pravé diky tomu, ze pravidelny pétithelnik

v sobé ukryva zlaty fez. Vyuzijeme toho, Ze thel velikosti ¥ je vnitinim
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thlem pravouhlého trojihelniku DEG, a tedy

2 [
cosT=U2_2

5 a 2

7Z goniometrie vime, Ze sinz = /1 — cos? z, tedy pro nas konkrétni tthel
b2
sin— = lfcoszz:\/lf—.
5 5 4
Odtud uréime

m  sin(n/5)  /1-®%/4 |4
BE T osr/3) @2 \/@ -k

Vyjadrili jsme tedy hodnoty funkei sinus, kosinus a tangens pro thel
velikosti %, coz vyuzijeme ve vztazich pro b, u, r a v (jednoduché alge-

braické mezikroky jsou vynechény):

o2
—a-1/1—-—
b=a 1
u=ua P
1 (3)
r=a
4 — 2
P
v =

a'i
2v/4 — 92

Zévérem jesté odvodme vzorec pro obsah S pravidelného pétitihel-
niku. Pétithelnik ABCDFE lze roziezat na pét shodnych trojihelnikiu
ASB, BSC, CSD, DSE, ESA. Sta¢i tedy urcit obsah jednoho z nich a
vysledek vynasobit péti.

Trojihelnik ABS ma obsah

SA:@:CF ®

Celkovy obsah pétithelniku tedy je

5®

S, =a? ——.
p 44— 32

(4)
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Objem pravidelného dvanactisténu

Jak uz nazev napovida, téleso mé povrch tvoreny z dvanacti stejnych
pravidelnych stén (pétitthelniki). Uvazme nyni stfed dodekahedronu a
oznacme jej S. Celé téleso lze roziezat na dvanact stejnych jehlani s pod-
stavou pravidelného pétithelniku a vrcholem S. Staci tedy spocist objem
jednoho takového jehlanu (obr. 5), vysledek vynédsobit dvanacti a ziskdme
objem dodekahedronu.

Obr. 5: Pravidelny dvanactistén slozeny z jehlant
Je zndmo, ze objem jehlanu se pocita jako

1
Vi = gSP -h,
kde S, je obsah podstavy a h je vyska jehlanu. Celkovy objem dodeka-
hedronu tedy bude

V =12.V; =45, - h. (5)

Obsah podstavy uz méame spoéteny (vztah (4)), zbyva tedy vyjadfit
vysku h. Praveé tato ¢ast vypoctu vsak bude docela zajimavéa. Postup lze
nalézt napt. v [2].

Nejprve si uvédomme, ze prislusny pétiboky jehlan je pravidelny,
a tedy pata vysky splyva se stfedem podstavného pétithelniku. Uvazme
tedy dvé vzajemné sousedici stény a spusfme z bodu S piislusné kolmice
(obr. 5). Paty téchto kolmic ozna¢me A, B. Z dtvodu symetrie dodeka-
hedronu musi byt tsecky AS, BS stejné dlouhé. Déle uvazme hranu, kde
se dvé stény dotykaji, a oznacme jeji stied M. Spojme stiedy zminénych
dvou pétithelnik s bodem M, vzniknou dvé stejné dlouhé usecky AM,
BM - z hlediska minulé kapitoly se jedna o tsecky délky v, kterou jsme
vypocetli ve vztahu (3).
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Obr. 6: Délky tsecek v pravidelném pétithelniku

Uvédomme si, ze body S, A, M, B lezi v jedné roviné, a tedy tvori
rovinny c¢tyfuhelnik. Déale si povSimnéme, Ze, protoze SB je vyskou
v jehlanu, musi byt kolma na libovolnou tsecku lezici v prislusné pod-
stavé, a tedy i na usecku BM. Vime tedy, ze SB 1 BM. Piekresleme si
nyni étyftahelnik SAM B do roviny (obr. 7)

M
v
A C \ B
] R
6900 d /
N /
A /
A /
A /
vk 7
N /
A /
N /
A /
K /
AN
®S

Obr. 7: Ctyithelnik SAM B

Nyni ukazeme, Ze jsou-li znamy délky v, d, lze odtud vyjadiit hle-
danou délku tsecky h. Lze snadno nahlédnout, Ze trojuhelniky M AS,

MC' A jsou podobné, plati tedy % = %. Z Pythagorovy véty v troj-
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thelniku M C A vidime, zZe

/ d?
— 2 _
|MC v .

v v2 —d?/4
h a2

Odtud tedy je

takze
he 4 (6)
VAav? — d?

Vidime, ze postac¢i znat délky tsecek v, d a z nich lze délku h dopo-
Gitat. JeSté je tfeba urcit délku tsecky AB.

Uvazme nyni libovolny vrchol V' dodekahedronu. Z tohoto vrcholu
vychazeji tii hrany — feknéme VD, VE, VF. Ze symetrie je zjevné,
7e trojuhelnik DEF je rovnostranny (obr. 8). Navic jsme v piedchozi
Casti spocetli délku strany takového trojuhelniku: jedna se o thlopficku
u uvniti pravidelného pétithelniku, takZe plati vztah (3).

Obr. 8: Ctyistén DEFV

V tomto rovnostranném trojuhelniku DEF uvazme stiedy stran a
z nich vychézejici stfedni pficky. Vznikly trojahelnik (na obr. 9 zobrazen
pierusované) bude mit polovicni délky stran (tedy %). Uvazme jesté
stfedy téch stén dodekahedronu, které obsahuji nékterou ze stran naseho
trojuhelniku. Oznacme tyto stiedy A, B, C. Ze symetrie vidime, Ze i
trojuhelnik ABC' je rovnostranny. Jaké je délka jeho strany? Jedna se
0 spojnici stfedl stén, tedy se jedna o délku d, o niz uz jsme pojednali
vyse.

Roénik 93 (2018), Cislo 2 9
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Obr.9: Trojihelnik ABC

Uvéazime stejnolehlost se stfedem v bodé V', ktera zobrazi prickovy
trojihelnik na trojihelnik ABC. Sta¢i spodist pomér % kde B’ je
stied tsecky EF (obr. 10). V &4sti vénované pétitthelniku je uvedeno,
7e V B odpovid4 tsedce r, zatimco V B’ odpovidé tsedce b. Délky obou
téchto usefek jsme vyjadiili ve vztahu (3), takZe umime pfesné urcit
jejich pomeér, tedy koeficient stejnolehlosti.

Obr. 10: Podobnost trojahelnikt

Y%

Vezmeme tedy stranu piickového trojihelniku (ta ma délku %) a vy-
nésobime ji koeficientem stejnolehlosti . Tim ziskdme délku strany troj-
thelniku ABC, tedy

ru
d=""
5% (7)
Pomoci vztaht (6) a (7) dostaneme
d
d=a =5
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P
=a- .
2v4 — 92 - /3 — P2

V kapitole pojednavajici o charakteristické rovnici zlatého fezu jsme
uvedli jeden jeji dusledek, totiz

V3—®2=9—1.

Proto vyse uvedeny vztah pro h zjednodusime jesté na tvar

o
I3 (B 1)

Pripomenme, Ze geometricky je h vzdalenost stfedu libovolné stény od
stfedu dvanactisténu. Cely dvanéctistén jsme rozdélili na dvanact shod-
nych jehland o vysce h a podstavé o obsahu S, spoéteném ve vztahu (4).
Vypocteme objemy téchto jednotlivych jehlani, vynasobime dvanécti
a ziskdme objem celého télesa. Tato myslenka byla formulovana vzor-
cem (5) a my do néj nyni mizeme dosadit, nebot jsme uréili h. Vychazi

52

b 24— 02)(® 1)

Dosadime-li konkrétni hodnotu zlatého fezu

1 +2\/3 = 1618,

@ =
dospéjeme k vzorci

_ 1+ g
==

1% = 7,66 -a>.
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