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FYZIKA

Vazeni zemékoule |l

Zdenék Drozd, Marie Snétinovd, Katevina Zilavd, MFF UK, Praha

V prvni ¢asti tohoto ¢lanku (v minulém ¢isle) jsme vés seznamili s gra-
vita¢nimi vahami, které jsou umistény v poslucharné T2 na Matematicko-
-fyzikalni fakulté UK v Praze-Troji. Vénovali jsme se také historii Caven-
dishovych torznich vah, které byly pro tuto aparaturu predlohou. Nyni
ukézeme, co a jak lze témito vahami zmérit.

Parametry Cavendishovych vah

Vratme se k obrazktm z pfedchoziho dilu élanku (obr. 1) a popiSme
si nase vahy podrobnéji.

Obr. 1: Cavendishovy vahy

Jejich parametry jsou nasledujici:

zdvés: molybdenové vlakno o délce [ = 0,4 m a priameéru ¢ = 30 um;

velké koule (olovéné): hmotnost kazdé koule m; = 18,80 kg, polomér
R =0,0750m;

torzni kyvadlo: kulicky o hmotnostech ms = 0,0065 kg a poloméru
r = 0,009 m spojovaci tycka o hmotnosti m¢ = 0,006 5 kg, pfiCemz
vzdalenost stiedd kulicek od sebe je a = 0,276 m;

vzddlenost stredd koull (velkd-mald): b = 0,096 5 m;

vzddlenost stredu zrcdtka umisténého na zavésu torzniho kyvadélka od
znacky ,,0“ na protéjsi sténé poslucharny: L = 9,12 m;

odchylka laserového paprsku odrazeného od zrcatka na zavésu kyvadélka
méfend od kolmice ke stupnici v bodé ,,0¢: o = 36°.
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Vétsina hodnot je pfevzata z [1], kde jsou uvedeny i chyby méfeni.
Vzhledem k tomu, Ze poslucharna T2 prosla v minulych letech rekon-
strukci, bylo nutné vahy demontovat a opétovné do poslucharny insta-
lovat. Pfitom se samoziejmé zmeénily nékteré parametry vici tém, které
jsou uvedeny v [1]. Nové parametry vah, které jiz nebylo mozné z prace
[1] pfevzit, zmétila Katefina Zilava.

Urceni direkéniho momentu vldkna

V prvni ¢asti ¢lanku jsme si predstavili dilezitou veli¢inu — direk¢ni
moment vldkna D. Zname-li direkéni moment, vime, k jak velkému sto-
¢eni vladkna dojde vlivem piuisobeni vnéjsiho momentu sil M. (V nésledu-
jicim textu budeme uvaZovat pouze velikosti danych fyzikalnich veli¢in
a nebudeme to nadéle zdtiraziiovat.)

Mezi vyslednym vnéjsim momentem sil M a stofenim (zkroucenim)
vlakna ¢ plati vztah

M = —De. (1)

Tento vztah fika, Ze vlakno se brani zkrouceni a m4 snahu vratit se zpét
do pivodniho stavu. Vztah () plati pouze v pfipadé elastické deformace
vlakna. P¥i nepatrnych stoc¢enich, ktera prichazeji v itvahu u Cavendisho-
vych vah, bude deformace vldkna vzdy elasticka.

Nyni napiSseme rovnici, ktera popisuje pohyb torzniho kyvadla, tedy
nasi ,,¢inky“ na vlakné. Vyjdeme pfitom z toho, co bezpochyby zna kazdy
student, ktery na stfedni skole absolvoval vyuku mechaniky — z druhého
Newtonova zékona neboli zdkona sily. Ten mzeme napsat ve tvaru

F = ma. (2)

Ted jste mozné zpozornéli a Fikite si, jestli se ndhodou neodchylujeme
od tématu. Druhy Newtonav zédkon prece nepopisuje pohyb, ktery vyko-
navéa torzni kyvadlo. Kdyby slo napf. o vozik, bylo by to néco jiného, ale
tycka s kulickami na dratku...? Hloubka Newtonovych pohybovych za-
konti je ale velika. Druhy Newtontv zakon nas pfece jenom k torznimu
kyvadlu dovede. Pouzijeme analogii mezi posuvnym a rota¢nim pohy-
bem, kterou ur¢ité zndte (i kdyz si ji tieba pravé ted nevybavujete).
Zacneme tim, Ze si pfipomeneme fyzikalni vyznam veli¢in vystupujicich
v zékonu sily. F' predstavuje vyslednici sil, které zvenc¢i puisobi na néjaké
téleso (tfeba na vozik). Pismenem a jsme oznadili zrychleni, které vozik
diky pusobici sile ma. Dostali jsme se k ,,okridlené“ formulaci: ,, Kdyz
sila, tak zrychleni.“ V rovnici (2] vystupuje jesté jedna veli¢ina, a to m.
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Je to hmotnost urychlovaného télesa. Hmotnost v nasem kontextu vyja-
dfuje nechut télesa ménit rychlost.

Pokud se téleso nemiize pohybovat translaénim (posuvnym) pohybem,
ale je schopno otacet se okolo néjaké osy, coz je zrovna pripad naseho
torzniho kyvadla, bude situace nésledujici: Ptsobi-li na néj (vysledny)
moment sily M, zacne se roztacet. Moment sily ma, jak vite, otacivy
ucinek. Je to analogie vyslednice sil, ktera rozjizdi vozik. Diky momentu
sily M ziskava torzni kyvadélko dhlové zrychleni e. Torzni kyvadlo ma
také nechuf roztacet se. Tuto nechut popisuje moment setrvacnosti J.
Zapamatujte si tuto nazornou ,definici“ momentu setrvacnosti. Pomuze
vam 1épe pochopit nékteré fyzikalni déje. Takze jesté jednou: ,,Moment
setrvacnosti vyjadiuje nechut télesa roztacet se“ (nebo presnéji: ménit
thlovou rychlost). Nyni tedy miiZzeme napsat novou rovnici pro torzni
kyvadélko, kterou jsme pravé vyvodili pomoci analogii mezi posuvnym
a rota¢nim pohybem:

M = Je. 3)

Za moment sily dosadme z rovnice (). Ziskdme vztah:
— Dy = Je. (4)

Nyni si dovolime pouzit ,,trosku“ diferencialniho poétu. Pokud si s nim
prilis (nebo viibec) nerozumite, preskocte v Cetbé k rovnici (I0J).
Uhlové zrychleni mtizeme zapsat jako druhou derivaci thlu ¢ podle
¢asu (thel ¢ je, jak jisté tusite, funkci ¢asu). Rovnici (@) tedy mizeme
napsat také takto:
— Dy = Jg. (5)

Pro zapis derivace podle ¢asu jsme pouzili tecku nad znakem ¢. Dvé
tecky tedy znamenaji druhou derivaci podle ¢asu (takovy zépis ¢asové
derivace je ve fyzice pomérné bézny). Rovnici jesté malinko upravime:

p=-"p (6)

Této rovnici budeme fikat pohybovd rovnice torzniho kyvadla. Co je jejim
feSsenim? Je to néjaka funkce ¢asu, oznacena ¢, kterou kdyz dvakrat
zderivujeme podle ¢asu, ziskdme tutéz funkci, ale nasobenou néjakou
konstantou se znaménkem minus. Vymyslite néjakou takovou funkci?
Napadne vas jich mozna hned nékolik. Zkusme tieba:

© = coswt. (7)
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Po dvojim derivovani podle ¢asu dostaneme

¢ = —w? coswt, (8)

neboli
¢ = —wo. (9)

Porovnanim rovnic (@) a (@) zjistime, Ze
w?==. (10)

Postup, ktery jsme pravé provedli, byl vlastné feSenim diferencidlni
rovnice. Byl to trochu zvlastni zptisob feseni — uhadli jsme ho.

Ve veli¢iné w jste asi poznali tzv. uhlovou frekvenci, pro kterou plati
w = 21 f, neboli

w=—= (11)

kde T je perioda, se kterou kmitd nase torzni kyvadélko. Pokud tuto
periodu zméfime, ziskame vztah pro direkéni moment vlakna D:

D=—J (12)

K urceni direkéniho momentu tedy potfebujeme znat periodu kmit torz-
niho kyvadélka a jeho moment setrvacnosti .J.

Pravé jsme se dostali na prvni rozcesti na cesté k cili — ke zméreni
gravitacni konstanty G, a tedy také ke zvazeni zemékoule. Na tomto
rozcesti se musime rozhodnout, chceme-li pocitat co nejpresnéji, nebo
si dovolime néjakd malad zanedbani, coz bude znamenat zjednoduseni
vypoctu. Zvolime cestu zjednoduseni. Chcete-1i pocitat presnéji a text je
vam srozumitelny, jisté to zvladnete sami.

Prvni pfiblizeni zde bude znamenat to, ze ponékud zjednodusime vy-
pocet momentu setrvac¢nosti kyvadélka. Nebudeme uvazovat hmotnost
spojovaci tycky. Zapocitame tedy jenom moment setrvacnosti kulicek
o hmotnosti my. Vysledkem bude:

J = 2my (g)Z (13)

kde a/2 je vzdalenost stfedu kulicky od osy otéceni kyvadélka.
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Vysledny vztah pro direkéni moment tedy je:

2 2 2

D= 4Ti22m2 (g) =2 (%) maa®. (14)
Zmérit periodu T’ lze pomérné snadno. Perioda je totiz dosti dlouha
(okolo 230 s). Neméfime ji ale tak, ze bychom sledovali pfimo torzni
kyvadélko. Jeho pohyb si prohlizime na opacné strané poslucharny, kde
se pohybuje stopa laserového paprsku odrazeného od zrcatka na zavésu
kyvadélka. Tento pohyb je, na rozdil od primého pozorovani kyvadélka,
dobfe viditelny a zméfeni periody je docela snadné. Vypocet direkéniho

momentu je potom jiz také snadny.

Meéreni gravitaéni sily

Nyni prejdeme k samotnému méfeni sily, kterou na sebe pisobi velka
koule a kuli¢ka vahadélka. To spocivéa ve dvou krocich.

Nejprve opatrné pretocime drzak s velkymi koulemi tak, aby se dotkl
zarazky, kterd vymezuje jeho krajni polohu. Na kazdou z kulic¢ek ptisobi
gravitadni sila (ve vysledku jde o dvojici sil), kterd nepatrné stoéi torzni
kyvadélko. Na protéjsi zdi pozorujeme pohyb stopy laserového paprsku.
Ta pomalu kmitd a nasim tikolem je nalézt bod (rovnovaznou polohu),
okolo kterého toto kmitani probiha. Peclivé sledujeme krajni body vy-
chylky stopy paprsku a urc¢ujeme stted jejich spojnice. Kdyz jsme hotovi,
tento bod oznac¢ime a presuneme drzak s koulemi do druhé krajni po-
lohy. Nyni na vahadélko ptisobi dvojice gravitac¢nich sil, které se jej snazi
stocit na druhou stranu. Projevi se to tim, Ze stopa paprsku na zdi se
kmitavym pohybem pomalu pfesouva a kmita okolo nové rovnovazné po-
lohy. Tu opét peclivé uréime. Nakonec zjistime, o jakou vzdalenost Ax se
rovnovazna poloha posunula. V tomto tdaji je skryta informace o tom,
jak se diky ptisobicim momentim gravitacnich sil zkroutilo molybdenové
vlakno, na kterém je vahadélko zavéseno a jehoz direkéni moment jsme
predtim urdili. Je to kli¢ k nalezeni velikosti gravitacnich sil mezi velkymi
koulemi a malymi kulickami.

Situace je schematicky, ve zna¢ném nepomeéru ke skutecnym velikos-
tem, znézornéna na obr. 2. Uvédomte si, Ze vzdéalenost L je priblizné
9 m, zatimco posunuti Az je asi jenom 4 cm. Tmavéji je v obrazku zna-
zornéno vahadélko v situaci, kdy jsou velké koule v jedné krajni poloze,
svétleji v poloze druhé. Skutecné stoceni vldkna je znazornéno thlem .
Odrazeny parsek se pfitom stocil o thel 2¢ (o ¢ se zvétsil thel dopadu
paprsku na zrcatko, o stejny thel se musel zvétsit i thel odrazu). Oblouk,
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ktery opsal konec paprsku o délce L, mizeme v daném pripadé povazovat
za useCku s délkou L - 2. Tato ,Gsecka“ (ve skutecnosti ¢dst kruznice)
svira se sténou uhel a. Pro vzdalenost Az tedy plati nasledujici vztah:

2Ly

cosa

Az

(15)

A

[\e]
S
S
'
[l
j
|
o

&

Obr. 2: N4acrt situace popisované v textu — staceni vahadélka vlivem gravitac-
nich sil

Podivejme se nyni na obr. 3, ktery znazornuje gravitacni sily ptisobici
na vahadélko (resp. na jeho kulicky) v jedné z krajnich poloh. V tomto
okamziku stojime na druhém rozcesti, na kterém si budeme muset vy-
brat, jestli chceme pocitat s vétsi presnosti, ale slozitéji, nebo jestli pro-
vedeme opét néjaké zanedbani. Zvolime druhou z naznacenych moznosti.
Budeme uvazovat pouze pusobeni blizsi velké koule na kazdou z kulicek.
Pokud byste chtéli zapocitat i piisobeni kouli vzdéalenéjsich, muzete se

o to pokusit samostatné. (Zpiesnéni vysledku ale nebude pfilis vyrazné.)

Obr. 3: Sily pusobici na vahadélko v jedné z krajnich poloh
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Kazda z velkych kouli piisobi na vahadélko momentem sily o velikosti
Fy -d. Pismenem d jsme oznadili polovinu vzdalenosti a, tedy vzdalenost
stfedu malé kulicky od osy otaceni. Po presunuti velkych kouli do druhé
krajni polohy budou ptisobit stejné velké momenty gravitacnich sil, jejich
otacivy ucinek bude ale opacny. Ve vysledku tedy stoceni vldkna o thel
© zptisobil celkovy moment (vnégjsich) sil

M = 4F,d.

Vzhledem k tomu, ze vzdalenost stfedu velké a malé koule v krajni poloze
je b, plati pro kazdou z gravitacnich sil Fj:
mimso

B2

Mezi velikosti momentu vnéjsich sil a stocenim vldkna plati vztah
M = Dy, coz lze s vyuzitim predchoziho zapsat jako

4F,d

4F,d=Dyp = ¢ = D (17)

F,=G

(16)

Po dosazeni do rovnice (15 ziskdme pro Az vztah:

2L 4F,d
Az = _—£& 18
v cosae D (18)

Nyni uz jenom stac¢i dosadit za direkéni moment ze vztahu (I4), za gravi-
tacni silu Fy ze vztahu (I68]) a po malé tpravé ziskdme vyraz pro vypocet
gravitacni konstanty G (nezapomerime, Ze jsme si docasné oznacili a/2
jako d):
G- n2ab® Az cos o . (19)
lelTQ

Méfenim provedenym pro tcely tohoto ¢lanku jsme zjistili, ze:

T =230,2s,

Az =54 cm.

Po dosazeni do vztahu ([6) ziskdvdme G = 6,09 - 10~ N . m? kg2,
Tabulkova hodnota je pfitom G = 6,6 - 10~ N - m?2 - kg~ 2. Kdy# uva-
7ite zjednoduseni, kterd jsme védomé pfi odvozeni vztahu (I8 udélali, a
vezmete v vahu, do jak delikdtniho méreni jsme se pustili, muzeme byt
s vysledkem spokojeni. Pfi méreni s gravitacnimi vahami se vétsSinou,
je-li méfeni provedeno peclivé a s dostatecnou davkou trpélivosti, neod-
chylime od tabulkové hodnoty o vice nez 10 %. P¥i méfeni se musime
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vyporadat s riznymi rusivymi vlivy. Pat¥i mezi né napt. chvéni budovy,
proto je lepsi méfit vecer, nebo v noci. Velmi nepfijemnym rusivym fakto-
rem je pripadny elektricky naboj na soucastech méricich zarizeni. Tento
vliv eliminujeme tim, ze jsou vSechny kovové soucasti vah uzemnény a
pred méfenim celé zarizeni ,postiikame” antistatickym sprejem. Je také
zapotiebi dostatecné dlouho cekat, nez se vahadélko pfesune z jedné
polohy do druhé po pfetoceni drzaku s velkymi koulemi. Momenty sil
jsou totiz velice malé a vahadélko se presouva tomuto faktu primérenou
dobu. Chcete-li tedy ziskat dobry vysledek, bude méfeni trvat tfeba i
vice nez dvé hodiny. Inu. .. experimentalni fyzika je zajimavéa tim, Ze na
vas nastrazi nejednu prekazku, s niz se musite vyporadat a mnohdy si
na vysledek musite dostatecné dlouho pockat.

Zavér

Na zavér bychom méli doplnit to, co jsme slibili v nazvu ¢lanku, tedy
vysvétlit, jak lze Cavendishovymi vahami zvazit zemékouli. Vypada to
totiz, Ze jsme popsali néco jiného — méreni gravita¢ni konstanty G. Krok
od gravitacni konstanty ke hmotnosti Zemé ale jisté snadno dokazete
udélat sami. Jak na to? Newtoniv gravitaéni zdkon muZeme napsat napf.

takto:
mMZ

R}
My zde predstavuje hledanou hmotnost Zemé, Ry jeji polomér, m je
hmotnost néjakého pfedmétu a Fy je gravitacni sila, kterou je tento
pfedmét pfitahovan Zemi, je-li umistén na jejim povrchu (zcela zbyte¢né
ur¢ité pripomindme, Ze tuto silu uréite jako mg). G jsme zméfili, takze
staél z rovnice (20) vyjadiit My, dosadit spravné hodnoty a zemékouli
mate zvazenou.

Checete si méfeni gravita¢ni konstanty, a tedy i vazeni zemékoule vy-
zkouSet sami? Ozvéte se autortim ¢lanku, napf. na adresu redakce ¢aso-
pisu Rozhledy matematicko-fyzikalni, a domluvte se, kdy prijdete. Radi
Vam s méfenim pomuzeme.

F,=G (20)

Literatura

[1] Zilava, M.: Vazeni Zems. Diplomova prace. MFF UK, Praha, 1995.

Roénik 94 (2019), ¢islo 2 31



		webmaster@dml.cz
	2020-02-27T16:50:30+0100
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




