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KARL FEUERBACH A JEHO VETA
O DOTYKU KRUZNIC

TAMARA LORENCOVA

Uvod

V tomto ¢lanku se budeme vénovat jedné pozoruhodné kruznici,
kterou spojujeme s obecnym rovinnym trojihelnikem. Jeji objev
byl ptivodné pfipisovan Leonhardu Eulerovi, ktery v roce 1765 do-
kazal, ze v obecném trojuhelniku maji orticky a prickovy trojihel-
nik spolecnou opsanou kruznici. Lépe vSak tuto kruznici popisuje
véta:

V libovolném trojuhelniku leZi stredy jeho stran, paty jeho vysek
a stredy usecek spojujict vrcholy s ortocentrem na jedné kruznici.
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doplnil i dalsi dilezitou vétu popisujici novou, prekvapivou a hlu-
bokou vlastnost této kruznice. Proto je tato kruznice ¢asto nazy-
vana nejen kruznict deviti bodu, ale i Feuerbachovou kruznici. Do-
ty¢nou ,velkou* Feuerbachovu vétu a jeji mozné dukazy v tomto
prispévku podrobné posoudime.

Nyni se vsak jesté jednou vétou vratime k L. Eulerovi, ktery je
spjat s kruznici deviti bodi také diky piimce, kterou nazyvame
Eulerova pfimka (daného nerovnostranného trojihelniku). Na ni
lezi kromé stiedu kruznice opsané (.S), ortocentra (V'), tézisté (T)
i stfed kruznice deviti bodt (F). Pofadi téchto bodu je S, T, F,
V' a pro jejich vzdalenosti plati rovnosti:

1 1
TS| = Z|VS|, |FT|= VT,

Dukaz tohoto tvrzeni nalezneme napt. v [5, str. 47].

V oddile 1 naseho ¢lanku uvedeme nékolik zakladnich udaju
a zajimavosti ze zivota K. Feuerbacha. V oddile 2 zformulujeme
jak ,malou“ Feuerbachovu vétu (tvrzeni o existenci kruznice deviti
bodi), tak i velkou Feuerbachovu vétu, pfitom prvni z vét dopl-
nime puvodnim Feuerbachovym dikazem. Hlavni ¢asti prispévku
jsou oddily 3 a 4, vénované dvéma riznym dikazium velké Feuer-
bachovy véty, které jsou oba elementarni, tj. pfistupné i ¢tenaiam
bez hlubsich geometrickych znalosti (napiiklad o kruhové inverzi).

1. Ze Zivota Karla Feuerbacha

Karl Feuerbach se narodil 30.5.1800 v némeckém mésté Jena ro-
di¢im Evé Troster a Paulu Feuerbachovi, profesoru prava na uni-
verzité v Jené, ktery napsal bavorsky trestni zakonik. Eva a Paul
méli jedenact déti, péti syntm byl udélen doktorat a tfi z nich se
stali dokonce profesory. Nejznaméjsim z bratrd byl znamy filosof
Ludwig Feuerbach.

Karl byl vynikajicim studentem na univerzitach v Erlangenu
a ve Freiburgu, diky ¢emuz mu byl udélen doktorat jiz ve 22 letech
za zavérecnou praci ,,Eigenschaften einiger merkwiirdigen Punkte
des geradlinigen Dreiecks, und mehrerer durch sie bestimmten Li-
nien und Figuren. Eine analytisch-trigonometrische Abhandlung*
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(,,Vlastnosti nékterych vyznamnych bodt rovinného trojahelniku
a navic jimi ur€ené piimky a utvary. Analyticky-trigonometrické
pojednani“). V tomto dile autor uvadi i s ditkazem sviij objev
y,nejhezéi véty elementarni geometrie od dob Eukleida®, jez po-
pisuje dotyk kruznice vepsané s kruznici deviti boda libovolného
trojuhelnika. Véta je v tomto dile dokdzana predevsim pomoci tri-
gonometrickych vypocti, ne tedy syntetickymi tivahami v duchu
tradice zminéného Eukleida.

Roku 1822 se Karl Feuerbach stal profesorem matematiky na
gymnaziu v Erlangenu a o rok pozdéji i na tamni vysoké skole.
Dale se vsak stykal s prateli ze studii, ktefi byli povéstni svou
nezodpovédnosti a dluhy.

V roce 1824 byl zatcen s 19 studenty a rok véznén v Mnichové
za své politické nazory. Za tuto neutéSenou situaci se citil zodpo-
védny, coz ho privadélo k depresim. Nékolikrat se pokusil dokonce
o sebevrazdu.

Po propusténi z vézeni se Karl vratil ke své rodiné i k ucitelstvi.
Avsak deprese jej brzy pripravily o préaci. Po zlepSeni zdravotniho
stavu v roce 1828 zacal opét ucit v Erlangenu, kde ztistal do doby,
nez ve vyucovani vytahl mec a hrozil zaktim ufiznutim hlavy, po-
kud nebudou umét vyfesit rovnici napsanou na tabuli. V ten den
se vzdal uceni a rozhodl se it v tstrani. Sest let se oddéval sa-
moté a rozjimal nad obrazy svého synovce Anselma Feuerbacha.
Zemiel 12. biezna 1834, tedy v pouhych 34 letech.

2. Mala a velka Feuerbachova véta

vvvvv

sledky ziskané Feuerbachem v jeho doktorské praci. Prvni z nich
opatiime i pivodnim Feuerbachovym dikazem. Zavérem oddilu
pojedname vSeobecné o diikazech druhého (tedy hlubsiho a hlav-
niho) Feuerbachova vysledku.

Véta (Mala Feuerbachova véta). V libovolném trojihelniku
plati, Ze stredy stran i paty vysek lezi na jedné kruznici.

Diikaz. V trojuhelniku ABC ozna¢me A;, By a C stfedy stran
a Ay, By a Cy paty vysek (viz obr. 2).
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Obr. 2

Uvazujeme-li trojuhelnik A;B;Cq, pak jeho strany maji po-
loviéni délky nez strany trojahelniku ABC. To stejné plati i pro
trojthelniky ACy1 By, C1BA; a B1 A1 C. V8echny tyto trojihelniky
jsou tedy shodné. Zaroven pro stiedni pficku BjA; trojihelniku
ABC mame AB || B1A;. Protoze trojuhelnik By A;C mé polo-
viéni strany nez trojuhelnik ABC, méa i polovi¢ni vysky. Jejich
vysky z vrcholu C vsSak lezi na stejné polopfimce s pocatkem C'.
To uz znamené, ze bod C pfejde v osové soumeérnosti podle osy
By Ay do bodu Cy. Ze shodnosti trojuhelnika Ay B,C; a B1A;C
vyplyvéa také shodnost jejich opsanych kruznic. Obé tyto kruznice
prochéazeji spoleénymi body BjA;, jedna je tedy obrazem druhé
v 0sové soumérnosti podle pfimky By A;. V této soumérnosti pre-
chazi také bod C do bodu Cy, jez proto lezi na kruznici opsané
trojthelniku A; B;Cy. Analogickou tivahou pro soumérnosti podle
os A1Cy, B1Cy dostavame, Ze na kruznici opsané trojuhelniku
A1 B1Cq lezi i body By, Ag. Dikaz je tedy hotov. O

Vidime, ze Feuerbach ve svém podéani zminuje pouze Sest, a ni-
koliv devét vyznamnych bodl na jedné kruznici. Ukazme vsak, ze
tvrzeni o tfech ,chybéjicich“ bodech, kterymi jsou stiedy spojnic
vrcholt s ortocentrem (body K, L, M na obrazku 3, zvané nékdy
Eulerovy body), lze jiz snadno dokdzat opétovnym uzitim malé
Feuerbachovy véty.
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Uplatnime ji v trojahelniku BC'V, jehoz paty jeho vysek jsou
totozné s patami vySek trojuhelniku ABC), jsou to tedy body Ay,
By, Cy. Na kruznici prochézejici témito body lezi podle predchozi
véty také stiedy stran trojuhelniku. Pro trojuhelnik BC'V jsou to
body Ay, M, L. Analogicky pro trojuhelnik CAV se shodnymi
patami vysek lezi na této kruznici i stredy stran By, K, M.

Dokézali jsme, ze na dané kruznici lezi vSech devét vyznam-
nych bodt.

Nyni konecné prejdeme k vysledku, ktery Feuerbacha proslavil
a kterym se budeme zabyvat po cely zbytek naseho textu.

Véta (Velka Feuerbachova véta). Pro kaZdy trojuhelnik plati,
Ze kruznice deviti bodi se vnitiné dotykd krusnice vepsané® a vné
dotykd vsech tri kruZnic pripsangch strandm daného trojuhelniku.

Casto jsou Feuerbachovym jménem nazyvany i pomocné véty,
které Feuerbach k celému pracnému dtikazu svého ,,zivotniho“ ma-
tematického vysledku potfeboval. Dnes je jiz znamo vice t¢innych
postupt a je celkem jasné, ze zadny jednoduchy dikaz (bez uziti
hlubsi geometrické teorie) neexistuje. Proto je oznaceni Feuerba-
chovy véty jako ,velké“ adekvatni.

5V piipadé rovnostranného trojihelniku oviem tyto dvé kruznice splyvaji.
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Sam Feuerbach pouzil postup trigonometrickych vypocti ve-
douci k vyjadieni vzdéalenosti:

T T T T
F = 3 FIa:* ay FL| = - 3 FIc:* cy
|[FO| 5P | \ 5P |FL|=5+p |F'1| 5P

kde r je polomér kruznice opsané, F' je stfed Feuerbachovy kru-
znice (o poloméru ), O stfed kruznice vepsané a p jeji polomér;
1., I, I. stredy kruznic pfipsanych a p., pp, pe jejich poloméry.
7 téchto rovnosti jiz rovnou vyplyva, ze Feuerbachova kruznice
se vSech zminovanych kruznic popsanym zptisobem dotyka. Tento
postup je sice z hlediska pouzitych prostredkt jednoduchy, ale jeho
realizace je pocetné narocna a zdlouhava. V soucasnych ucebni-
cich se nejcastéji objevuje kratsi diikaz uzitim kruhové inverze ([3],
[4]), avSak napiiklad v ¢eské monografii [5] o geometrii trojihel-
niku zadny dtkaz uveden neni. Hlavni motivaci k sepsani naseho
prispévku tak bylo seznamit ¢tendfe s dvéma malo dostupnymi
elementarnimi ,nepocetnimi“ postupy dukazt velké Feuerbachovy
véty. Na rozdil od stru¢né pojatych ¢lanki, ze kterych jsme je pre-
vzali, uvedeme tyto diikazy se vSemi potfebnymi podrobnostmi.

3. Elementarni dukaz

V tomto oddile podrobné vylozime diikaz velké Feuerbachovy véty,
ktery je zalozen na elementarnich poznatcich syntetické geomet-
rie a ktery jsme pfevzali z ¢lanku [2]. V samotném zavéru dikazu
vyuzijeme nasledujici pomocné tvrzeni.

Lemma. Necht P je spolecny bod kruznic k, k'. Bodem P vedme
primku, jeZ protne kruznice k, k' po fadé v bodech Q, Q'. Jsou-li
teény ke krufnicim k, k' sestrojené v bodech @, Q' rovnobéiné,
pak se kruznice k a k' v bodé P navzdjem dotykayi.

Diikaz. Ozna¢me O, O’ po fadé stiedy kruznic k, k' (obr. 4).
Trojuhelniky POQ, PO’'Q’ jsou rovnoramenné a plati [SOPQ| =
= |SOQP|, |[<O'PQ'| = |[SO’'Q'P|. Z rovnobé&znosti tecen v bo-
dech Q, Q' plyne i rovnobéznost polomért OQ, O’'Q’ kruznic k,
k', ke kterym jsou teény kolmé. Pro rovnobézky OQ, O'Q’ plati
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Obr. 4

tedy shodnost thlt |[SOQP| = |[SO'Q'P|. Celkové jsme ziskali
|[SOPQ| = |90’ PQ’|, z ¢ehoz plyne, ze body O, O’, P lezi na
jedné pifimce. Bod P leZi tedy na spojnici stfed@t kruznic k, &’
a zaroven je jejich spole¢nym bodem, coz odpovida pouze situaci,
kdy je bodem jejich dotyku. O

Nyni pfejdeme k samotnému dikazu velké Feuerbachovy véty.
Kromé jiz zminénych pat vysek Ay, By, Cy a stfedu stran Aq, By,
C1 trojuhelniku ABC ozna¢me X bod dotyku kruZnice vepsané
se stranou AC'. Déle ozna¢me X1, By priseciky osy thlu CBA po
fadé se stranou AC' a kruznici opsanou. Na této ose samoziejmé
lezi také stied O kruznice vepsané (obr. 5).

Jelikoz bod Bs lezi na ose thlu ABC, jsou shodné obvodové
thly ABBs a CBBsy, a tedy i pfislu$né tétivy ABs a C'Bs. Z rov-
noramenného trojuhelniku ACB; tak mame By B; 1 AC. Déle
plati:

|4 B2AO| = |9 B2 AC| + |9 CAO| = |4 B BC| + [4CAO| =
= |<OBA| + |40AB|,
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coz odpovidd velikosti ihlu B3;OA. Trojahelnik ABsO je tedy
rovnoramenny s rameny |BoA| = |BO|. Jelikoz zaroven plati
|IB2AC| = |4 BeBC| = |4 ByBA|, jsou trojihelniky By AX,
ByBA podobné. Z podobnosti téchto trojuhelniki vyplyva rov-
nost poméra jejich stran prilehlych ke spole¢nému vrcholu Bs,
kterou zapiSeme jako rovnost soucint |BeX1| - |B2B| = |B2A|?.
S piihlédnutim k rovnosti |BaA| = |B20| dostavame |BaXi| -
- |B2B| = | B2OJ%.

Protoze By, X, By jsou kolmé praméty kolinearnich bodu B,
O, Bj na piimku AC, plati

BiXi| _ |BiBo| _ |BiX]|
B.X1|  |B:B|  |B2O|

Ve jmenovatelich zlomki jsou délky z odvozené rovnosti |Bo X | -
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- |BaB| = |B20J%. Proto plati i analogicka rovnost pro ¢itatele:
|B1X1] - |B1Bo| = |B1 X |?.

V dalsi ¢asti dikazu uz budeme potfebovat predpoklad, Ze
trojihelnik ABC neni rovnostranny, Ze tedy napiiklad plati
|AB| > |BC| neboli |<ACB| > |4BAC|. Pak By, X1, X, By
je poradi ¢tyf riznych bodu na polopiimce AC. Uvazime dru-
hou teénu z bodu X; ke kruznici vepsané (rtznou od teény AC).
Necht Q je jeji bod dotyku a necht L je druhy prisecik primky
B1Q s kruZnici vepsanou (obr. 6).

Obr. 6

Pouzitim mocnosti bodu B; ke kruznici vepsané ziskdvame
rovnost |B1Q)| - |B1L| = |B1X|?. Srovnanim odvozenych rovnosti
|B1X1‘ . |BlBo| = |BlX‘2 a |B1Q| . |B1L‘ = |BlX|2 obdrzime
rovnost |B1X1| - |B1Bo| = |B1Q| - |B1L], jez vyjadiuje mocnost
bodu Bj ke kruznici, na které lezi body X1, By, @, a tedy i bod L.
7 tétivového Ctyruhelniku X QLB tak dostavame

[SB1LBy| = [§QLBo| = 180° — [4 BoX1Q| = [ QX1 4].
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Tecény X1X a X1Q jsou soumérné sdruzené podle pfimky X;0,
proto |[4BoX1Q| = 2|40X;1 X]|, a tudiz

180° — |4 BoX1Q| = 180° — 2|30X, X| =
=180° — 2(|¥ X, BA| + |4 X1 AB|) =
1L ABC|

=180° — 2 (2 + |<1CAB|) =

= [4BCA| - |4CAB|.

Vypocetli jsme tak (kladnou) velikost obou shodnych thla B; LBy
a QX1A4, se kterymi budeme v dal$i ¢asti diikazu pracovat.

Nyni do nasich tvah konec¢né vstoupi Feuerbachova kruznice.
Uvazme jeji te¢nu v bodé B; a ozna¢me R jeji prusecik s pfimkou
AB (obr. 7).

By
B Ay C

Obr. 7

Usekovy tihel C'} Bi R je roven obvodovému thlu C; A; By, jenz
odpovidéd thlu CAB v podobnosti trojahelnika A; B1C; a ABC.
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Daéle pro né plati A1By || AB, a proto |4 A1 B.C| = |[<BAC|.
Z toho plyne |[<RB1A| = |SC1B1A| — |[9C1B1R| = |[<BCA| —
— | CAB|. Stejny vysledek jsme obdrzeli pro thel By LBy, ktery
je tudiz s thlem RBj A shodny.

Uvazme dale, ze obvodovy tihel B;C1 By je shodny s tsekovym
thlem u vrcholu By, jenz je shodny s vrcholovym thlem RB; A.
Celkem tak dostavame shodnost tthlu B1C1 By s thlem By LBy,
jez znamend, ze bod L lezi na oblouku B;C; By Feuerbachovy
kruznice. Je to tedy jeji spole¢ny bod s kruznici vepsanou.

Jak vime, thel RBj A je shodny nejen s thlem B; LBy, ale
také s thlem @QX;A. Z toho okamzité vyplyvé, Ze teéna X;Q
kruznice vepsané a tecna B; R Feuerbachovy kruznice jsou rovno-
bézné. Jsou tedy splnény vsechny pfedpoklady tivodniho lemmatu,
a proto se vepsand a Feuerbachova kruznice dotykaji v bodé L,
a to vniting, nebot bod L lezi vné tsecky QBj.

Vnéjsi dotyk Feuerbachovy kruznice s kruznicemi pfipsanymi
lze dokazat analogicky.

Dokonceni priste.
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Abstract

The text is about Karl Feuerbach and his remarkable theorems.
First, we describe his life and the path to mathematics. Then
we remember the “small” Feuerbach’s theorem about nine points
circle, with brief proof. Finally, we state the “big” Feuerbach’s the-
orem about tangent circlec, and two the most interesting
proofs.

Mgr. Tamara Lorencovd

Ustav matematiky a statistiky
Kotlarskada 2

61187 Brno

e-mail: tamara.nedevova@centrum.cz



