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POMOC OD BEZMOCI Z ODMOCNIN

LuBoMiRA DVORAKOVA, CENEK SKARDA

Vypocet druhé odmocniny pomoci tuzky a papiru byl done-
davna soucasti zakladniho vzdélani. Nyni se vSak vice nez na svou
hlavu spoléhame na kalkulacku a tento jednoduchy numericky vy-
pocet zalozeny na nasobeni a odec¢itani upadéa v zapomnéni. Cilem
¢lanku je toto zapomenuté uméni vzk¥isit, a to hned tfemi zpt-
soby: ,8kolnim“, ¢inskym [2, 4] a indickym [1, 2, 3]. Je$té nez
priblizny vypocet druhé odmocniny z pfirozeného Cisla pripome-
neme, zkuste jej vymyslet sami!

1. Druha odmocnina ve Skole

Vypocet druhé odmocniny bude nejlépe srozumitelny na konkrét-
nim prikladé. Dejme si za tkol najit /35217 261.

Presnéji feceno: Najdeme nejvétsi prirozené cislo n, které spliuje,
ze n? < 35217261. Cely postup je ilustrovan na obrazku 1.

e Rozdélime ¢islo 35217261 na dvojciferné bloky, tj.
35|21|72|61. (Zacina se vZdy u jednotek, takze ¢islo 5217261
bychom rozdélili jako 5|21|72|61.)

e Podiviame se na prvni dvojici cifer 35 a premyslime, jaka
nejvétsi druhd mocnina piirozeného cisla se do ni vejde. Je
to 52. Cislo 5 napiseme do mezivysledku, ¢islo 25 odedteme
od 35 a za rozdil 10 napiseme dalsi dvojici cifer ze zadani.
Mame tak zbytek 1021. Pro prehlednost si do fadku za 1021
napiSeme oddélujici znacku, napf. :, a za ni dvojnasobek
mezivysledku, tedy c¢islo 10.

e Druhou cifru odmocniny hleddme jako maximélni = spliiu-
jlct:

(5z)% = (50 4+ z)? < 3521.
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Pozor! Zapis 5x neznamena soucin 5 x z, ale jde o desit-
kovy zapis ¢isla 50 + . Souéin znacime x. Nerovnost lze
zjednodusit na tvar:

100 x z + 2% = (100 + z) x z = 10z x = < 1021.

Maximalni takové z je rovno 9. Cislo 9 napiseme do mezi-
vysledku, ¢islo 109 x 9 = 981 odecteme od 1021 a za rozdil
40 napiSeme dalsi dvojici cifer ze zadani. Mame tak zbytek
4072. Do tadku za 4072 napiseme oddélujici znacku a za ni
dvojnasobek mezivysledku, tedy ¢islo 118.

Tteti cifru odmocniny hledame jako maximélni y spliujici:
(59y)% = (590 + y)? < 352172.
Nerovnost 1ze zjednodusit na tvar:
1180 x y +y? = (1180 + y) x y = 118y x y < 4072.

Maximalni takové y je rovno tiem. Cislo 3 napiseme do mezi-
vysledku, ¢islo 1183 x 3 = 3549 odecteme od 4072 a za rozdil
523 napiSeme dalsi dvojici cifer ze zadani. Mame tak zbytek
52 361. Do radku za 52 361 napiSeme oddélujici znacku a za
ni dvojnasobek mezivysledku, tedy ¢islo 1186.

Posledni cifru odmocniny hleddme jako maximalni z spliiu-
jlct:
(5932)2 = (5930 + 2)? < 35217261.

Nerovnost lze zjednodusit na tvar:
11860 x z + 22 = (11860 + 2) x z = 11862 x z < 52 361.

Maximalni takové z je rovno ¢étyfem. Cislo 4 napiseme do
mezivysledku, a ziskame tak vysledek /35217261 = 5934.
Cislo 11864 x 4 = 47456 ode¢teme od 52 361 a rozdil 4905
je zbytek, ktery nas déli od presné hodnoty, tj. plati

35217261 = 59342 + 4905.
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e Pokud bychom chtéli dostat jesté presnéjsi hodnotu odmoc-
niny, nic ndm nebrani pokracovat. Za zbytek by se napsaly
dveé nuly, za mezivysledek desetinna ¢arka a pocitali bychom
analogicky dale.

35 2 1 72 61 +/ = 5934
-2 5
1 0 2 1 109 x 9
- 9 8 1
4 0 7 2 1183 x 3
3 5 4 9
5 2 3 6 1 11864 x 4
— 4 7 4 5 6
4 9 0 5

Obr. 1: Vypocet druhé odmocniny z ¢isla 35217261 ,,8kolnim“
zplsobem

Podobnym zptisobem sami spoctéte /26 150. Pozor! Pti déleni
na dvojice cifer nyni dostanete 2|61|50. Mél by vam vyjit vysledek
161.

2. Druha odmocnina v Cing

Cinsky popis vypoctu druhé (i tiet{) odmocniny obsazeny v Ma-
tematice v deviti knihdch z prelomu letopoctu je nejstarSsim his-
toricky dochovanym postupem. V terminologii — my pouzivame
jeji pocesténou variantu — se odrazi souvislost s délenim. Cislo,
jehoz odmocninu hledame, se nazyva §, tj. délenec. Jedno z po-
mocnych ¢isel nese oznaceni fa, coz znamena délitel, a skutecné
se jim v kazdém kroku déli pfislusny zbytek.

Cinsky algoritmus pfedvedeme na vypoétu /173 212 a postup
ilustrujeme na obrazku 2. VSechny tkony byly provadény na poci-
taci desce pomoci dfevénych tycéinek. Zrejmé proto ¢insti poctari
nesetfili ve svém postupu prepisovanim. Pravé proto volime ilu-
straci na mensim d¢isle nez v predchozi sekci, a navic zbytecné
kroky vynechavame.
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e Napiseme do fadku § odmoctiované é&islo a do ¥addku tien-
-suan ¢islo 10000, které oznacuje nejvyssi lichou cifru dé-
lence (tak poctafi ifkali odmociiovanému é&fslu). Tien-suan
vzdy zvyrazinuje aktualni pozici ve vypoc¢tu, k nicemu jinému
neslouzi.

e Prvni cifru odmocniny hleddme jako maximéalni pfirozené
¢islo, jehoZ mocnina je mensi nebo rovna 17, coz je 4. Cty-
tku napiseme do fadku fang na pozici nejvyssi cifry vy-
sledku a fa (téZ nazyvano suo-te) vyplnime soufinem ¢ty-
iky a tien-suan. Déle odeéteme od &isla 173 212 soudin fang
a fa, tj. 4 x 40000. Rozdil 13212 vlozime do $. Nakonec fa
zdvojnasobime a posuneme o jedno misto doprava. Posu-
neme i tien-suan, a to o dvé mista doprava.

e Pro ziskéni druhé cifry odmocniny se podivame, kolikrat se
maximalné vejde fa do 8, tedy 8000 do 13212, a to je jed-
nou. Zapiseme jednicku do fadku fang za ¢tyiku a do fadku
fa za osmicku. Odecteme od $ soucin druhé cifry fang a fa,
tj. 13212 — 1 x 8100. Rozdil 5112 napiseme do S. Posuneme
o jedno misto doprava fa a o dvé mista doprava tien-suan.
Nakonec posledni cifru, tedy jednicku, v fadku fa zdvojné-
sobime.

e Pro ziskani posledni cifry odmocniny se podivame, kolikrat
se maximalné vejde fa do 8, tedy 820 do 5112, a to je 6krat.
Zapiseme ¢islo 6 na konec fadku fang a do fadku fa za
dvojku. OdecCteme od $ soucin druhé cifry fang a fa, tj.
5112 —6 x 826, a rozdil 156 napiseme do §. Nakonec posledni
cifru, tedy Sestku, v fadku fa zdvojnasobime.

e Vypocet konéi, fang obsahuje vysledek 416 a $ obsahuje
zbytek 156, ktery chybi do pfesné hodnoty odmocniny, tj.
173212 = 4162 + 156.

Vsimnéme si, Ze Ciflané na rozdil od ,8kolniho“ vypoétu ne-
kontroluji pfi volbé nové cifry jeji velikost bezchybné. Muze se
jim klidné stat, ze ji zvoli pfili§ velkou. Pak jim ale v nasleduji-
cim kroku vznikne zaporny zbytek, a oni tak zjisti, ze cifru zvolili
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1. 4.
fang fang 4 1
S 1 7 3 2 1 2 S 1 3 2 1 2
fa fa 8 1 0 0
tien-suan 1 0 0 0 0 fien-suan 100
2. 5.
fang 4 fang 1
S 1 73 2 1 2 S 5 1 1 2
fa 0 0 0 O fa 8 2 0
tien-suan 10 0 00 tien-suan 1
3. 6.
fang 4 fang 4 1 6
S 1 3 2 1 2 S 5 1 1 2
fa 8 0 0 O fa 8 2 6
tien-suan 1 00 tien-suan 1
7.
fang 4 1 6
S 1 5 6
fa 8 3 2
tien-suan 1

Obr. 2: Vypocet druhé odmocniny z ¢isla 173212 ¢inskym
zpusobem.

o jedna vétsi, nez méli. (V této chvili se také slusi pfiznat, ze
si této chybovosti byli plné védomi.) Ilustrujme tento problém
na prikladé. Pocitame-li /176212 ¢inskym zpusobem, pak do-
staneme druhou cifru mezivysledku rovnou dvéma. Ovsem jako
zbytek pak obdrzime zaporné ¢islo, proto se musime vratit zpét
a opravit volbu na jednicku. Postup je naznacen na obrazku 3.
Cinané totiz postupuji nasledovné. Po volbé prvni cifry rovné éty-
fem by méli dalsi cifru hledat jako maximalni = spliujici:

176 212 > (420)? = (400 + 20)?.
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fla;ng 5
5 176 2 1 2 |lame 12
fa S — 1 8 2
tien-suan 1 00 0O fa 820
tien-suan 1
fza.ng 4 6.
5 176 2 1 2 Lo -
S 1 6 2 1 2
fa 4 0 0 0 O
fien-suan 10000 @ 8 100
en-sua tien-suan 1 00
?a.n 4 7
. & fang 4 1
S 1 6 2 1 2 o
S 8 1 1 2
fa 8 0 0 O
. fa 8 2 0
tien-suan 1 0 0 .
tien-suan 1
4.
8.
fang 402 fang 4 1 9
S 1 6 2 1 2 g
S 8 1 1 2
fa 8 2 0 O
. fa 8 2 9
tien-suan 1 0 O N
tien-suan 1
9.
fang 4 1 9
S 6 5 1
fa 8 2 9
tien-suan 1

Obr. 3: Vypocet druhé odmocniny z ¢isla 176 212 ¢inskym
zpusobem. V postupu je tfeba se vratit, vychazi-li zbytek
zaporny, a zvolit cifru o jedni¢ku mensi.
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Nerovnost se d& upravit do tvaru:
16212 > 800 x 20 + (20)* = 820 x 20 = 8200 x z.

Ovsem oni v prvnim kroku voli x tak, aby 8000 x z se veslo do
16212 a az v dalsim kroku odectou od 16212 hodnotu 8200 x 2.
Dostanou pak zbytek —182, a tak zjisti, ze zvolené x bylo prilis
velké.

3. Druha odmocnina v Indii

Indové nazyvali odmocninu mula, coz znaci kofen stromu nebo
také zdklad, pocéatek, vznik. Vypocet druhé (a také tfeti) odmoc-
niny v Indii poprvé popisuje uenec Aryabhata v knize Aryabha-
tiya z roku 499. Kromé kapitoly vénované matematice se zaobira
také vypoctem kalendére, délenim ¢asu a popisy pohybu vesmir-
nych téles. Pravidla vypoctu odmocniny vyjadiena ve versich jsou
velmi strucné a bez ukazky na konkrétnich pfikladech. S malymi
zménami se algoritmus pozdéji objevuje v pracich dalSich indic-
kych matematikt. I jejich popisy algoritmu jsou velmi lakonické.
Uvedme na ukdzku text od Sridhary (kolem roku 750): ,Odeéti
(nejvétsi mozny) étverec od (posledniho) lichého mista, vydél zby-
tek zdvojnésobenou (pod nejblizsi misto) posunutou odmocninou;
podil umisti na fadce (zdvojndsobené odmocniny) a po odecteni
jejiho ¢tverce zdvojnasob (podil). Potom posuii obdrzené (v fadku
zdvojnasobené odmocniny) ¢éislo o jedno misto kuptedu a dél jim
jako dfive. (Po opakovani operace do konce) vezmi polovinu zdvoj-
nasobeného d¢isla.“

Ukazeme opét algoritmus na vypoctu /173212 a ilustrujeme
ho na obrazku 4.

e Zalneme zndzornénim lichych a sudych pozic (symboly |,
resp. —).

e Hledame nejvétsi druhou mocninu prirozeného cisla, ktera se
vejde do 17, coz je 4> = 16. Rozdilem 17 — 16 = 1 pFepiseme
17 v zadani. Novy zbytek je tedy 13212. Zdvojnasobenou
odmocninu, tj. 8, zapiSeme pod 13 (obecné tak, aby kondcila
na nésledujici sudé pozici).
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e Cislo 13 vydélime 8. Celou ¢ast podilu rovnou jedné za-
piSeme za 8 a zbytkem po déleni, tj. ¢islem 5, pfepiSeme
13. Déle od 52 odecteme druhou mocninu celé ¢asti podilu,
tj. jednicku. A samotnou celou ¢ast podilu zdvojnésobime
na 2. Mezivysledek 82 posuneme o jedno misto doprava.

e Cislo 511 vydélime 82. Celou &ast podilu rovnou Sesti za-
piSeme za 82 a zbytkem po déleni, tj. ¢islem 19, prepiseme
511. Dale od 192 ode¢teme druhou mocninu celé ¢asti po-
dilu, tj. 192 — 36 = 156. A samotnou celou ¢ast podilu na-
hradime zdvojnasobenou hodnotou, tj. 6 piepiSeme na 12,
a novy mezivysledek je 832.

e Vydélenim druhého fddku dvéma dostaneme vysledek 416
a v prvnim radku je pak zbytek 156, ktery nas déli od presné
hodnoty, tj. 173212 = 4162 + 156.

1. 4. T
- = =
5 1 1 2
1 73 2 1 2 g o
2 5
- | - | |
13 2 1 2 19 2
8 8 2 6
3 6
- = | |
5 2 1 2 1 5 6
8 1 8 3 2

Obr. 4: Vypocet druhé odmocniny z ¢isla 173212 indickym
zpusobem

Indicky algoritmus je podobny ,skolnimu“ v tom, Ze nepracuje
s celym odmocnovanym ¢islem, ale ukrajuje z né€j postupné dvojice
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cifer. Jinak se ovSem cifry odmocniny hledaji ze stejné podminky
jako v ¢inském algoritmu. Tudiz také obc¢as dochazi k volbé piilis
velké cifry a je pak tfeba se vratit o krok zpét a zvolit cifru o jed-
nicku mensi. Ctenai nechf si sim takovy pi¥ipad prozkoums pfi
vypoctu 4/176212. (Na rozdil od ¢inskych textt neni v indickych
o chybovosti zddné zminka.) Ve srovnani s ¢inskym algoritmem
ma indicky dvé vyhody:

1. Je tsporné€jsi, protoze se provadi vice krokt naréz.

2. Indic¢ti poctati si v§imli, ze od zbytku se vzdy odecita dvoj-
nasobek dosavadni odmocniny. Proto staci si pamatovat tyto
dvojnasobky a posledni mezivysledek pak vydélit dvéma.
V feci ¢inské metody si vlastné zaznamenavame radek fa,
zatimco rfadek fang nepotfebujeme.

Pravé pouzivani zdvojnasobené ¢asti odmocniny a déleni po-
sledniho mezivysledku dvéma je charakteristické pro indickou me-
todu. S takovou formou algoritmu se setkdvame pozdéji u Arabi,
jejichz prostrednictvim se ve stfedovéku dostavaly do Evropy in-
dické znalosti matematiky (mimo jiné i desitkovd soustava a ¢éis-
lice, kterym dnes Fikdme (indo)arabské.) Metoda pro vypocet dru-
hé odmocniny se v Evropé objevuje az ve 12. stoleti.

Z uvedenych metod se nam zda pocetné nejprivétivéjsi indicka,
a toiza cenu, Ze je tfeba obcas vratit se o krok zpét a opravit volbu
cifry. Urcité i vy sami vSechny tii metody porovnejte. Spocitejte
napiiklad nésledujici odmocniny. Pro pohodli uvadime i spravné
vysledky.

1/354 032 = 595, 1/ 364 816 = 604,

93 701 = 306, 999999 = 999.

Uvédomite si tak, Ze cifry z vysledku mohou nabyvat jen hodnot
mensich nez deset, Ze mohou byt i nulové a ze je dulezité délit
odmocriované ¢islo spravné na bloky a hlidat si, na které pozici se
pravé ve vypoctu nachazime.
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ZAavér

Snad se naplnil cil ¢lanku ,pomoci od bezmoci z odmocnin® a ¢te-
nar si z néj dle svého gusta vybral  Skolni“, ¢inskou ¢i indickou
metodu vypoctu odmocniny, kterou nyni umné vladne.
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Abstract

Calculation of the square root of natural numbers used to be a part
of mathematics taught at elementary schools. However nowadays,
we prefer calculators to our heads and the simple algorithm for
square roots has been almost forgotten. The aim of this article is
therefore to revive this art and moreover to show three methods:
school-wise, Chinese and Indian. Before we recall the algorithms,
try to invent your own way of calculation of square roots!
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