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EGYPTSKÉ ZÁPISY ZLOMKŮ II

(Postupné redukce zlomku)

LADISLAV BERAN, MILAN TRCH

Z historie matematiky a z našeho článku o egyptských zá
pisech zlomků víme, že některé kladné zlomky je možné zapsat
součtem po dvou různých kmenových zlomků. Tento článek bez
prostředně navazuje na práci, která byla věnována egyptským zá
pisům zlomků a řešení neurčitých rovnic. Proto jsou používány
stejné pojmy a označení jako v článku [5].

Cílem tohoto článku je především důkaz tvrzení, že každý
kladný zlomek je vždy možné zapsat jako součet konečnéhopočtu

po dvou různých kmenových zlomků. Ukážeme však, že takové vy
jádření racionálních čísel není jednoznačné. Na několikapříkladech

budou vysvětlenyzpůsoby, kterými je možné některé z egyptských
zápisů racionálních čísel získat.

Egyptské zápisy zlomků a racionální čísla

Každé kladné racionální číslo r, které není celé, lze zapsat jed
noznačně ve tvaru c + ~, kde c je nějaké nezáporné celé číslo a
O < P < q jsou nesoudělná přirozená čísla. Proto se dále omezíme
pouze na takové zlomky ~, pro které platí O< ~ < 1. K rnenovým

zlomkem je každé racionální číslo, které lze zapsat ve tvaru ~" kde
CI

q > 1 je přirozené číslo . Egyptským z ápisem zlomku ~ , kde p, q

jsou nesoudělnápřirozenáčísla, je každý součet k po dvou různých

k ' h I k O 1 1 1 k ' I 'menovyc z om u - , - , ... ,- , pro tery p ati rovnost:
al U2 a k

pll 1
- == - + - + ... + - .
q al a2 ak
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Dva egyptské zápisy zlomku ~ pokládáme za různé tehdy, když
alespoň jeden z obou zápisů obsahuje kmenový zlomek, který se
ve druhém nevyskytuje. To zřejmě nastává vždy, když mají oba
zápisy různý počet sčítanců. Mají-li dva různé egyptské zápisy
nějakého zlomku ~ stejný počet sčítanců, pak lze nahlédnout , že
jeden z nich musí obsahovat alespoň dva kmenové zlomky, které
nejsou obsaženy ve druhém z obou zápisů.

Redukce zlomku nejbližšími kmenovými zlomky

Je-li dán zlomek O < ~ < 1, kde 1 < P < q jsou nějaká ne

soudělná přirozená čísla, potom platí 1 < s: Proto existuje jedno-
p

značně určené přirozené číslo n > 1 takové, že platí n - 1 < ~ <
< n. To znamená, že pro daný zlomek platí nerovnost *< ~ <
< n~l' Proto zřejmě platí také podmínka p. (n - 1) < q. Pro roz-

díl zlomků E. - .!. pak platí O< E. - .!. < _1_ - 1:. == 1 < 1.
q n - q n n-1 11 n '(71-1 )

Zapíšeme-li rozdíl E - 1:. ve tvaru pn-q, dostáváme redukovaný
q n nq

zlomek -I-, pro který platí O < -I- < 1. Vzhledem k předpokladunq - nq

1 < P < q však v tomto případě nemůže na levé straně nastat rov-
nost. Pro čitatele redukovaného zlomku .!:- platí vzhledem k pod

nq

mínce p. (n - 1) < q nerovnost:

r == (np - q) == [(n - l)p +pl - q < q + (p - q) = p.

Ta zaručuje, že čitatel redukovaného zlomku je vždy menší než
čitatel neredukovaného zlomku. Proces redukce je možné stejným
způsobem znovu opakovat pro redukovaný zlomek. Při každém
redukčním kroku klesají hodnoty čitatelů postupně redukovaných
zlomků. Protože před číslem p > 1 je pouze konečný počet men
ších přirozených čísel, je proces postupné redukce každého zlomku
konečný. Při posledním redukčním kroku je nutně redukovaný zlo
mek zlomkem kmenovým, a proto platí následující tvrzení:

Věta 1. K aždý zlomek O < ~ < 1, kde 1 < P < q, lze vyjádřit

součtem nanejvýše p po dvou různých kmenových zlomků.
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Tento poznatek nezaručujejen existenci egyptských zápisů pro
libovolně daný kladný zlomek. Nabízí zároveň způsob, kterým je
možné vytvořit jeden z mnoha egyptských zápisů, který má každé
kladné racionální číslo alespoň jeden.

Příklad 1. Vyjádřete zlomek ~~ součtem kmenových zlomků po
stupnou redukcí zlomku zdola nejbližšími kmenovými zlomky.

Jr-. v "P I k 10 1 tl 1 10 10 10 1 P t ..., .ceseru: ro z ome 13 pal 2" == 20 < 13 < 16 == . roto pn
prvním redukčním kroku dostáváme:

(1' ) 10 1 20 -13 7 P I k I I 1 7 1
13 - 2" == 26 == 26' ro tento z ome p ati "4 < 26 < 2".
Proto při druhém redukčním kroku dostáváme zlomek:

(1' 1' ) 7 1 14-13 1 TI . I d 1
26 - "4 = 52 = 52' lm Je proces postupne re II cce

zlomku dokončen. Zlomek ~~ lze tedy zapsat ve tvaru 4+
1 1

+ "4 + 52'

Dvojková soustava a vyjadřování zlomků

kmenovými zlomky

Každé přirozené číslo p lze zapsat ve dvojkové soustavě. To
znamená, že existují přirozené číslo m a číslice bo, bl, b2 , ... , bm E

E {O, I} takové, že platí:

Bude-li platit p < 2n , lze čitatele p libovolného zlomku O <
< 2~q < 1 vyjádřit součtem mocnin čísla 2. Proto je možné ta-

kový zlomek 2~q zapsat součtem nejvýše rl zlomků typu 2~~'q ' kde
k < n . Protože v každém ze zlomků je k < ti, dostáváme po zkrá
cení každého ze sčítanců číslem 2k vyjádření zlomku 2~q součtem

nejvýše n kmenových zlomků. Tím jsme dokázali následující větu:

Věta 2. K aždý zlomek O < #q < 1, kde p < 2n , lze vyjádřit

součtem po dvou různých kmenových zlomků.
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Každé kladné reálné číslo lze v poziční soustavě o základu 2
zapsat (obecně neukončeným)dyadickým rozvojem. Pro každé při-

rozené číslo ni a pro každý zlomek °< ~ < 1 existují číslice

bl, b2 , •.. ,bm E {O, I} takové, že platí:

Číslo ~~ + ~ + ... + ~~~~ se nazývá nejbližší dolní (dyadický)

odhad m-tého řádu zlomku l!.. Pokud by v tomto zápise nastala
q

rovnost, pak příslušný dolní odhad čísla ~ představuje zároveň

jeden z možných zápisů racionálního čísla r součtem po dvou růz

ných kmenových zlomků. Předpokládejme proto, že v zápise pro
dané přirozené číslo m rovnost nenastává.

Bude-li přirozené číslo m voleno tak, že platí 2m < q < 2m +1,

pak musí být zřejmě rozdíl čísel ~ a (~~ + ~ + ... + ~~~~) menší
v I

nez 2 m •

Vyjádříme-li (po převedení rozdílu zlomků na společnéhojme

novatele) tento rozdíl čísel ve tvaru 2T~l.q ' pak dostáváme ,rovnost

s 2mp - q . (bl· 2m - 1 + b2 . 2m - 2 + ... + bm)

2m q 2m q

Je-li zlomek 2T~l.q menší než 2~n ' musí být jeho čitatel s menší než

číslo q. Protože však platí q < 2Tr~+ 1 , je možné čitatele s uprave

ného zlomku vyjádřit ve dvojkové soustavě ve tvaru s == Co • 20 +
+ Cl .21 + ... + Ck . 2k , kde k < m + 1 a Ci E {O, I} pro každé
1 < i < k < ni Pak je zlomek (cO'20+Cl'21+"'+Ck'2k) součtem nei-

. 2Tnq ~

výše k zlomků ~~~2:, kde Ci E {O, I} a 1 < i < k. Po zkrácení

každého zlomku ~i}; mocninou 2i lze proto zlomek 2'~q vyjádřit

součtem kmenových zlomků 2T~~-L' kde Ci E 0,1 a 1 < i < k,

To znamená, že pro každý zlomek °< ~ < 1 existují přirozená
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čísla k, m taková, že platí:

p

q

-t- ... + Cl + co) .~.
2n1- 1 2.,,1 q

Také tento vztah nezaručujepouze existenci vyjádření zlomku
součtem po dvou různých kmenových zlomků (v zápisu stačí vy
nechat všechny sčítance, které mají nulového čitatele). Nazna
čený postup dává další návod, jak některý z existujících egypt
ských zápisů daného zlomku určit. Stačí totiž od zadaného zlomku
postupně odečítat zdola nejbližší kmenové zlomky typu -fr tak
dlouho, dokud nehude čitatel redukovaného zlomku dostatečně

malý.

Příklad 2. Zapište zlomek 1
53 součtem po dvou 'fůzných kmeno

vých zlomků.

Řešení:

(i) Pro daný zlomek platí následující nerovnosti ~ < f3 < ~.

Pro redukovaný zlomek platí 4.~3 == 1~3 - ~ == 4.~3· Pro

tože je 7 = 1 + 2 + 22
, platí také následující rovnost 4.~3 ==

1+2+4 1 1 1
== 4·13 == 52 + 26 + 13·
"., , v 5 1 (1 1 1) d ' I k 1.1.0 znamena, ze 13 == '4 -I- 13 + 26 + 52 a any z ome ze
zapsat součtem čtyř po dvou různých kmenových zlomků.

(ii) Protože pro již jednou redukovaný zlomek 5
72 platí nerov-

t l 7 1 d t' , k' d k .nos 8" < 52 < "4' os avame po opa ovane re u Cl rovnost
7 1 14 13 1 Ukazui v d ' 1 k .52 - 8" == 8.13 - 8.. 13 = 104· azuje se, ze any z ome Je

možné zapsat také součtem tří po dvou různých kmenových
I k o 5 (1 1) 1

Z om II ve tvaru 13 == '4 + 8" + -104·

Příklad 3. Vyjádřete zlomek ~~ součtem kmenových zlomků jak
postupnou redukcí zlomku pomocí zdola nejbližších kmenových
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zlomků, tak pomocí redukce ve dvojkové soustavě a porovnejte ná
ročnost obou metod.

Řešení:

(1)· P tož 1 47· 47 1 18 P t b d ..,ro oze < 29' Je 29 = + 29· ro o u eme postupne
18redukovat zlomek 29.

(1· ) P tož I ti 1 18 1 d " ,ro oze pal 2" < 29 < , ostavame po prvm re-

dukci zlomek ;~ - ~ = 558. Proto platí rovnost ~~ =
1 5

= 1 + 2" + 58 0

(ii) Protože platí 1; < 2
59 < 1\' dostáváme po druhé re-

d k o I k 5 1 30-29 1 Proto nl 'U Cl Z ome 29 - 12 = 12.29 = 348· ro opati rov-

t 47 1 1 11fT' ,.., I knos 29 = + 2' + 12 + 348· .ro znamena, ze z ome
lze zapsat alespoň jedním způsobem jako součet čtyř

po dvou různých kmenových zlomků.

(2) Podobně jako v předcházejícím případě platí 1 < ~~, a tedy

je ~~ = 1 + ;~. Proto budeme postupně redukovat zlomek
18 k ' o I k 129 menovyrm z om y typu 21č.

(i) Protože platí ~ < ;~ < 1, dostáváme po první redukci

I k 18 1 5
Z ome 29 - 2" = 58·

(ii) Protože 1
16 < 558 < i, dostáváme po druhé redukci

I k 5 1 80-58 22 II P t v • 8
z ome 58 - 16 = 16.29 = 464 = 8.29· ro oze Je <
< 11, lze zlomek 8~~9 znovu redukovat.

(1·1·1· ) P . v 1 II 1 d tá , tř ti d kci Irotoze 32 < 8.29 < 16' os avame po re I re u Cl Z o-

k II 1 44-29 15 V t t kvok .me 8.29 - 4.8 = 32.29 = 32 .29· om o o amzi u Je
15 < 32, a to znamená, že čitatel redukovaného zlomku
je menší než příslušná mocnina čísla 2 ve jmenovateli.
Proto lze proces postupné redukce ukončit.
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Protože 15 == 2° + 21 + 22 + 23 , je

15

32·29
1+2 +4 +8 1 1 1 1

32·29 == 116 + 232 + 464 + 928·

Zlomek je tedy možné vyjádřit také součtem sedmi po dvou
různých kmenových zlomků:

47 == 1 (~ ~ ~) (_1_ _1_ _1_ _1_)
29 + 2 + 16 + 32 + 116 + 232 + 464 + 928 .

(3) Pozorný čtenář si možná všiml, že ve druhém případě by
bylo možné poněkud zdlouhavý výpočet urychlit, protože
platí 11 == 2° + 21 + 23 . Pomocí dvojkové soustavy lze tedy

. id.... it ...... I k II Pl t' I· 1+2+8 1 1 1vYJa rl JIZ z ome 8.29· a 1- 1 8.29 == 29 + 116 .+ 232'
potom je možné daný zlomek vyjádřit také součtem šesti
k ' h I k o t 47 1 1 1 1 1menovyc z om u ve varu: 29 == "2 + 16 + 29 ~ 116 + 232·

Shrnutí

Proces postupné redukce zlomku t: se při každém redukčnímq

kroku opírá o nalezení horního a dolního odhadu redukovaného
zlomku vhodnými kmenovými zlomky a následný výpočet roz
dílu příslušné dvojice zlomků. Je zřejmé, že s rostoucími hodno
tami přirozenýchčísel p, q může rychle narůstat počet redukčních

kroků. Současně s tím však bude také narůstat složitost numeric
kých výpočtů. Přesto, že obě redukční metody lze použít pro libo-
volný kladný zlomek ~ , jsou výpočty proveditelné jen pro zlomky
s menšími hodnotami čísel p, q.
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