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CO NEUCIME, A MELI BYCHOM

(a co u¢ime, a¢ bychom moZna nemuseli)

t IVAN SAXL!, MILENA KVASZOVA

Tento prispévek byl pfednesen na IX. seminafi z historie mate-
matiky pro vyucujici na stfednich S§kolach, ktery se konal
17.-20. srpna 2009 v Jevicku.

1. Uvod

Klasicismus XVIII. a XIX. stoleti prisel s myslenkou neomeze-
ného védeckého poznani a kauzality spojujici nasledek s pri¢inou,
kterou tfeba jesté nezname, ale je pouze otazkou ¢asu, kdy ji ob-
jevime. Svét se tak stal pfehlednym a v zavislosti na védeckém
poznani stale jist&jsim. Klasicismus vedl také k rozvoji Skolstvi,
jehoz cilem bylo vychovat praceschopné poslusné obéany vyuziva-
jici postupné se rozsifujici stitem poskytované jistoty. Na téchto
idejich vyvoj spole¢nosti a $kolstvi nerusené pokracoval i ve stoleti
XX., navic podporovan riznymi obc¢as protichidnymi politickymi
ideologiemi. Technicky rozvoj vSak zacal umoziiovat experimenty,
které jednoduché a piimocaré védecké mysleni zacaly naruSovat
a navic zacal vytvafet stale slozitéjsi a globalnéjsi spolecenské
a ekonomické vztahy a vazby. Jejich disledkem byly ony jednodu-
ché kauzalni jistoty stale ¢astéji oslabovany, dochéazelo k nepred-
vidanym a nezamyslenym vojenskym stfetim i k nekontrolova-
telnym ekonomickym a finanénim krizim. Soucasné psychologické
vyzkumy vedou k zavéru, Ze témér vSichni v neocekavané situaci
zaneme vymyslet jeji jednoduchou prifinu, pri¢emz vychéazime
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z vlastnich predstav, které jsou pro danou, obvykle komplikova-
nou souhru okolnosti nepouzitelné.

V soucasné diskusi o Skolstvi a jeho reformach se daleko cas-
téji mluvi o tom, jak by se mélo uéit a ne o tom, co by se mélo
udit. Pritom v soucasném Skolstvi — a nejen u nas — je prevazna
¢ast vyuky o tom, co si prali lidé v dobach minulych, dale tomu,
co si zatiZeni minulosti pfejeme my a zcela zanedbatelnd pozor-
nost je vénovana tomu, co skutecné je pripadné co skutecné bylo.
Uvédomme si, ze historii odedavna pisi vitézové, a to, co v dé-
jepise u€ime, je jejich obrazem a nikoliv obrazem dob minulych.
I historie védnich obort je takto zkreslena.

V biologii napi. u¢ime o systematickém, spojitém, darwinovsky
zjednoduseném vyvoji, jehoz zasluhy v boji s kreacionismem jsou
sice nesporné, ale jehoz disledné aplikace jsou vice nez sporné
a déle nez jedno stoleti zpochybnovany.

Ve fyzice na riznych stupnich skol zaciname s feckym atomis-
mem, postupné jej rozvijime a komplikujeme, takze v pribéhu
§kolni vychovy se uéi stale néco nového a i v nejvyssich védeckych
kruzich se teorie méni téméf ze dne na den; jako ptiklad uvedme
piezoneutronovy jev, pii némz makroskopicky lom materiali je
provazen emisi neutronu.

Jednim z nejméné proménlivych predmétt je diky pomalému
pohybu kontinentti zemépis, ale béda, kdyz za¢neme mluvit o po-
Casi, které na nich panuje. Kone¢né jazykovy vyvoj vlivem technic-
kych vymozenosti probiha tak rychle, ze jej osnovy ani pfi nejlepsi
vuli nestadi sledovat.

Nejhiife je na tom ovSem matematika, kterda s vyjimkou ele-
mentarnich po¢tli pojednava o neexistujicim svété nejrozmanitéj-
Sich axiomi, vyluénych a skute¢nost zjednodusujicich ¢i extrapo-
lujicich vytvoria lidského mysleni navic silné zavislych na jazykové
logice. Existuje v8ak jeden jeji obor, ktery se snazi o zachyceni
toho, co skuteéné je, s ¢im se v Zivoté neustale vSichni setkdvame
a ¢emu jsme podrobeni, totiZ statistika. Tu vSak do matematiky
prili§ nezahrnujeme a ze $kol vyhanime nebo nepfipustné zjed-
nodusujeme, podstrkujice ji oblibenou a vytouzenou jednoduchou
kauzalitu.
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S pfivienim oka do matematiky poéitame teorii pravdépodob-
nosti, ale uéime ji jen jako pomuicku pro chytfejsi hrade a sdz-
kafe bez zdlraznéni spolehlivosti pouze jejich limitnich vlastnosti
za nutné podminky neomezené opakovatelnosti ndhodnych jevi.
Obou téchto oborti si necenime, neu¢ime je radi a jejich vyznam ve
srovnani s rovinou geometrii a algebrou ¢i analyzou povaZujeme
za zanedbatelny.

2. Statisticka gramotnost

Klasicka statistika ¢iselné popisuje to, co skuteéné je. V ramci
pravdépodobnostnich tvah se zabyvame opakujicimi se ndhod-
nymi jevy a pro statistiku je pravdépodobnost uZite¢na pfedevsim
pii praci s velmi pocetnymi soubory jevii. Oba obory jsou zde
odeddvna. Obecné znamymi pFiklady statni statistiky jsou s¢itani
lidu v fimské Fisi za cisafe Oktavidna Augusta (zmirované v Bibli
v souvislosti s Kristovym narozenim) a s¢itani lidu a majetku nafi-
zené Vilémem Dobyvatelem po dobyti Anglie roku 1086. Je znadmé
pod jménem Doomsday (téZ Domesday, tj. soudny den) a jeho vy-
sledky se zachovaly a jsou postupné zpfistupnovany a rozebirany
na internetu (www.domesdaybook.co.uk/).

Cilem obou historickych i vSech dalsich s¢itani byl predevsim
vypocet danového zatiZzeni obéanti. Pravdépodobnostni ivahy jsou
spojeny se samotnou existenci Zivota. I rozhodovani primitivnich
zivoCichli muselo byt zaloZeno na pfizptisobeni rizikiim, ovliviiu-
jicim ziskavéani potravy a na odhadu chovani predéatori. Z téchto
kofent se postupné vyvinula tzv. subjektivni (v zasadé nediselna)
pravdépodobnost, podle niz fidime své denni i dlouhodobé cho-
vani a kterd je zaloZena na nasi zkuSenosti: co bylo véera, bude
¢ dnes. Je vSak dilezité pfipustit i moZnost nahlé zmény, jevu ni-
koliv bézného, ale mozného. Stoji za to si uvédomit, Ze my vsichni,
ktefi t. ¢. Zzijeme, jsme potomky dlouhé posloupnosti Zivych or-
ganismi, které alespont do poceti naSich predkl tuto disciplinu
Uspésné ovladali (nebot prezili).

Druhym odvétvim pravdépodobnosti je jeji uplatnéni ve spo-
leCenstvich Zivych tvori, které zajituje minimdalni konfliktnost
jednotlivel konkrétniho spolecenstvi. V lidské spole¢nosti to bylo
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zpolatku predevsim v soudnictvi a zdkonodarstvi, posléze v ob-
chodu, pojistovnictvi, ekonomii atd.

Tteti oblasti je matematickd teorie pravdépodobnosti, zabyva-
jici se podobné jako ostatni obory matematiky, jednoduchymi opa-
kovatelnymi teoretickymi modely. Ty se sice ve skute¢nosti nevy-
skytuji a jejich pouziti pro redlné déje mize byt na jedné strané
pri spravném pouziti uzitecné diky modelovym zjednodusenim,
ale nékdy také velmi nebezpecné, jak predvadi soucasné svétova
krize vyvoland aplikaci matematickych modeld na realitu.

Subjektivni rozhodovani je do znaéné miry zaloZzeno na zkuse-
nostech, které si jednak kazdy v podstaté od narozeni (!!) shro-
maZduje a subjektivné vyhodnocuje sdm, jednak na statistickych
datech uvadénych v mediich poéinaje udaji o zlo¢innosti, neza-
meéstnanosti, nemocnosti, nehodovosti, pres lakani k nakupitim,
sporeni, uzavirani pijcek i pojisténi a politickymi preferencemi
konce. Pritom mnohé z téchto idaji nejsou zdaleka nestranné, ale
jsou motivovany nejriznéisimi snahami téch, ktefi vedeni vlast-
nimi zajmy si je objednali a plati za jejich rozSifovani. Z této
skute¢nosti se zrodil termin statistickd gramotnost, pod nimz se
v prvni fadé rozumi pochopeni povahy dat jako obrazu déji s ne-
jistym vysledkem, které se s riizné silnou vzajemnou vazbou rea-
lizuji v diskrétnim nebo spojitém Case, coz nas vede k potlaceni
naseho uzkostného lpéni na kauzalité pric¢ina — nasledek, nespolé-
hani na Stésti a k nedtivére v rady a doporuceni téch, kterym nase
jednani néco prinese. Nas svét je kauzalni, ale ne zcela a ne vzdy;
podle znamého vyroku Benjamina Franklina jist€ jsou pouze dané
a smrt. A zcela nemoznych déji je také malo. Dale ke statistické
gramotnosti patii znalost a porozuméni metodam sbéru dat, jejich
uprav, vyvozovani i testovani zavéri a v neposledni radé posouzeni
jejich interpretace. Ackoliv se zda, Zze vyuka a vycvik statistické
gramotnosti by mél byt jednim z prvoradych kol skoly na vSech
stupnich, opak je pravdou a stoji za to si polozit otazku, komu
véemu se to hodi.

Pripomenme jesté rozdil mezi klasickou (n€kdy se pouziva ter-
min stdtni) a matematickou statistikou. V prvnim pfipadé analy-
zujeme vlastnosti kazdého prvku zvoleného souboru (tzv. popu-
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lace) a vysledek analyzy (napf. stfedni hodnota nebo zastoupeni
néjaké vlastnosti) je zcela pfesny. V rdmci matematické statis-
tiky si ze souboru vhodnym zpisobem vybereme jen jeho ¢ést
(tzv. vybérovad populace nebo jenom vybér), tu prozkoumame
a prali bychom si, aby jeji charakteristiky byly dobrymi odhady
charakteristik populace celé. Zda tomu tak skute¢né je zavisi po-
chopitelné v prvni fadé na provedeni vybéru.

3. Nahodné jevy

Které to nejsou? Pocasi, pamét, zdravotni stav, pfitomnost
¢i nepritomnost ¢leni rodiny, uciteld, déti ve skole, doprava, po-
litické déni apod. Co jsme c&ekali, se nestalo, zato se stalo néco
nepredvidaného. Déti se s takovymi situacemi setkdvaji od nejuat-
lejsiho véku prostiednictvim nemoci, zaméstnanosti i nalad vSech
svych vychovateli. Cim vétsi je mésto ¢i stat, tim vétsi je dosah
kazdé udalosti. Predstavme si prazské metro s ro¢ni pfepravni
kapacitou pfes 530 miliéni cestujicich a hodinovou vyluku jedné
linky. Pfi ¢trnacti hodinach s plnym provozem kazda linka pie-
pravi v priméru 33 tisic cestujicich za hodinu. Pfedpokladejme,
ze nedodrzeni jejich ¢asového planu (neoteviou véas obchod, ne-
dodrzi aredni hodiny, nepfijdou v¢as na sjednanou schiizku, nevy-
zvednou dité z jesli atd.) v disledku hodinového vypadku ovlivni
dvé dalsi osoby. Vbéhnuti psa do tunelu metra a nasledné hodinové
preruseni jeho provozu tedy pro zhruba 100000 Prazanti predsta-
vuje nepredvidany nadhodny jev, ktery musi feSit témér desetina
obyvatel mésta.

Na druhé strané existuji celé kategorie jevi sice ndhodnych
a navzajem riznych, ale v jistém rozmezi podobnych. Jsou to
napf. v8echny rostlinné i zivo¢isné tfidy, rady, ¢eledi a rody konce
druhem homo sapiens stejné jako vSechny série vyrobkl s podob-
nym ucelem (auta, ptibory, knihy). Zadni dva lidé, z4dné dvé pam-
pelisky, zadné dva vyrobky nejsou stejné. Jejich existence je di-
sledkem sloZité souhry ndhodnych i pevné danych okolnosti. Lze
je povaZovat za ndhodné jevy a klasifikovat jejich rozdily i shody.
Tyto soubory jsou vSude kolem nés; patfi k nim rodiny, skoly
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i 8kolni t¥idy, spolupracovnici i spoluob¢ané v nasich méstech i ves-
nicich a obéané statli sousednich. Jejich hodnoceni jsme nuceni
provadét a na zakladé jeho vysledku volit zpisob svého chovani.

4. Kdy, jak a co ucit

S vychovou k chapani rozmanitosti i podobnosti vSeho a vsech
kolem nas je tfeba zaéit v rodiné i ve skole od nejutlejsiho détstvi.
Déti se prestanou divit tomu, Ze jejich kamaradi, jejichz rodice
se liSi od rodiéu vlastnich, maji riizné povahy a zajmy, ze jejich
spoluzaci jsou rizné nadani a Ze lisit se od sebe budou jednou
i jejich déti. Také obratime jejich pozornost k nim samotnym, aby
kdyZz uz jsou kazdy jiny, objevili, jaci tedy jsou. Navic je nauc¢ime
nespoléhat stoprocentné na kauzalitu a odolavat depresi z neza-
slouzeného netispéchu.

V nékterych zemich ,statistické hodnoceni* provadéji jiz v ma-
tefské Skolce. Délaji se ¢arky za chlapce a kolecka za dévcata,
a zjistuje se, ktery znak prevazuje. Dal$i témata jsou pocet souro-
zencl, pocet spole¢né bydlicich ¢lenti rodiny, porovnava se obuti
(na $nirku a na zapinani) atd., kdo umi poditat spocte, ostatni
jen porovnavaji prvky. Toho, aby se ulohy tykaly zakl, aby byly
o nich, se drzme co nejdéle. Protoze takové ulohy je budou jednak
bavit a jednak pochopi, Ze problematika neni skolni specialitou,
kterd s Zivotem nema nic spole¢ného. Nedopustme se té chyby, Ze
podcenime znalosti, které uz maji. Nevnucujme jim terminologii;
snazme se pouzit, pfipadné sjednotit jejich vlastni. Upozornéme
déti na to, Ze s nejistotou jsou zvyklé denné zachazet. Pro nenume-
rické pravdépodobnosti maji stupnici vyjadrovanou slovy urcite,
asi ano, snad, asi ne, téZko, jesté nevim, nejspis ne, urcité ne
atd., kdyz mluvi o tom, zda nékam pfijdou, zda je rodice pusti
ven, zda se budou divat na televizi nebo radéji ucit, protoze bude
skoro jisté pisemka apod.

Ukazme, Ze existuji vlastnosti prvkil, které nevyjadiujeme ci-
selné: pohlavi, barvy oc¢i a vlasti, oblibena jidla a zdjmy; u nich
uréujeme pocetni zastoupeni. Srovnejme zastoupeni jednotlivych
charakteristik u chlapc a dévéat v celé tfidé, v jinych tridach,
jeho zmény s vékem, na celé $kole. Pfedvedme zjednodusSeni na
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dvé skupiny (barvy svétlé a tmavé, jejich zastoupeni u rodiéi,
vysvétleme vyrazny rozdil dédi¢énou dominanci tmavé barvy a od
statistiky se dostaneme ke genetice). Porovnanim zajmt u dévéat
a chlapcti zvlast dostaneme détmi jisté vitanou genderovou studii
odlisnosti. Takze dostavame prvni dvé pravidla:

i) Cim dfive zadneme uéit, tim 1épe, a viibec to nemusi byt sou-
visly blok latky, kazda vyucovaci hodina je ndhodny proces
prilezitost k pfipomenuti problematiky.

ii) Predmétem uceni pravdépodobnosti a statistiky museji byt
predevsim zaci sami.

Teprve po podobnych tulohach za¢néme s hody minci a kostkou
jako modely realnych déleni jevii do skupin. Zavedme ¢iselné ozna-
¢eni téchto vlastnosti (uvedme, Ze u kostky lze Cisla nahradit
vhodnym obrazkem — kostky pro malé déti; ¢isla pouze oznadcuji,
ktera strana kostky padla nebo padne). V Zidném pfipadé neza-
¢inejme vyuku hrami, statistika a pravdépodobnost jsou v prvni
fadé o dennim zivoté a hry jsou pouze hluboce zjednodusené mo-
dely. Tvrzeni, Ze obé discipliny vznikly v souvislosti s hrami, je na-
prosto nespravné; nenumericka pravdépodobnost se vyskytovala
v ob¢anském a majetkovém pravu, soudnictvi, obchodu, a také ve
filozofii a nabozenstvi odedavna. Mince i kostky jsou ovSem vyni-
kajicim prostfedkem k pfedvedeni toho, co ona numerickd pravdé-
podobnost stejné moznych jevii znamend v praxi. Protoze mame
dojem, ze panna i orel by mély padat stejné ¢asto, zvolme si néjaky
pocet hodt — 10, 20 ¢i 50, nechme vSechny déti hazet a podivejme
se na vysledky jednotlivych déti. Vyneseme-li je do grafu, mi-
zeme pokracovat uenim o zvonové kiivce normalniho rozdéleni.
Naprosto zasadni efekt tohoto postupu spociva v tom, ze kfivku
vytvorili Zaci vlastnim dsilim? a Ze uvidi, jak obtizné je dostat
teoretické pravdépodobnosti -;— a é opakovanym pokusem. Takze
treti pravidlo

2Pfipomeiime, Ze kiivku neodvodil C. F. Gauss, ale Abraham De Moivre
(1667-1754) roku 1733 jako limitu pro ndhodny déj typu opakované hody
vétsim poétem minci (podrobné napf. [5]).
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iii) Mince a kostky jsou vyjimeéné jednoduché modely nahod-
nych jevi; déti to museji poznat samy?; prakticka cviéeni
v hodech kostkami a mincemi jsou bezpodminecénou soucasti
hodin pravdépodobnosti na libovolném stupni.

KdyZz ve vys$sich tfiddch zavedeme standardni charakteristiky:
stfedni hodnota, modus, median (jiné nejsou zahrnuty v osnovach
pro ZS), pfedvedeme Zaktim, Ze jsou nedostateéné u souborti tvo-
fenych prvky vyrazné rozdilnymi a u soubort vytvofenych prvky
nékolika typt (tfeba primérny vék ¢lenti rodiny). Aspori pfidame
rozsah (minimalni a maximalni hodnota u &iselnych), i kdyz za-
viseji na poétu prvkid a zdliraznime nutnost uvadéni jejich po-
¢tu, zvlasté pii pfevodech zastoupeni (frekvenci) na procenta. Na
gymnaziich se zaméfime na rozptyl, smérodatnou odchylku a ko-
eficient variace a jejich vyznam jako charakteristik rozsahu zkou-
mané vlastnosti v zavislosti na pocetnosti zkoumané populace.
Vyhybame se terminu chyba, jedné se o charakteristiky datového
souboru a nikoliv o chyby.

Dokonceni pristé

3Ptikladem vhodné ulohy je hazet kostkou tak dlouho, az poprvé padne

zvolené ¢islo. V priméru by k tomu mélo dojit po méné nez Sesti hodech
5k—l
(P(k) = o k — pofadi hodu, v némz zvolené ¢islo poprvé padne). Jisté se

pfi experimentu dostanete k éislim mezi 20 az 30 (P(25) = 0,002 = 1 : 500)
a ani Cisla daleko vyssi nejsou vylou¢ena (jeden z mych zaku se dostal k 78!
- P(78) 2 0,00000013 = 1 : 7500 000). Praktickd cvi¢eni tohoto typu maji
velkou Sanci ubrat herndm zakazniky.



