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VYUZIVANIE DOKAZOV PRE HLBSIE
POROZUMENIE POZNATKOV
VO VYUCBE MATEMATIKY

STANISLAV LUKAC

Uvod

Zdovodnovanie a dokazovanie patri medzi zakladné piliere ma-
tematiky ako vednej discipliny. V Ozford American Dictionary
(1980) sa vyznam slova dokaz vysvetluje ako ,preukdzanie prav-
divosti nieCoho“. Hlavnym zamerom matematika je v dokaze ukéa-
zat, ze prisluSnd matematicka veta je pravdiva. Tvorba hypotéz
a ich zdévodnovanie patri medzi délezité myslienkové aktivity aj
vo vyuCovani matematiky. Podla Kufinu a Ptlpana [5] dokazova-
nie patri medzi piat zdkladnych umeni, ktoré je potrebné rozvi-
jat vo vyucovani matematiky. Aj z hladiska konstruktivistickych
pristupov k vyucovaniu matematiky stanovili Hejny a Kufina [2]
ako jednu z podstatnych zloZiek matematickej aktivity: ,hladanie
suvislosti, riesenie 1iloh a problémov, tvorbu pojmov, zovSeobeciio-
vanie tvrdeni, ich preverovanie a zdovodnovanie“. Vo vyucovani
matematiky sa v suvislosti s dokazmi vynéaraju do popredia aj
dalSie aspekty charakteristické pre matematické vzdelavanie. Ako
zdorazinuje Knuth [3], vo vyu€ovani matematiky je délezité uvad-
zat dévody, pomocou ktorych sa vysvetluje, preco je veta pravdiva.
Doraz by teda nemal byt kladeny na technické detaily dékazov,
ale na vybere vhodnych argumentov a spdsobov vysvetlenia prav-
divosti tvrdeni, ktoré by mohli byt vhodne doplnené aj grafickymi
reprezentaciami skimanych objektov a vztahov. Vhodne zaradené
dokazy do vyuéby matematiky poméhaju Ziakom pribliZit pod-
statu matematiky.

Pre vyprovokovanie aktivity Ziakov smerujicej k overovaniu
pravdivosti a dokazovaniu by sa nemali ziakom ¢asto predkladat
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hotové matematické tvrdenia. Ziaci dopredu nadobudaji presved-
Cenie, ze predlozené tvrdenie musi byt pravdivé, ¢o méze vyvolat
stratu zaujmu o hlbsie skiimanie problému. Ziaci by mali najprv
preskiimat problém, hladat zakonitosti a vyslovovat domnienky.
Proces dokazovania matematickej vety vyzaduje prechod cez vi-
aceré urovne pochopenia reprezentované rozlicnymi matematic-
kymi aktivitami: hladanie odpovedi na otazky vyslovené pri ski-
mani problému, formulovanie hypotézy, hladanie vhodnych argu-
mentov pre jej zdovodnovanie, dokazovanie, kritické zhodnotenie
dokazu, akceptovanie pravdivosti vety. Uvedené ucebné aktivity
umoznuju hlbsie porozumenie matematickych poznatkov a roz-
voj logického a kritického myslenia. Ako uvadzaju Kutina a Pul-
pan [5]: , K porozumeniu moze dojst len vtedy, ak sa za¢ne Student
o uéivo zaujimat, ak zaujme aktivny postoj k ucéeniu, ak si kla-
die asponi vniitorne vhodné otézky a hlad4 na ne odpovede.“ Na
ilustraciu niektorych aspektov spojenych s vyuzivanim dékazov vo
vyucovani matematiky vyuzijeme vetu o vlastnosti osi vnitorného
uhla v trojuholniku. Ziakom by mohol byt predloZeny nasledovny
problém: V trojuholniku ABC' pretina os vnitorného whla pri vr-
chole C protilahli stranu trojuholnika v bode P. Ndjdite a dokdzte
vztah medzi dizkami useciek AP, PB a dizkami strdn obsahujicich
vrchol C.

Skimanie a dokaz Specialneho pripadu

V Gvodnej etape rieSenia problému je uzito¢né zostrojovat kon-
krétne objekty a zamerat sa na $pecidlne pripady, ktoré mozu ula-
h¢it pochopenie problematiky. Takyto pokus o hladanie rieSenia
nazyva Kopka [4] konkretizacia. Aj ked tato stratégia nemusi viest
priamo k rieSeniu problému, vhodne zvolené konkrétne pripady
mozu pomdct objavit dodlezité suvislosti.

V nasom probléme navrhujeme tivodné skiimanie zamerat na
Specialny pripad: Ak v trojuholniku ABC prechddza os vnitor-
ného uhla pri vrchole C stredom strany AB, c¢o plati pre tento
trojuholnik? Ziaci by mali dobre poznat skutoénost, Ze v rovnora-
mennom trojuholniku je os zakladne zaroven aj osou vniutorného
uhla oproti zakladni. Preto po nacrtnuti trojuholnika ABC' a osi
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vinitorného uhla pri vrchole C moZno ofakavat rychle najdenie
odpovede na polozenu otazku. Zaujimavé je vSak zdévodnenie, Ze
len rovnoramenné trojuholniky maju vlastnost vySetrovanu v $pe-
cidlnom pripade. Na obrazku 1 je naértnuty trojuholnik ABC,
v ktorom os vnutorného uhla pri vrchole C prechadza stredom
strany AB.

A S B
Obr. 1

Na zdovodnenie hypotézy, Ze trojuholnik ABC je potom rov-
noramenny, mozno vyuZzit zhodnost trojuholnikov. V trojuholni-
koch ASC a BSC plati: |AS| = |SB|a |XACS| = |4 BCS|. Kedze
strana SC je spolo¢na pre obidva trojuholniky, vyuzitim vety Ssu
mozno vyvodit, ze trojuholniky ASC a BSC st zhodné a preto
|AC| = |BC].

Pri kritickom vyhodnocovani korektnosti rieSenia $pecialneho
pripadu vyuzijeme postup, ktory opisuji Daepp a Gorkin [1]. Pri
rieSeni problémov a zddvodriovani vysledkov je potrebné zodpove-
dat a pochopit odpovede na tri zdkladné otazky:

e ako urobit nieco,

e preco to funguje,

e kedy to funguje.
Pochybnosti do zdévodnenia rieSenia Specidlneho pripadu méze
priniest hladanie odpovede na tretiu otdzku. Po opdtovnom presk-
umani obrazka 1 mozZno vidiet, Ze ak by bol bod C' umiestneny do

takej pozicie na osi uhla o, Ze by bola splnenad nerovnost |SC| >
> |AS|, ziskali by sme ostrouhly trojuholnik ABC. Ak teraz skon-
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trolujeme zdovodnenie rieSenia Specidlneho pripadu, tak zistime,
ze vetu Ssu nemozno vyuzit, lebo uhly s rovnakou velkostou leZia
oproti krat§im stranam v trojuholnikoch ASC a BSC'. V ucebnici-
ach matematiky sa uvadzaju $tyri vety o zhodnosti trojuholnikov,
ale veta ssu medzi nimi nie je. Z obrazka 2 je zrejmé, Ze ak sa tro-
jubolniky zhoduji v dvoch stranach a uhle oproti dlhsej z nich,
mozno ich jednoznadne zostrojit a vSetky si navziajom zhodné.
Ak lezi rovnaky uhol oproti kratsej strane, trojuholnik sa nemusi
dat zostrojit, alebo mdZzu existovat dva rézne trojuholniky, ktoré
evidentne nie st zhodné.

Obr. 2

Uvedené argumenty eSte nemusia znamenat, Ze rieSenie Spe-
cidlneho pripadu nie je spravne. V nasom pripade je to vyzva
pre hladanie argumentov na zdoévodnenie spravnosti rieSenia pre
vSetky pripady vysetrovanych trojuholnikov ABC. Pri dékaze vy-
uzijeme vlastnosti uhlov vytvorenych dvojicou rovnobeznych pri-
amok pretatych réznobeznou priamkou a vlastnosti zdkladnych
geometrickych utvarov. KedZe bod S je stred strany AB, mozno
po zostrojeni obrazu bodu C v stredovej simernosti uréenej stre-
dom S ziskat bod C a doplnit tak trojuholnik ABC na rovnobez-
nik ACBC. Vzhladom na skutoénost, Ze pre velkosti uhlov plati:
|XSCB| = |[4SCA| a |[FACS| = |4 SCB| st trojuholniky CCA
a CCB rovnoramenné. Na zaklade tohto faktu a vlastnosti pro-
tilahlych strdn rovnobeZnika plati, Ze rovnobeznik ACBC je ko-
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sostvorec (pozri obrazok 3). Trojuholnik ABC' je teda rovnora-
menny a os vniatorného uhla ACB je aj osou strany AB.

AC
_P\
\\L

S B

B

Obr. 3

RieSenie problému

Vratme sa k rieSeniu ivodného problému. Zistili sme, Ze len
v rovnoramennych trojuholnikoch ABC so zakladiiou AB pre-
chadza os o vniatorného uhla pri vrchole C stredom strany AB.
Kde sa bude nachédzat priese¢nik osi o so stranou AB (pomeno-
vany P), ak trojuholnik ABC nebude rovnoramenny? Pri hladani
odpovede na poloZent otazku by mohlo Ziakom poméct zostro-
jenie niekolkych konkrétnych trojuholnikov. Pre urychlenie tejto
vyskumnej aktivity by sa dali vhodne vyuzit aj dynamické geo-
metrické systémy (napr. program Cabri Geometry). Pomocou nich
mozno rychlo preskimat mnoho konkrétnych pripadov a pre Zia-
kov moze byt jednoduchsie a dostupnejsie vyslovovanie domnienok
typu: ¢im je jedna strana trojuholnika kratsia v porovnani s dru-
hou stranou, tym je bod P bliZsie k vrcholu patriacemu krat3ej
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strane.

K presnejsej lokalizacii polohy bodu P moZno Ziakov naviest
pomocou nasledovnej konstrukcie, v ktorej buda Ziaci nasmero-
vani na skimanie pomerov diZzok tUseéiek. Zostrojte trojuholnik
ABC s dlzkou strany AB = 5 cm a s celociselnymi dlZkami strdn
AC, BC tak, aby platilo |AC| + |BC| = 10 ¢cm a rozdelte stranu
AB na desat rovnakijch casti. Zostrojte priesecnik osi vnitorného
uhla pri vrchole C so stranou AB a charakterizujte jeho polohu na
strane AB. Pre dlzky stran AC, BC mozno volit dvojice: (1,9),
(2,8), (3,7), (4,6), .... Pre niektoré dvojice celych &isel nebude
existovat prislusny trojuholnik ABC (z uvedenych su to dvojice
(1,9) a (2,8)). Pri zostrojovani trojuholnikov s opisanymi vlast-
nostami by vhodne vytvorena dynamicka konstrukcia v programe
Cabri Geometry mohla pomoct Ziakom jednoduchs$ie preskiimat

viacero konkrétnych pripadov. Na obrazku 4 je zostrojeny pripad,
ked |AC| =3cm a |BC| = 7cm.

Po vyskusani niekolkych konkrétnych pripadov by Ziaci mali
vediet charakterizovat vztah medzi pomermi dizok tsetiek AC,
BC a AP, PB. Tento vztah mozno sformulovat do nasledovne;j
matematickej vety:
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Veta 1. V trojuholniku ABC rozdeluje os vnutorného uhla pro-
tilahli stranu na dve &asti, pomer dlzok ktorych sa rovna pomeru
dlZok prilahljch stran trojuholnika ABC.

Dodkaz vety

Pre rovnoramenné trojuholniky uz bolo dokézané, ze bod P =
= S a preto veta 1 pre rovnoramenné trojuholniky evidentne
plati. Prechod od rovnoramennych trojuholnikov k vSeobecnym
moZe byt pre Ziakov pomerne naroény. Ak Ziaci nemaju dost sk-
usenosti so zddévodiiovanim tvrdeni, tazko mozno od nich ocaka-
vat rigorézny matematicky dokaz. Jedna z ciest, ako ulah¢it Zia-
kom dokaz vSeobecnej matematickej vety, je vysvetlenie klucovej
myslienky dékazu. V literatiire mozno najst viacero rozdielnych
dokazov vety 1 zaloZenych na réznych matematickych vztahoch.
Spomenuli by sme podobnost trojuholnikov, obsah trojuholnikov
a sinusovi vetu. Vzhladom na vedomostni bazu vyuZivani v jed-
notlivych dékazoch je podla nasho nézoru pre Ziakov najvhod-
nejsi dokaz zaloZeny na porovnavani obsahov trojuholnikov. Pre
vysvetlenie klicovej myslienky dokazu znova vyuZijeme Specialny
pripad z Uvodnej cCasti. Zaklad pontkanej pomoci je nakres rov-
noramenného trojuholnika ABC na obrazku 5 s dal$imi vykresle-
nymi utvarmi a pokyn aby Ziaci vyjadrili r6znymi sp6sobmi ob-
sahy trojuholnikov ASC a BSC' a porovnali ich velkost.

Trojuholniky ASC a BSC st zhodné, preto maji rovnaky ob-
sah. Na jeho vyjadrenie mozno vyuzit dlzky stran AS, SB a SC
ale aj AC, LS a BC, SK. Ziaci by si mali uvedomit roézne spo-
soby argumentécie pri zddévodiiovani skutoénosti, Ze |LS| = |SK|
(napr. rovnaké obsahy trojuholnikov ASC a BSC, zhodnost troju-
holnikov SLC a SKC na zéklade vety usu). Vzhladom na vztahy
vystupujiuce vo vete 1 je dblezity argument, Ze bod S leZi na
osi uhla a preto méa od ramien uhla rovnaki vzdialenost. Roz-
dielne spdsoby vyjadrenia obsahu trojuholnikov, na ktoré je tro-
juholnik ABC rozdeleny osou o vnutorného uhla pri vrchole C
a vyhodnotenie vplyvu zmeny tvaru trojuholnika ABC na vztahy
medzi vySetrovanymi objektmi tvori zdkladnu liniu dokazu. Na
obrazku 6 je zobrazeny vSeobecny trojuholnik ABC s osou o vn-
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utorného uhla pri vrchole C s vyznadenymi vzdialenostami bodu P
od ramien uhla, na ktorych lezia strany AC a BC.

KedZze vysky trojuholnikov APC a PBC spustené z vrcholu C
na stranu AB su totozné, potom pre pomer obsahov tychto tro-
juholnikov plati:

Saapc _ |AP| @)
Sapec  |PB|

Obsahy tychto trojuholnikov mozno vyjadrit aj pomocou di-
zok stran AC, BC a vysok zostrojenych z bodu P na priamky
obsahujice uvedené strany trojuholnika ABC. KedZe bod P lezi
na osi o vnitorného uhla pri vrchole C, tak vysky LP a PK maju
rovnakd dizku. Pre pomer obsahov trojuholnikov APC a PBC
plati aj vztah:

Saapc _ |AC| 3)
Sapec  |BC|

|AP|  |AC]|
|PB| — |BC|

Porovnanim vztahov (2) a (3) dostdvame rovnost:
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Téato rovnost vyjadruje tvrdenie vety 1, ktori sme tymto sposo-
bom dokazali.

Zaver

V ¢lanku sme sa snazili prezentovat namet, ktory by mohol
podnecovat Ziakov k objavovaniu novych vztahov medzi geomet-
rickymi itvarmi a prispievat k rozvijaniu schopnosti Ziakov vyuzi-
vat vhodné argumenty pre zdévodiovanie svojich zisteni. Riesenie
uvedeného problému nevyzaduje zlozité konstrukcie ani naroc¢né
matematické uvahy. Pri jeho rieSeni a dokazovani spravnosti vy-
sledkov sa vyuzivaju vlastnosti zakladnych geometrickych utva-
rov a geometrické vztahy, ktoré si siicastou Skolskej matematiky.
Vzhladom na charakter problému a opisané metddy rieSenia vi-
dime mozZnosti jeho vyuZitia vo vyucovani matematiky v prvom
ro¢niku na strednej skole, pripadne na matematickych krazkoch
a seminaroch aj na zakladnej $kole v ramci prace s talentovanymi
ziakmi. Sktimanie vztahov medzi objektmi, vyslovovanie domni-
enok, zovSeobecnovanie objavenych suvislosti a dokazovanie sfor-
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mulovanych tvrdeni by malo spolo¢ne tvorit vo vyu€ovani mate-
matiky komplexny proces umoziujici pochopenie matematickych
poznatkov.
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