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VYUŽíVANIE DÓKA.ZOV PRE III.lBŠIE

POROZUMENIE POZNATKOV

VO VÝUčBEMATEMATIKY

STANISLAV LUKÁČ

Úvod

Zdóvodňovaniea dokazovanie patrí medzi základné piliere ma
tematiky ako vednej disciplíny. V Oxford American Dictionary
(1980) sa význam slova dokaz vysvetl'uje ako "preukázanie prav
divosti níečoho" . IIlavným zámerom matematika je v dokaze uká
zať, že príslušná matematická veta je pravdivá. Tvorba hypotéz
a ich zdóvodňovanie patrí medzi dóležité myšlienkové aktivity aj
vo vyučovaní matematiky. Podl'a Kuřinu a Půlpána [5] dokazova.
nie patrí medzi pať základných umení, ktoré je potrebné rozví
jať vo vyučovaní matematiky. Aj z hradiska konštruktivistických
prístupov k vyučovaniu matematiky stanovili Hejný a Kuřina [2]
ako jednu z podstatných zložiek matematickej aktivity: "hl'adanie
súvislostí, riešenie úloh a problémov, tvorbu pojmov, zovšeobecňo
vanie tvrdení, ich preverovanie a zdóvodňovanie". Vo vyučovaní

matematiky sa v súvislosti s dókazmi vynárajú do popredia aj
ďalšie aspekty charakteristické pre matematické vzdelávanie. Ako
zdórazňuje Knuth [3), vo vyučovaní matematiky je dóležité uvád
zať dóvody, pomocou ktorých sa vysvetl'uje, prečo je veta pravdivá.
Doraz by teda nemal byť kladený na technické detaily dókazov,
ale na výbere vhodných argumentov a spósobov vysvetlenia prav
divosti tvrdení, ktoré by mohli byť vhodne doplnené aj grafickými
reprezentáciami skúmaných objektov a vzťahov. Vhodne zaradené
dókazy do výučby matematiky pomáhajú žiakom priblížiť pod
statu matematiky,

Pre vyprovokovanie aktivity žiakov smerujúcej k overovaniu
pravdivosti a dokazovaniu by sa nemali žiakom často predkladať
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hotové matematické tvrdenia. Žiaci dopredu nadobúdajú presved
čcnie, že predložené tvrdenie musí byť pravdivé, čo móže vyvolať

stratu záujmu o hlbšie skúmanie problému, Žiaci by mali najprv
preskúmať problém, hl'adať zákonitosti a vyslovovať domnienky.
Proces dokazovania matematickej vety vyžaduje prechod cez vi
aceré úrovne pochopenia reprezentované rozličnými rnatematic
kými aktivitami: hl'adanie odpovedí na otázky vyslovené pri skú
maní problému, formulovanie hypotézy, hl'adanie vhodných argu
mentov pre jej zdóvodňovanie , dokazovanie, kritické zhodnotenie
dókazu, akceptovanie pravdivosti vety. Uvedené učebné aktivity
umožňujú hlbšie porozumenie matematických poznatkov a roz
voj logického a kritického myslenia. Ako uvádzajú Kuřina Cl .Pů l

pán [5]: "K porozumeniu móže dójsf len vtedy, ak sa.začne študent
o učivo zaujímat, ak zaujme aktívny postoj k učeniu, ak si kla
die aspoň vnútorne vhodné otázky a hl'adá na ne odpovede." Na
ilustráciu niektorých aspektov spojených s využívaním dókazov vo
vyučovaní matematiky využijeme vetu o vlastnosti osi vnútorného
uhla v trojuholníku. Žiakom by mohol byť predložený nasledovný
problém: V trojuholniku ABC pretína os imúiortiého uhla pri vr
chole C protilohlů stranu trojuholníka 'U bode P. N ájdite a dokážte
vztah medzi dlžkami úsečiek AP, PB a dížkami strtui obsahujúcich
vrchol C.

Skúmanie a dokaz špeciálneho prípadu

V úvodnej etape riešenia problérnu je užite čné zostrojovaťkon
krétne objekty a zameraf sa na špeciálne prípady, ktoré mažu ula
hčiť pochopenie problematiky, Takýto pokus o hl'adanie riešenia
nazýva Kopka [4] konkretizácia. Aj keď táto stratégia nemusí viesť

priamo k riešeniu problému, vhodne zvolené konkrétne prípady
móžu pomócf objaviť dóležité súvislosti.

V našom probléme navrhujeme úvodné skúmanie zarneraf na
špeciálny prípad: Ak v trojuholnikn: ABC prechádza os vnútor
ného 'Uhla pri vrchole C stredom strany A.J3, čo platí pre tento
trojuholník? Žiaci by rnali dobre poznať skutočnosť, že v rovnora
mennorn trojuholníku je os základne zároveň aj osou vnútorného
uhla oproti základní. Preto po načrtnutí trojuholníka ABC a osi
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vnútorného uhla pri vrchole C možno očakávať rýchle n ájdenie
odpovede na položenú otázku. Zaujímavé je však zdóvodnenie, že
len rovnoramenné trojuholníky majú vlastnosťvyšetrovanú v špe
ciálnom prípade. Na obrázku 1 je načrtnutý trojuholník ABC,
v ktorom os vnútorného uhla pri vrchole C prechádza stredom
strany AB.

o
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Obr. 1

B

Na zdóvodnenie hypotézy, že trojuholník ABC je potom rov
noramenný, možno využiť zhodnosť trojuholníkov. V trojuholní
koch ASC a BSC platí: lASl == ISBI a 11 ACSI == 11BCSI. Kedže
strana SC je spoločná pre obidva trojuholníky, využitím vety S su
možno vyvodiť, že trojuholníky ASC a BSC sú zhodné a preto
lAC l == IBCI·

Pri kritickom vyhodnocovaní korektnosti riešenia špeciálneho
prípadu využijeme postup, ktorý opisujú Daepp a Gorkin [I J. Pri
riešení problémov a zdóvodňovaní výsledkov je potrebné zodpove
dať a pochopiť odpovede na tri základné otázky:

• ako urobiť niečo,

• prečo to funguje,

• kedy to funguje.

Pochybnosti do zdóvodnenia riešenia špeciálneho prípadu maže
priniesť hl'adanie odpovede na tretiu otázku. Po opatovnom presk
úmaní obrázka 1 možno vidieť, že ak by bol bod C umiestnený do
takej pozície na osi uhla 0, že by bola splnená nerovno šf ISCI >
> lASl, získali by sme ostrouhlý trojuholník ABC. Ak teraz skon-
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trolujeme zdóvodnenie riešenia špeciálneho prípaclu, tak zist.írne,
že vetu Ssu nemožno využiť, lebo uhly s rovnakou velkosťou ležia
oproti kratším stranám v trojuholníkoch ASCa BSC. V učebnici

ach matematiky sa uvádzajú štyri vety o zhodnosti trojuholníkov,
ale veta ssu medzi nimi nie je. Z obrázka 2 je zrejmé, že ak sa tro
juholníky zhodujú v dvoch stranách a uhle oproti dlhšej z nich,
možno ich jednoznačne zostrojiť a všetky sú navzá.jom zhodné.
Ak leží rovnaký uhol oproti kratšej strane, trojuholník sa nemusí
dať zostrojiť, alebo móžu existovať dva rózne trojuholníky, ktoré
evidentne nie sú zhodné.

c

d

Obr. 2
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Uvedené argumenty ešte nemusia znamenať, že riešenie špe
ciálneho prípadu nie je správne. V našom prípade je to výzva
pre hfadanie argumentov na zdóvodnenie správnosti riešenia pre
všetky prípady vyšetrovaných trojuholníkov ABC. Pri dokaze vy
užijeme vlastnosti uhlov vytvorených dvojicou rovnobežných pri
amok preťatých r6znobežnou priamkou a vlastnosti základných
geometrických útvarov. Kedže bod S je stred strany AB, možno
po zostrojení obrazu bodu C v stredovej súmernosti určenej stre
dom S získať bod C a doplniť tak trojuholník ABG na rovnobež
ník ACBC. Vzhfadom na skutočnosť, že pre velkosti uhlov platí:
11SGBI = 118CAI a 11ACSI = 118GBI sú trojuholníky CCA
a CCB rovnoramenné. Na základe tohto faktu a vlastnosti pro
tifahlých strán rovnobežníka platí, že rovnobežník ACBC je ko-
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soštvorec (pozri obrázok 3). Trojuholník ABC je teda rovnora
menný a os vnútorného uhla ACB je aj osou strany AB.
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Obr. 3

Riešenie problému

Vráťme sa k riešeniu úvodného problému. Zistili sme, že len
v rovnoramenných trojuholníkoch ABC so základňou AB pre
chádza os o vnútorného uhla pri vrchole C stredom strany AB.
Kde sa bude nachádzať priesečníkosi o so stranou AB (pomeno
vaný P), ak trojuholník ABC nebude rovnoramenný? Pri hľadaní
odpovede na položenú otázku by mohlo žiakom pomócf zostro
jenie niekolkých konkrétnych trojuholníkov. Pre urýchlenie tejto
výskumnej aktivity by sa dali vhodne využiť aj dynamické geo
metrické systémy (napr. program Cabri Geometry). Pomocou nich
možno rýchlo preskúmať mnoho konkrétnych prípadov a pre žia
kov rnóže byť jednoduchšie a dostupnejšie vyslovovanie domnienok
typu: čím je jedna strana trojuholníka kratšia v porovnaní s dru
hou stranou, tým je bod P bližšie k vrcholu patriacemu kratšej
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strane.
K presnejšej lokalizácii polohy bodu P možno žiakov naviesť

pomocou nasledovnej konštrukcie, v ktorej budú žiaci nasmero
vaní na skúmanie pomerov dlžok úsečiek. Zostrojte trojuholník
ABC s dlžkou strany AB = 5 cm a s celočíselnými držkami strán
AC, BC tak, aby platilo lACl + IBCI = 10 cm a rozdeůe stranu
AB na desať rovnakých častí. Zostrojte priesečnik osi vnútorného
uhla pri vrchole C so stranou AB a charakterizujte jeho polohu na
strane AB. Pre dlžky strán AC, BC možno voliť dvojice: (1,9),
(2,8), (3,7), (4,6), .... Pre niektoré dvojice celých čísel nebude
existovať príslušný trojuholník ABC (z uvedených sú to dvojice
(1,9) a (2,8)). Pri zostrojovaní trojuholníkov s opísanými vlast
nosťami by vhodne vytvorená dynamická konštrukcia v programe
Cabri Geometry mohla pomócf žiakom jednoduchšie preskúmať

viacero konkrétnych prípadov. Na obrázku 4 je zostrojený prípad,
keď lACl = 3 cm a IBCI = 7 cm.
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Obr. 4
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Po vyskúšaní niekolkých konkrétnych prípadov by žiaci malí
vedieť charakterizovať vzťah medzi pomermi dlžok úsečiek AC,
BC a AP, PB. Tento vzťah možno sformulovať do nasledovnej
matematickej vety:
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Veta 1. V trojuholníku ABC rozdefuje os vnútorného uhla pro
tilahlú stranu na dve časti, pomer dlžok ktorých sa rovná pomeru
dlžok prifahlých strán trojuholníka ABC.

Dokaz vety

Pre rovnoramenné trojuholníky už .bolo dokázané, že bod P =
S a preto veta 1 pre rovnoramenné trojuholníky evidentne

platí. Prechod od rovnoramenných trojuholníkov k všeobecným
móže byť pre žiakov pomerne náročný. Ak žiaci nemajú dosť sk
úseností so zdóvodňovaním tvrdení, ťažko možno od nich očaká

vať rigorózny matematický dokaz. Jedna z ciest, ako ufahčiť žia
kom dokaz všeobecnej matematickej vety, je vysvetlenie kfúčovej

myšlienky dókazu, V literatúre možno nájsť viacero rozdielnych
dókazov vety 1 založených na r6znych matematických vzťahoch.

Spomenuli by sme podobnosť trojuholníkov, obsah trojuholníkov
a sínusovú vetu. Vzhfadom na vedomostnú bázu využívanú v jed
notlivých dókazoch je podfa nášho názoru pre žiakov najvhod
nejší dokaz založený na porovnávaní obsahov trojuholníkov. Pre
vysvetlenie kfúčovej myšlienky dókazu znova využijeme špeciálny
prípad z úvodnej častí. Základ ponúkanej pomoci je nákres rov
noramenného trojuholníka ABC na obrázku 5 s ďalšími vykresle
nými útvarmi a pokyn aby žiaei vyjadrili róznymi spósobmí ob
sahy trojuholníkov ASC a BSC a porovnali ieh velkost.

Trojuholníky ASC a BSC sú zhodné, preto majú rovnaký ob
sah. Na jeho vyjadrenie možno využiť dlžky strán AS, SB a SC
ale aj AC, LB a BC, SK. Žiaei by si mali uvedomiť r ózne spó
soby argumentácie pri zdóvodňovanískutočnosti, že ILSI = ISK I
(napr. rovnaké obsahy trojuholníkov ASC a BSC, zhodnosť troju
holníkov S LC a BK C na základe vety usu). Vzhfadom na vzťahy

vystupujúee vo vete 1 je dóležitý argument , že bod S leží na
osi uhla a preto má od ramien uhla rovnakú vzdialenosť. Roz
dielne spósoby vyjadrenia obsahu trojuholníkov, na ktoré je tro
juholník ABC rozdelený osou o vnútorného uhla pri vrchole C
a vyhodnotenie vplyvu zmeny tvaru trojuholníka ABC na vzťahy

medzi vyšetrovanými objektmi tvorí základnú líniu d ókazu, Na
obrázku 6 je zobrazený všeobecný trojuholník ABC s osou o vn-
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útorného uhla pri vrchole C s vyznačenými vzdialenosťami bodu P
od ramien uhla, na ktorých ležia strany AC a BC.

KeĎŽe výšky trojuholníkov APC a P BC spustené z vrcholu C
na stranu AB sú totožné, potom pre pomer obsahov týchto tro
juholníkov platí:

SÓ,APC

SÓ,PBC

lAPl
IPBI

(2)

Obsahy týchto trojuholníkov možno vyjadriť aj pomocou df
žok strán AC, BC a výšok zostrojených z bodu P na priamky
obsahujúce uvedené strany trojuholníka ABC. Kedže bod P leží
na osi o vnútorného uhla pri vrchole C, tak výšky LP a PK majú
rovnakú držku. Pre pomer obsahov trojuholníkov AIJC a P BC
platí aj vzťah:

SÓ,APC

SÓ,PBC

lACl
IBCI (3)

Porovnaním vzťahov (2) a (3) dostávame rovnosť: :;~\ = :~~\.
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Táto rovnosť vyjadruje tvrdenie vety 1, ktorú sme týmto spóso
bom dokázali.

Záver

V článku sme sa snažili prezentovať námet, ktorý by rnohol
podnecovať žiakov k objavovaniu nových vzťahov medzi geornet
rickými útvarrni a prispievať k rozvíjaniu schopností žiakov využí
vať vhodné argumenty pre zdóvodňovaniesvojich zistení. Riešenie
uvedeného problému nevyžaduje zložité konštrukcie ani náročné

matematické úvahy. Pri jeho riešení a dokazovaní správnosti vý
sledkov sa využívajú vlastnosti základných geometrických útva
rov a geometrické vzťahy, ktoré sú súčasťou školskej matematiky.
Vzhl'adom na charakter problému a opísané metódy riešenia vi
díme možnosti jeho využitia vo vyučovaní matematiky v prvom
ročníku na strednej škole, prípadne na matematických krúžkoch
a seminároch aj na základnej škole v rámci práce s talentovanými
žiakmi. Skúmanie vzťahov medzi objektmi, vyslovovanie domni
enok, zovšeobecňovanieobjavených súvislostí a dokazovanie sfor-
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mulovaných tvrdení by malo spoločne tvoriť vo vyučovaní mate
matiky komplexný proces umožňujúci pochopenie matematických
poznatkov.
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