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STREDOVEKY ZROD
TRIGONOMETRICKYCH VELICIN

RADKA SMYKALOVA

Podle internetové encyklopedie Wikipedie je stfedovék tradiéni
oznaceni déjinné epochy mezi koncem starovéku a antické civili-
zace a zaCatkem novovéku. Tento nazev se poprvé objevil v obdobi
renesance. Stfedovék je obvykle ohranien padem Zapadofimské
IiSe v roce 476 a objevenim Ameriky KryStofem Kolumbem roku
1492 ¢i zverejnénim 95 tezi Martinem Lutherem roku 1517.

Jiz dlouho pfed patym stoletim naSeho letopocétu se zacala
matematika rozvijet na dalekém Vychodé — v Ciné a Indii. Tato
vyvojova etapa dale pokrafovala v arabskych zemich, v franu a
ve Stiedni Asii, pozdéji v Evropé a asi v 15. stoleti az 16. stoleti
spéla ke svému konci.

Priblizné tisic let stfedovéku prosly at uz existujici ¢éi nové
vznikajici oblasti matematiky velkym vyvojem (jazyk, pojmy, po-
stupy, symbolika). Nejinak tomu bylo i v oblasti naseho zajmu,
v trigonometrii. Tabulky tétiv, diky nimz byli starovéci astrono-
mové schopni dopocitat thly i délky stran pravouhlého trojihel-
nika, ustupovaly do pozadi. Objevovaly se vhodnéjsi trigonomet-
rické veli¢iny (jako napfiklad sinus nebo tangens), které byly po
fadu staleti chapany jako delky, pozdéji jako poméry, podily ¢&i-
sel (zlomky) a koneéné jako c¢isla. I nazvy a symboly pro nové
trigonometrické veli¢iny prosly slozitym vyvojem. Malokdo vi, Ze
az ucenci raného novovéku dali témto veli¢indm oznaceni, které
pretrvalo az do dneska.

Velké uplatnéni v astronomii a kartografii a potfeba stale pres-
néjsich tabulek motivovaly mnohé stfedovéké vzdélance k novym
a stale hlubs§im zkoumanim, jaké obecné vlastnosti maji zavis-
losti, které trigonometrické veli¢iny vyjadiuji. Jejich vysledky pak
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na prelomu patnactého a Sestnactého stoleti vedly ke vzniku te-
orie goniometrickych funkci, které se analytickou cestou defini-
tivné ,odpoutaly“ od svych staletych nositeli — délek stran a
velikosti 1hli trojuhelniki. Pro geometrické vypocty se vyznam
téchto funkci nijak nesnizil, ba naopak. Analytické prostiedky tyto
vypoéty (nadale v praxi vysoce potfebné a zddané) jesté vice ze-
fektivnily.

Zaméfime se nyni na dvé asijské oblasti a uvedené nejdiile-
zit€jsi stranky vyvoje stiedovéké trigonometrie doplnime o kon-
krétni pfinosy jednotlivych osobnosti. Pfestoze objektem naseho
zadjmu je predevsim trigonometrie rovinna, nezapomeneme ani na
trigonometrii sférickou, ktera byla rovnéz intenzivné rozvijena.
Mnohé stéZejni dila té doby jsou provazanym vykladem metod
vypo¢tl v rovinnych i sférickych trojuhelnicich.

Trigonometrie v Indii

V oblasti trigonometrie se Indové opirali o prace helénistickych
autori, ale prinesli také mnoho nového. Nejvice Cerpali z pomérné
rozvinuté trigonometrie tétiv od Ptolemaia. Vzpomenme, Ze jeho
tabulka udava délku tétivy v kruhu jako funkci stfedového thlu,
ktery vymezuje. ReSeni libovolného rovinného trojihelniku po-
moci Ptolemaiovy tabulky bylo vSak velice zdlouhavé, coz vedlo
indické ucence k zavedeni novych trigonometrickych veli¢in. Prvni
a nejdilezitéjsi byla veli¢ina sinus. Diky ni se jiz s tétivami pfi
feSeni trojihelniki setkdvame velice mélo, nebot polovi¢éni délka
tétivy oblouku ¢ je rovna sinu oblouku £. Ilustrujme nyni polo-
vi¢ni délky- tétiv v kruznici o daném poloméru r pomoci obrazku
1. Za predpokladu, Ze polomér kruhu se rovna jedné a pfi oznaceni
a = |ABAC)| definujeme po vzoru Indi veli€iny sinus a kosinus
prislusné thlu a rovnostmi

1 1
sina = §|BC’| = |BD| = |SE|, cosa= §|AC| = |AE| = |SD|.

Po zavedeni thlu 8 = |{ABC| = 90° — o okamzité dostdvame
rovnosti sin f = cosa a cos f = sina.
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Obrazek 1 Délky polovi¢nich tétiv

Je nutné zdlraznit, Ze témto dvéma novym délkovym velici-
nam, které Indové pouzivali pouze pro uhly z intervalu (0,90°),
fikdme dne$nim zplisobem sinus a kosinus a jejich hodnoty zna-
¢ime sin a, resp. cosa, i kdyz to je korektni pouze v pfipadé po-
loméru r = 1. Sami Indové pro tyto veli¢iny méli své nazvy, které
nasledn€ prosly dlouhym historickym vyvojem. Zminime se o ném
o par rfadku nize.

Z provedené uvahy o dvojicich thli «, 3 z obr. 1 plyne, Ze si-
nus a kosinus jsou dva exemplare veli¢iny téhoz druhu (,,poloviéni
tétivy*), coz presnéji zapiSeme rovnosti

cosa = sin(90° — ).

Otéazka zni, proc¢ je tedy Indové viibec rozliSovali a nevystacili si
s jednou veli¢inou, jako si dfive Ptolemaios vystacil s tet ,, dél-
kou tétivy pfislusnou stfedovému thlu a? Dwvojice sinus, kosinus
umoznila Indiim vyjadiovat jednoduseji vztahy mezi stranami a
uhly pravouhlého trojihelniku a také riizné dilezité vzorce, jako
napriklad vztah pro ,sinus poloviny oblouku®

sin & _\/r(r—cosa)
2 2

¢i vzorce pro ,sinus souctu a rozdilu“

sin & cos cos a sin
sin(a + ) = e g
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sin a cos B — cos asin 3

sin(a — ) =

(Pro nds neobvykly jmenovatel r je namisté, nebot trigonomet-
rické veli¢iny byly tehdy chédpany jako délky.) VSechny tyto vztahy
Indové popisovali slovné bez jakékoliv algebraické symboliky, na-
vic pfi poloméru r rizném od 1. Predstavme si dalsi komplikaci,
kdybychom kazdé uziti hodnoty cos o museli nahradit popisem vy-
poétu sin(90° — a), nejéast&ji zfejmé pomoci vyrazu v/1 — sin® !
Dalsi historie matematiky ukazala, Ze zrod indickych ,dvojcat®
sinus a kosinus byl opravdu $tastnou udalosti — diky nim dnes
elegantné vyjadiujeme nejenom tieba sinovou a kosinovou vétu
z planimetrie trojihelniku, ale také hodnoty exponencialni funkce
v oboru komplexnich d&isel.

Je prekvapujici, Ze podle [5] v dobach stfedovékych povazovali
matematici za druhou (po sinu) nejdilezitéjsi trigonometrickou
veli¢inu nikoliv kosinus, ale dnes jiz téméf zapomenuty sinusver-
sus, délku usecky mezi tétivou a obloukem. Za predpokladu r =1
a pfi oznadeni a = %MAOB} je veli¢ina sinusversus p¥islu$né thlu
a znazornéna na obr. 2 délkou usecky CD, tedy sinversa = |CD)|.
Vyznam této veliCiny byl v fadé trigonometrickych aplikaci vétsi

C

A pE
r r
S

Obrazek 2 Délka sinusversus

r

nez vyznam kosinu, nebot napi. v zeméméfictvi a stavitelstvi ode-
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dévna patrily k zédkladnim pocetnim udajim vysky tuseci a vzepéti
obloukt (angl. versed sines). I kdyz podle obrazku 2 zfejmé plati

sinversa = |CD| = |SC| — |SD| = r — cos a,

i tento jednoduchy prevodni vztah by v namé&havé praxi stfedo-
vékych vypoctl znamenal dalsi (tedy nezadouci) pocetni operaci
(o to vice komplikovanou v pozdé&jsi epose vypoctl s logaritmy).
Proto byly hodnoty sinversa tabelizovany, zejména pro mala o
s presnosti vétsi nez hodnoty sinti a kosint, protoZze bylo navic
zasadni otazkou, nakolik se hodnota sinversa, fadové mensi nez
sin cv, priblizuje k nule. V dnes$ni pocitacové dobé ztratily tyto nu-
merické argumenty svoji vahu, a tak funkci 1 — cosa nadéle néjak
pojmenovavat zcela pozbylo smyslu.

Jak jsme v predchozim slibili, promluvime kratce o etymolo-
gickém vyvoji termind sinus, kosinus a sinusversus. S témito veli-
¢inami (ov8em pod jinymi nazvy) se setkdvame jiz v anonymnich
astronomickych dilech Siddhdntas a také ve versovaném astrono-
mickém a matematickém traktatu Arjabhattija, ktery byl sepsin
roku 499 tiiadvacetiletym Arjabhattou. Arjabhatta zde pouzival
slovo arddhadZiva pro délku poloviny tétivy — pro veli¢inu sinus.
Pozdéji zkratil ndzev na pouhé dZiva. Kdyz arabsti ucenci prelo-
zili dilo Arjabhattija, indicky termin zménili na dZiba, nasledné na
skutecné arabské slovo dZaib, tj. iadra, vystiih, vypuklost atd. Ve
dvanactém stoleti bylo pfi prekladu z arabstiny do latiny pouZito
slovo sinus, které mélo tyz zakladni vyznam jako dZaib. Zkraceny
zapis sin se poprvé objevil u anglického profesora astronomie Ed-
munda Guntera (1581 — 1626).

Veli¢inu kosinus nazyval Arjabhatta kdtid#va, tj. sinus zbytku
(dopliiku do 90°). Slovo kdtidZiva bylo prelozeno do arabstiny jako
dZaib al-tamam a néasledné do latiny ve dvanéactém stoleti jako si-
nus residui. V patnactém stoleti se objevuje u Peurbacha (1423 —
1461) a Regiomontana (1436 — 1476) oznaceni sinus complementt,
tj. sinus dopliiku, ze kterého s nejvétsi pravdépobodnosti vznikl
zaménou pofadi a zkracenim nas dnesni cosinus, ktery Edmund
Gunter na prelomu Sestnictého a sedmnéctého stoleti zapisoval
jako co.sinus. Zkratka cos se poprvé objevila roku 1674 u anglic-
kého matematika a geometra Jonase Moora (1617 — 1679).
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Slovem utkramadziva nazyvali Indové sinusversus. Kdyz ve
dvanactém stoleti zacali ucenci pouzivat latinské terminy vsech
trigonometrickych veli¢in, mezi nimiz byl i sinusversus, pro ter-
min sinus (aby ho odlisili od sinusversu) méli nazev sinus rectus,
tj. pfimy sinus a polomér kruznice nazyvali sinus totus, tj. iplny
sinus. Tento posledni termin se udrzoval v evropskych dilech vé-
novanych trigonometrii az do dob Eulera, ktery svymi pracemi de-
finitivné prosadil pro polomér trigonometrické kruznice hodnotu
r=1.

Pfi hodnoceni prinosu indickych védci pro trigonometrii ne-
smime zapomenout na tabulky trigonometrickych veli¢in, bez kte-
rych by byla tato véda prakticky nepouzitelna. Prvni tabulka sinf
a sinusversi se naléza v anonymni astronomické praci ze 4. a 5.
stoleti Surja Siddhdnta a v dile Arjabhattija. V praci Arjabhattija
jsou uvedeny hodnoty obou téchto veli¢in pro thel 3,75° = 225 a
jeho celodiselné nasobky. Porovnanim s tabulkami od Ptolemaia
muzZeme konstatovat, Ze prvni indické tabulky nedosahovaly pres-
nosti Ptolemaiova Almagestu.

Dfive nez se zaméfime na zpusob vypoctu tabulek, promlu-
vime o jisté zvlastnosti miry (jednotek, ve kterych tyto délky vy-
jadfujeme celymi ¢isly nebo zlomky) trigonometrickych velicin.
Stejné jako ve starovékém Recku, také Indové délili kruh na 360
stupni neboli 21600 (ihlovych) minut. Vzpomerime na Ptolemaia,
ktery primeér kruhu rozdélil na 120 stejnych jednotkovych dilt
(délky 19), takZe polomér kruhu mél velikost 7 = 60%. Témito dily
a jejich Sedesatinnymi zlomky potom Ptolemaios vyjadioval délky
tétiv. Vétsina indickych védct vSak stejnou miru u trigonometric-
kych veli¢in nepouzivala, ne jinak tomu bylo u autort jiz zminé-
nych Siddhdntds a Arjabhattija. Ti li ve stopach Hipparcha. Zda
se jim vice zamlouvaly Hipparchovy myslenky, nebo se jim Ptole-
maitv Almagest do rukou dostal pozdéji nez spisy Hipparchovy,
se mizeme jen domyslet. Hipparchos vyjadioval trigonometrické
veli¢iny a délky obloukt pomoci stejné jednotky — uvadél je v (tih-
lovych) minutach. Tuto jednotku délky urcil tak, Ze polozil polo-
mér kruhu rovny 3438 minutam (r = 3438). K tomuto ¢islu patrné
dospél ze vzorce pro obvod kruhu o = 27r = 360° = 360 - 60. Pro
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zajimavost ze vzorce vyjadiime a pro hodnotu r = 3438 vyé&islime
konstantu 7:

21600 21600
T 2r  2.3438

™

= 3,141361...

Vidime, Ze chyba je aZ na misté desetitisicin.
Zptsob, jakym indi¢ti uéenci tabulky sestavovali, neni nikde

S r=3438

45
H

90° 45°
E S r=3438" F

Obrazek 3 sin30° = |BD| a sin45° = |FH|

autenticky popsan. S nejvétsi pravdépodobnosti po vzoru Hip-
parcha nejdrive zjistili hodnoty sin90°, sin 30° a sin45°. Hodnota
sin 90° = 3438 byla zfejma, jelikoZ je to pravé polovina délky té-
tivy oblouku o velikosti 180°, tedy polomér r. Hodnota sin 30° =
= 1719 je polovi¢ni délka polomeéru a hodnota sin 45° = 2431 byla
spocitana z Pythagorovy véty pro rovnoramenny pravouhly troja-
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helnik, viz obr. 3. Nasledné hodnoty sinti pro dalsi ihly do tabulek
Indové doplnili pomoci jim zndmého vztahu pro sinus polovi¢niho
oblouku (ktery jsme uvedli vyse), aZ dospéli k hodnoté sin 3,75°.
Poté pocitali siny doplnka téchto thli a polovin téchto doplikt
atd.

Do 12. stoleti zadny indicky astronomicky text neobsahoval
tabulky trigonometrickych veli¢in pro hly mensi nez 3,75°. Pod-
statné presnéjsi tabulky sinii s nejmensim thlem 1° sestavil az
Bhéskara (1114 — ?), ktery poéital se stejnou hodnotou poloméru
r = 3438 a polozil sin1° = 60. Vyuzil tedy pribliZzeni sina =~ «,
které, jak je zndmo, plati pro mald a pravé v obloukové mife.

Praktické ulohy, které Indové fesili, byly vénované méfeni vzda-
lenosti a vySek pomoci vertikdlni tyce — gnémonu a pomoci po-
dobnosti. Gnémon a jeho projekce (stin) tvori odvésny pravo-
uhlého trojuhelniku, vedou tedy k trigonometrickym tloham. Po-
Cetni stranka téchto dloh predchazela zavedeni veliin tangens a
kotangens. Setkdvame se vSak s nimi aZ v prvni poloviné 9. stoleti
v dilech ucencii arabského chalifatu.

Trigonometrie v arabskych zemich

Arabska matematika byla nejvice ovlivnéna matematikou me-
zopotamskou, feckou a indickou. Z indické matematiky prevzala
zapis Cisel a algoritmy pro pisemné poditani, z fecké matematiky
abstraktni geometrii a myslenku axiomatické vystavby matema- -
tiky, z mezopotamského a egyptského svéta prevzala tradici nume-
ricky naroénych vypoétl a predevsim diraz na uziti matematiky
v praktickém zivoté. Desitkovy pozi¢ni systém pronikal pomalu
na Blizky vychod a byl pouzivan vedle domécich systéma.

Pro rozvoj matematiky méla zédkladni vyznam hlavni prirodni
véda té doby — astronomie. Neni tedy divu, Ze stejné jako v Indii,
rovnéz v isldmskych zemich byli matematikové vétSinou i astro-
nomy. Clankem, ktery spojoval matematiku a astronomii, byla
pravé trigonometrie.

Zaklad arabskych trigonometrickych znalosti tvofila dila pred-
chtdct starsich kultur — jedna z indickych Siddhdntas, Ptolemaitv
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Almagest a Menelaova Sférika. Inspirovani jejich vysledky a me-
todami zavedli arabsti ucenci nékteré nové trigonometrické po-
jmy, prozkoumali vlastnosti trigonometrickych veli¢in a vyfesili
vSechny pripady rovinnych a sférickych trojahelniki. Tim po-
stupné propracovali trigonometrii jako samostatnou oblast ma-
tematiky.

Piistupme k tomu hlavnimu, ¢im konkrétnim prispéli arabsti
uenci k rozvoji trigonometrie — zavedli nové veli¢iny tangens,
kotangens a také sekans a kosekans. Tyto trigonometrické veli-

Obrazek 4 Svisla ty¢ a jeji stin

¢iny se v islamskych dilech objevily v devatém stoleti v souvis-
losti s gnémonikou, tedy nikoli v souvislosti s tétivami a oblouky
vztahujicimi se ke kruhu, jak tomu bylo u veliin sinus a kosi-
nus. Na obrazku 4 vidime Slunce S a ty¢ AC kolmou k povrchu
Zems&. Tyé AC vrha stin AB, z jehoZ konce B je vrchol C tyce
vidét pod vyskovym thlem, ktery ozna¢ime «. Za predpokladu,
ze |AC| = 1° = 60, zavisi délka stinu |AB| i délka |BC| slune¢-
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niho paprsku mezi body B a C pouze na thlu a. Tyto dvé Araby
zavedené veliiny dnes nazyvame kotangens, respektive kosekans:

cotg a = |AB|, coseca = |BC/|.

Veli¢iny tangens a sekans definovali arabsti uéenci podobné. Ten-

m

Obrazek 5 Vodorovna tyc¢ a jeji stin

tokrat upevnili ty¢ DF kolmo na svislou zed, aby byla vodorovna,
tj. rovnobézna se zemskym povrchem (viz obr. 5). Ty¢ DF vrha
stin EF'. Z vrcholu tyée D je konec F stinu vidét pod tuhlem,
ktery oznaCime . Za predpokladu, ze |DF| = 1° = 60, zavisi
délka stinu |EF| i délka |DE| sluneéniho paprsku mezi body D
a E pouze na uhlu §. Tyto dvé veli¢iny dnes nazyvame tangens,
respektive sekans:

tg 6 = |EF)|, sec 6 = |DE].

Jesté jednou poznamenejme, Ze ve stiedovékych arabskych zemich
byly trigonometrické veli¢iny délky (kotangens se nazyval prunim,



STREDOVEKY ZROD TRIGONOMETRICKYCH VELIGIN 153

tangens druhym stinem, jejichz mirou byly (obloukové) stupng.
Dnes jsou to samoziejmé (isla. Zdiraznéme, e Arabové tyto ve-
li¢iny pfifazovali pouze thlim z intervalu (0, 90°).

Systematicky vyklad vSech novych trigonometrickych veli¢in
(sin, cos, sinvers, tg, cotg, sec, cosec) najdeme v astronomické
praci Zdokonaleni Almagestu, napsané jiZz koncem 9. stoleti al-
Battanim. Je v ni odvozena fada vztahti, mezi nimi vyjadfeni
tangens a kotangens pomoci pomért sinu a kosinu ve tvaru

tga  sino cotga cosa

= a = — .
T CoOs & T Sin o«

(Znovu upozoriiujeme na neobvykly jmenovatel r.) Pfes tyto dva
jednoduché prevodni vztahy veli¢iny tangens a kotangens neztra-
tily svlj vyznam, naopak nasly rychle mnoh4 uplatnéni i mimo
gnémoniku (zejména v astronomii), takze tabulky jejich hodnot
byly velmi potiebné.

Asi sto let po Zdokonaleni Almagestu se objevily jesté propra-
covanéjsi zaklady trigonometrie v Knize dokonalosti astronoma
Abul-Wafy (940 - 997), ktery v ni definoval (patrné historicky po-
prvé) vechny trigonometrické veli¢iny jednotné pomoci kruznice
zpisobem, ktery je nam dobie zndm a ktery je pro ostry thel
a znazornén na obr. 6. Je na ném také krasné vidét pivod ter-
mind tangens a sekans, které pochazeji z latiny a které se objevily
v Evropé az v 16. a 17. stoleti. Vyraz tangens totiz v doslovném
prekladu znamena ,,dotykajici se, teény“ a termin sekans ma ceské
synonymum ,protinajici, seény*.

S pouzitim trigonometrie se nesetkavame u islamskych autori
jen v oblasti astronomie, ale také v matematické geografii u per-
ského kartografa a cestovatele al-Birtiniho (973-1048). Jeho dilo
o jedenacti knihach Masudovsky kdnon zaujima velmi duilezité
misto v historii trigonometrie. Je ji totiz vénovana cel4 tfeti kniha.
Al-Birani zde nejdfive pro n = 3,4, 5, 6, 8, 10 spocital délky stran
pravidelnych n-tthelnikt vepsanych do kruznice o daném poloméru
a nasledné pfi n = 9 pro tuto délku odvodil kubickou rovnici. Déle
se vénoval dikaziim vét o délkach tétiv, které jsou ekvivalentni
vétam o sinu souctu a rozdilu dvou uhli, sinu dvojnasobku hlu,
sinu poloviny thlu atd. Mimo jiné al-Birtini také vyvinul nové me-



154 RADKA SMYKALOVA

S cos o

Obrazek 6 Trigonometrické veli¢iny na jednotkové kruznici

tody pribliznych vypocti hodnot jako je napt. tet 1° = 2sin 0,5°,
kterou vyuzil k sestaveni velmi presnych tabulek hodnot sint a
tangens, mimochodem jednéch z prvnich, které jsou vypoclteny
pro polomér r = 1. Tento vybér al-Birtini komentuje pranim zba-
vit se neustalého déleni a nasobeni Sedesati. Poznamenejme, Ze
v Evropé to ve 14. stoleti byl Thomas Bradwardinus, ktery jako
prvni doporucil brat délku poloméru r = 1.

Nejznaméjsi orientalni uenec v oblasti trigonometrie byl Nasir
ad-Din at-Tusi (1201-1274) se svym hlavnim dilem o péti knihéch
Traktdat o uplném ctyrstranu. Je to prvni prace, ve které jiz trigo-
nometrie nebyla pouhym pomocnikem astronomie, ale ve které se
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uceni o feSeni trojuhelnika povazuje za samostatnou oblast mate-
matiky. At-Tusi ve svém dile vybudoval prvni skuteéné uplnou a
celistvou soustavu rovinné i sférické trigonometrie od zakladnich
pojmu a vztahti az k algoritmim feSeni vSech typickych tloh. O ro-
vinné trigonometrii pojednava pouze ttreti z péti knih. MZeme se
v ni napfiklad setkat s ilohou vyjadfenou dvojici rovnic

sinx

g o Y = d a q =D,
siny

kde z a y jsou neznamé uhly, d dany thel a p dané ¢islo.

Podivejme se nyni, jaké nové pocetni postupy vyvinuli arabsti
ucéenci pro sestavovani tolik potfebnych trigonometrickych tabu-
lek, které byly zahrnovany do tzv. ,zidz“, coz bychom pfelozili
jako sbirky tabulek pro astronomy a geografy. Nejstarsi docho-
vané arabské trigonometrické tabulky z 9. stoleti (jedny sestavené
al-Chwérizmim, druhé al-HabaSem) byly jako i u vétSiny pozdé&j-
Sich arabskych autort vyéisleny pro polomér » = 60 a z hlediska
metod i pfesnosti byly srovnatelné s tabulkami Ptolemaia. Ten,
jak jsme drive podrobné popsali, klicovou hodnotu tet 1° ziskal
z hodnot tet 0,75° a tet 1,75° postupem, jehoZ meze pfesnosti od-
povidaji tomu, Ze na intervalu (0,75° 1,75°) nahradime funkci
a — tet a funkci linearni. S novatorstvim v tomto ohledu pfi-
Sel az Abul-Wafa, ktery v jiz vzpomenuté Knize dokonalosti pro
svou tabulku sini s krokem 0,25° provedl vypocet klicové hod-
noty sin 0,5° nikoliv ze dvou, ale tfi blizkych hodnot sina, a to
pro uhly a rovné ve stupnich zlomkim ;—g, ;—‘;’ a %. Tyto tfi hod-
noty sinli je mozné urcit ze vzorci pro sinus rozdilu a sinus po-
loviéniho thlu a ze znamych hodnot sinu, a to diky rovnostem
12 = 72 — 60,15 = 45 — 30,18 = 36 : 2 a diky tomu, Ze plati
32 = 2°. Na zékladé pravidla

0°<a<fB<fB+d<90° = sin(a+d)—sina > sin(f+46) —sin 3,

které je geometricky dokdzéno v [4, str. 305] a které vyjadiuje,
ze funkce sinus je na intervalu (0°;90°) konkavni, pak Abul-Wafa
ziskal odhady

sin(a + 36) — sina
3

sina — sin(a — 36)
3 7

< sin(a+4) < sina+

sin a+
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které ho volbou 32a = 15° a 326 = 1° po dlouhych a naro¢nych
vypoctech privedly k hodnoté sin 0,5° s obdivuhodnou presnosti
(fadové 1078).

Zdiraznéme, Ze jak Ptolemaitv, tak i Abul-Waftv postup ur-
Covani kli¢ové hodnoty ze dvou ¢i tii vstupnich hodnot ma pfes-
nostni bariéru: klicovou hodnotu nemizeme vypoc¢tem dostat s li-
bovolnou presnosti (na které by mohla zaviset délka vypocti), i
kdybychom méli vstupni hodnoty sebepfesnéjsi. Je pozoruhodné,
7e pozdé&ji al-Birtni v 11. stoleti a Marjam Celebi v 15. stoleti po-
psali postupy, kterymi lze tuto bariéru prekonat. PopiSeme v sa-
motném zavéru tohoto odstavce podstatu vypoétu Marjama Ce-
lebiho (metodu vSak vymyslel jeho dédeéek al-Kasi, jehoz dilo se
vSak nedochovalo), protoZe je zajimavé spojena s tilohou o trisekci
libovolného thlu a numerickym fesenim kubickych rovnic.

Marjam Celebi nejprve pomérné snadno vypodetl (jedinou!)
vstupni hodnotu v = sin 3°, kterou lze s libovolnou pfesnosti ur-
¢it z hodnot sin 72° a sin 60°. Klicovou hodnotu x = sin 1° pak
Celebi poéital ze vztahu

4sin®1° + sin 3° = 3sin 1°,

tedy cestou feseni kubické rovnice 422 + v = 3z s parametrem
v. K numerickému vypocétu kofenti podobnych rovnic vymyslel
al-Kasi jednoduchy itera¢ni algoritmus se zaruc¢enou konvergenci
k hledanému kofenu ([4, str. 317-318]). Dnes je patrné, ze uvedeny
vztah mezi hodnotami sin 3° a sin 1° je okamzitym disledkem
vzorce pro sinus trojndsobného uhlu

sin 3a = 3sina — 4sin® «,

ktery ovSem takto trigonometricky patrné zapsal az F. Viete. Marjan
Celebi ovsem ziskal vztah hodnot sin 3° a sin 1° z tzv. rovnice pro
trisekci thla ([4, str. 314-316]), tedy rovnice pro slavnou antickou
ulohu o rozdéleni libovolného ihlu na t¥i mensi shodné uhly, kterd
byla znama v arabskych zemich od 11. stoleti. Konkrétnim vypo-
étem dosahl Celebi hodnoty sin 1° s presnosti 10719,

Stejné jako matematici islamskych zemi prevzali vse jiz obje-
vené od Indt, Rekti, Syfani a Babylénani, tak i uéenci stfedovéké
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Evropy, nez zacali sami svymi pfispévky obohacovat védu, sahli
nejdrive po pisemnostech predchozich kultur. Mohli tak zacit sta-
vét své vysledky na pevném zakladé.
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