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S TUZBOU PO HARMONII

DUSAN JEDINAK

K pojmu harmodnia

Harmonia znamena (z gréckeho harma) spojenie pevného s po-
hyblivym, stlad, sizvuk, siihra, zladenie, vyrovnanost, simernost
Casti a celku, proporcionalita. Znamena to aj rovnaké &iselné po-
mery (napriklad spajanie, vyznam i pouZitie akordov v hudobnej
skladbe), vyraz zakonitosti a miery vo svete, protiklad chaosu (or-
ganizovanost), bezkonfliktnéa jednota dopliiujicich sa protikladov.

Z gréckych dejin
Pytagorovci, filozofické spoloéenstvo a bratstvo nasledovnikov Py-
tagora (asi 582-497 pred n. l.), sa okrem iného zaoberali aj pre-
niknutim do tajomstva Cisiel a otdzok harménie. MoZno ako prvi
v histérii zacali chapat prirodzené éisla ako abstraktné entity,
ktoré samé o sebe charakterizuju pri¢inny svet javov. Objavili har-
monické postupnosti v témach hudobnej stupnice (oktava: pomer
1 : 2 pri dlzkach strin, kvinta 2 : 3, kvarta 3 : 4). Vytvorili moznt
charakteristiku vSetkych veci a javov v povahe pomerov ¢isiel, to
dnes znamena, Ze zakladné sily vesmiru moZno vyjadrit jazykom
matematiky. Uz Archytas z Tarentu (asi 428-365 pred n. 1.) uva-
dzal niekolko typov strednych veli¢in — priemerov a medzi nimi
aj aritmeticky, geometricky a harmonicky priemer. Ak bola dana
trojica kladnych &isiel a > b > ¢, tak harmonicky priemer bol
a—b a , . 2:a-c
= —; z toho vyplyva, Ze b =
b—c ¢
monicky priemer disiel a, ¢; zadefinovany tieZ aj ako prevratena
hodnota aritmetického priemeru prevratenych hodnét a, c, teda

7 2 T = 2a'j_'cc). Aristoteles (384-322 pred n. 1.) vo svojej Meta-

a ¢
fyzike uviedol, Ze pytagorovci si to predstavovali takto: ,celé nebo

je harmonia a ¢islo®“.

(aj dnes har-

dany ako
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V dnesnej stéasnosti
Naozaj by ma zaujimalo s akou uspes$nostou vyrie§ia na$i Ziaci
tlohu: Aka je priemernd rychlost vozidla, ktoré prejde trat rychlos-

tou 60 Tm a vracia sa po rovnakej trase rychlostou 40 Tm a Ci vedia,

7e tam sa uplatnil harmonicky priemer. MoZno by sa nemalo
vyskytovat v nasich zdkladnych a strednych $koléch to, aby sa $tu-
denti nestretli s pojmom harmonia, ale ani to, aby nepoznali, ¢o
nazyvame harmonicky priemer (harmonicky stred). Rad im
pripominam, Ze harmonicky rad je nekone¢ny rad, v ktorom kazdy
jeho €len (okrem prvého) je harmonickym priemerom oboch svo-

1
jich susednych ¢lenov, napr. rad, ktorého n-ty ¢len a,, = e £.j;

® 1 1 1 1 e , 2

— =14+-+4+-4+-+=+...; tento rad je divergentny, jeho sucet
=1 k 2 3 4 5
je +oo (sktste to dokézat). Ponikam dve tlohy, ktoré priblizuju
a zndzorniuji harmonicky priemer dvoch veli¢in. Profesor Petr
Vopénka vo svojom pojednani Rozpravy s geometrii (Praha: Pa-
norama, 1989) sa vyjadril takto: V geometrickom svete sa krdsa
stretla s pravdou .... Je moZné, Ze do geometrického sveta ne-
prisla krdsa za pravdou, ale pravda za krdsou . ... Kde bude vidend

pravda, tam bude hladand aj krdsa a naopak.

Uvidiet harmonicky priemer

Uloha: Ukazte, %e velkost priecky lichobeZnika, ktora prechadza
priese¢nikom jeho uhlopriecok a je rovnobezna so zakladnami, je
harmonickym priemerom velkosti oboch jeho zakladni.

Riesenie:

Oznacme patriéné body ako na obr. 1., kde |AB| = a, |CD| = c.
Trojuholniky ABT a CDT st podobné (podla vety wu, rov-

nobezky pretaté prie¢kou — striedavé uhly). Potom plati |AT| :

|TCl=a:c, tj. |TC| = s .| AT|. Trojuholniky TFC a ABC st
tiez podobné (podla vety uu) s koeficientom podobnosti

ITC| |TF|
|AC| ~ |AB|’
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Obr. 1

1rc|

Teda moéZeme vyjadrit |TF| = TAC| -|AB|, t.j.:
TF| = c |AT|-|AB| _ c- |AT| ¢ _a-c
"o |AT|+[TC| c - c a+c

IAT|+ S |AT] 1+ S
a a

Podobne pre trojuholniky TEA a CDA s koeficientom podob-
|AT| _ |ET)|

nosti [AC| = |DC] plati
|ETl_c-]ATI_ c-|AT| c- |AT)| ¢ a-c
~ |AC| T |AT|+|TC| c B c a+c

|AT|+ < - |AT| 142
a a

-C 2

— 2 —
Potom plati |[EF| = |ET| + |TF| = A

a to je

ST
Ol

e

harmonicky priemer a, c.

Geometrické znazornenie znamych priemerov

Uloha: Znazornite a odévodnite vztah medzi aritmetickym, geo-
metrickym a harmonickym priemerom dvoch kladnych reilnych

éisiel: 5 5 b
-a - < a-b5a+
a+b —
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Riesenie:
Vieme, Ze:

Lahko ukaZeme, e Va,b € Rt plati:
(a—b)2>0
a®—2ab+42>0 | + 4ab
a? + 2ab + b% > 4ab

(a +b)% > 4ab va
a+b>2/ab

teda Z; < 7.
Podobne: Pre Va,b € Rt plati:
(a—b)2>0

a? —2ab+b°>>0 |ab

a%b—2a%% +ab3>0 |+ 4a?b?

a3b + 2a2b? + ab® > 4a2b?

ab - (a2 + 2ab + b?) > 4a?b? v

Vab - (a+b) > 2ab

va+b> 2ab

a+b

teda T, < T,.
Tieto vztahy moZeme aj znazornit:
a+b

Aritmeticky priemer Z;(a, b) je polovicou suétu a+b, t.j. 5

graficky polovicou tse&ky zloZenej z dvoch tseciek dlzky a, b.
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Geometricky priemer Tg(a,b) je druhou odmocninou suc¢inu vel-
kosti a, b, teda y/a - b, tam vyuZijeme predstavu z Euklidovej vety
o vyske.
Prz harmonicky priemer ziskame predstavu tsecky dlzky
2:a-
a+b
plati |PS| = \/ab= |[MA|; K = PRNAB,T = PK n MA):

vyuzitim rovnolahlosti v dolu uvedenom obrazku (tam

k(S, (a+b)/2)

K o) A B
\./J \/'—J
b
Obr. 2

Z podobnosti (rovnolahlosti) trojuholnikov K AT a KSP, tro-
juholnikov KAM a KSR plati:

ITA| _ |MA]
|ISP| ~ |SR|

po uprave tohto vyrazu dostaneme

T va-b

1/a,-b_ a+b

2
_2-a-b
T a+b’

Aj geometricky sme znazornili, Ze pre kazdé dve kladné redlne

¢isla a, b plati: :
2-a-b a+

<+a-b<
a+b — ¢9="3
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a to znamena, Ze

4
A
&
A
5y

Aj tam je harmonicky priemer

Uloha: Vypoditajte velkost visky zrezaného rota¢ného kuzela, ak
velkost obsahu jeho plésta je siétom velkosti obsahov jeho podstav
(s polomermi R a ).

RieSenie: Vieme, Ze velkost obsahu
plasta zrezaného rotaéného kuzela je
dany vztahom

S; =m(R+7)-s, kde s = \/v2 + (R —r)2.

Stucet velkosti podstav je So = = -
- (R? +r?) . Potom podla zadania
ulohy plati S; = S; a teda aj

(R+r) VATE-P =R 412 [
(B+7) [0+ (R=1)"] = (B*+72)°

2 4 ,2)2
v2=——(3%__::r)2) — (R —r)?
. (R2+7)°—(R—r)? (R+r)?

v (R+1)
,  (R2412)° — (R?—r?)°
v (R+1)2

(R+r2+ R*—7%) - (R*+1r%— R? +1?)
(R+r)?

vt =
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2 2-R*.2.r2
U T TR+
v=2-R-r

R+r

a to znamena, Ze vyska takto poZadovaného zrezaného rotac¢ného
kuZela je harmonickym priemerom velkosti polomerov prislus-
nych podstav.

Myslienka na zaver

Na svete neexistuje takd veda, ktord ddva do pohybu tolko har-
monie ako matematika. Vtipnym muZom, ktory predvidal iZasna
praktickil pouZitelnost mnohych matematickych disciplin, bol Ja-
mes J. Sylvester (1814-1897), anglicky matematik, stelesnend pred-
stava toho, kto Zije medzi idedlnymi ¢islami, vysoko nad problé-
mami vSedného dna. Svet ndpadov, ktory matematika obsahugje, je
oslavou boZskej krdsy. Sposob, akym matematika spdja vsetky svoje
Casti, je nekonecny poriadok a absolitny dokaz pravdy, ktorou sa
zaoberd.
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