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S TÚŽBOU PO HARMÓNII

DUŠAN JEDINÁK

K pojmu harmónia

Harmónia znamená (z gréckeho karma) spojenie pevného s po­
hyblivým, súlad, súzvuk, súhra, zladenie, vyrovnanosť, súmernosť
časti a celku, proporcionalita. Znamená to aj rovnaké číselné po­
mery (napríklad spájanie, význam i použitie akordov v hudobnej
skladbe), výraz zákonitosti a miery vo svete, protiklad chaosu (or­
ganizovanosť), bezkonfliktná jednota doplňujúcichsa protikladov.

Z gréckych dejín
Pytagorovci, filozofické spoločenstvo a bratstvo nasledovníkov Py­
tagora (asi 582-497 pred n. 1.), sa okrem iného zaoberali aj pre­
niknutím do tajomstva čísiel a otázok harmónie. Možno ako prví
v histórii začali chápať prirodzené čísla ako abstraktné entity,
ktoré samé o sebe charakterizujú príčinný svet javov. Objavili har­
monické postupnosti v térnach hudobnej stupnice (oktáva: porner
1 : 2 pri dlžkach strún, kvinta 2 : 3, kvarta 3 : 4). Vytvorili rnožnú
charakteristiku všetkých vecí a javov v povahe pomerov čísiel, to
dnes znamená, že základné sily vesmíru možno vyjadriť jazykom
matematiky. Už Archytas z Tarentu (asi 428-365 pred n. 1.) uvá­
dzal niekol'ko typov stredných veličín - priemerov a medzi nimi
aj aritmetický, geometrický a harmonický priemer. Ak bola daná
trojica kladných čísiel a > b > c, tak harmonický priemer bol

a-b a 2·a·c
daný ako -b- = -; z toho vyplýva, že b == (aj dnes har-

-c c a+c
monický priemer čísiel a, c; zadefinovaný tiež aj ako prevrátená
hodnota aritmetického priemeru prevrátených hodnot a, c, teda

1 2 1 = 2· a . c). Aristoteles (384-322 pred n. 1.) vo svojej Meta­
a+c-+-

a c
fyzíke uviedol, že pytagorovci si to predstavovali takto: "celé nebo
je harmónia a číslo".
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V dnešnej súčasnosti

Naozaj by ma zaujímalo s akou úspešnosťou vyriešia naši žiaci
úlohu: Aká je priemerná rýchlosť vozidla, ktoré prejde trať rýchlos-

ťou 60 k: a vracia sa po rovnakej trase rýchlosťou 40 k: a či vedia,

že tam sa uplatnil harmonický priemer. Možno by sa nemalo
vyskytovať v našich základných a stredných školách to, aby sa štu­
denti nestretli s pojmom harmónia, ale ani to, aby nepoznali, ČO

nazývame harmonický priemer (harmonický stred). Rád im
pripomínam, že harmonický rad je nekonečný rad, v ktorom každý
jeho člen (okrem prvého) je harmonickým priemerom oboch svo-

jich susedných členov, napr. rad, ktorého n-tý člen an = .!., t.j.
n

~ 1 1 1 1 lId' di , . h ' vL.J k = + - + - + - + - +... ; tento ra Je ivergentný, Je o sucet
k=l 2 3 4 5
je +00 (skúste to dokázať). Ponúkam dve úlohy, ktoré približujú
a znázorňujú harmonický priemer dvoch veličín. Profesor Petr
Vopěnka vo svojom pojednaní Rozpravy s geometrií (Praha: Pa­
norama, 1989) sa vyjadril takto: V geometrickom svete sa krása
stretla s pravdou .... Je možné, že do geometrického sveta ne­
prišla krása za pravdou, ale pravda za krásou . . . . K de bude videná
pravda, tam bude hťadaná aj krása a naopak.

Uvidieť harmonický priemer

Úloha: Ukážte, že vel'kosť priečky lichobežníka, ktorá prechádza
priesečníkom jeho uhlopriečok a je rovnobežná so základňami, je
harmonickým priemerom velkostí oboch jeho základní.

Riešenie:
Označme patričné body ako na obr. 1., kde IAB I = a, ICDI = c.

Trojuholníky ABT a CDT sú podobné (podľa vety UU, rov­
nobežky preťaté priečkou - striedavé uhly). Potom platí lATI :

: ITGI = a: c, t.j. ITGI = ~ . lATI· Trojuholníky TFG a ABG sú
a

tiež podobné (podlá vety uu) s koeficientom podobnosti

ITCI ITFI
lACl IABI'
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D c

E

A B

Obr. 1

a·c
a+c

c
c

1+­
a

Teda mažeme vyjadriť ITFI = :~~: ·IARI, t.j.:

ITFI = c. IATI·IARI = c·IATI _--
a lATI + ITCI lATI + ~ . lATI

a

Podobne pre trojuholníky TEA a CDA s koeficientom podob-
. lATI lETl '

ností lACl = IDC! plat!

c . lATI c . lATI c . lATI ca· c
lETl = lACl = lATI + ITCI - cca + clATI + - . lATI 1 + -

a a

a·c 2
Potom platí IEFI = lETl + ITFl = 2 . -- = 1 1 a to je

a+c -+­
a c

harmonický priemer a, c.

Geometrické znázornenie známych priemerov

Úloha: Znázornite a odóvodnite vzťah medzi aritmetickým, geo­
metrickým a harmonickým priemerom dvoch kladných reálnych
čísiel:

2·a·b ~ a+b--< a·b<--a+b - - 2
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Riešenie:
Vieme, že:

DUŠAN JEDINÁK

2_ a+b
xa = --,

2
Xg=~,

2ab
Xh=-----

1 1 a+ b
a+b

Eahko ukážeme, že Va, b E jR+ platí:

(a-b)2>O

a2 - 2ab + b2 > O

a2 + 2ab+ b2 > 4ab

(a+b)2 >4ab

a+b>2~

a+b ~--> a2 -

teda x g < X a .

Podobne: Pre Va, b E jR+ platí:

(a-b)2>O

a2 - 2ab+ b2 > O

a3b - 2a2b2+ ab3 > O

a3b + 2a2b2+ ab3 > 4a2b2

ab . (a2+ 2ab+ b2) > 4a2b2

~ . (a + b) > 2ab

/ b
2ab

a+ >-­
- a+b

I+4ab

teda Xh < X s .

Tieto vzťahy mažeme aj znázorniť:

Arit ti k~. -( b)· I· , čt b t.i a + bfl me IC y priemer X a a, Je po OVICOU SUC u a+ , .J. -2-'

graficky polovicou úsečky zloženej z dvoch úsečiek dlžky a, b.
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Geometrický priemer xg(a, b) je druhou odmocninou súčinu vef­
kostí a, b, teda~, tam využijeme predstavu z Euklidovej vety
o výške.

Pre harmonický priemer získame predstavu úsečky držky

2 · a · b v· , l' hl . d I db' k (
b

využitím rovnoia osti vou uve enom o raz u tam
a+

~ +---+ f----+ t-;-t
platí IPSI = Jlib = IMAI;K = PRn AB,T = PK n MA):

R

B

Il+b
2

s

......--~p
k(S. (a+b)l2)

b

Obr. 2

Z podobnosti (rovnolahlostl) trojuholníkov KAT a KSP, tro­
juholníkov KAM a KBR platí:

ITAl IMAI
ISPI IBRI

po úprave tohto výrazu dostaneme

x ~
~ a+b

2

2·a·b
x= .

a+b

Aj geometricky sme znázornili, že pre každé dve kladné reálne
čísla a, b platí:

2·a·b ~ a+b---< a·b<--
a+b - - 2
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a to znamená, že

DUŠAN JEDINÁK

-<-<­Xh _ xg _ X a ·

Aj tam je harmonický priemer

Úloha: Vypočítajtevel'kosť výšky zrezaného rotačného kužefa, ak
vel'kosť obsahu jeho plášťaje súčtom vel'kostí obsahov jeho podstáv
(s polomermi R ar).

Riešenie: Vieme, že vel'kosť obsahu
plášťa zrezaného rotačného kužefa je
daný vzťahom

Sl = 1r·(R + r)·s, kde s = Jv2 + (R - r)2.

Súčet velkostí podstáv je S2 = 1r •

. (R2 + r2 ) . Potom podla zadania
úlohy platí Sl = S2 a teda aj

(R + r) . Jv2 + (R - r)2 = R2+ r2
1
2

(R+r)2. [v2 + (R - r )2] = (R2+ r2)2

2= (R2+ r2)2 -(R- )2
v (R+r)2 r

V2 = (R2 + r2)2 - (R - r)2 · (R + r)2
(R + r)2

V2 = (R2+ r2)2- (R2 - r2)2

(R + r)2

v2 = (R2 + r 2 + R2 - r2) · (R2 + r 2
- R2+ r2)

(R + r)2



S TÚŽBOU PO HARMÓNII

2. R2
• 2· r 2

V2= _

(R + r)2
2· R·r

v=---
R+r
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a to znamená, že výška takto požadovaného zrezaného rotačného

kužeľa je harmonickým priemerom vel'kostí polomerov prísluš­
ných podstáv.

Myšlienka na záver

Na svete neexistuje taká veda, ktorá dáva do pohybu tolko har­
mónie ako matematika. Vtipným mužom, ktorý predvídal úžasnú
praktickú použitelnosf mnohých matematických disciplín, bol Ja­
mes J. 8ylvester (1814-1897), anglický matematik, stelesnená pred­
stava toho, kto žije medzi ideálnymi číslami, vysoko nad problé­
mami všedného dňa. Svet nápadov, ktorý matematika obsahuje, je
oslavou božskej krásy. Spčeob, akým matematika spája všetky svoje
časti, je nekonečný poriadok a absolútny dokaz pravdy, ktorou sa
zaoberá.
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