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POCETNI ALGORITMY I - POZICNI SOUSTAVY

ANTONIN JANCGARIK!

Uvod

Prevazna vétSina vypocti, se kterymi se v praktickém zivoté
setkavame, se provadi v desitkové pozi¢ni soustavé. Pocitani do
desiti nas provazi jiz od détstvi. Dité pocita na prstech: ,,Jedna,
dvé, tii, ...deset“. Ve skole se pak uci déti pocitat nejprve do
deseti, pak do dvaceti, a to nejprve bez prechodu pres desitku a
nasledné s prechodem pres desitku.

Jednim z dtivodi, pro¢ desitka hraje tak velkou roli, jsou prav-
dépodobné nase ruce — mame piece deset prsti. Kdyby téch prsti
bylo vice nebo méné, mozna by se i nase pocitani ubiralo trochu
jinym smérem.

I tak neni desitkova soustava jedinou pouzivanou — sekund do
minuty je 60, stejné tak i minut do hodiny. Hodin do dne je 24,
coz jsou dva tucty, a na tucty se jesté nedavno pocitalo na trhu.
A dnti v tydnu méame 7.

Dokonce ani v historii matematiky nebyla desitkova soustava
jedina. Babylonska ¢iselna soustava pouzivala zaklad desitko-Sede-
satkovy, Mayové pouzivali soustavu pétko-dvacitkovou, Keltové
dvacitkovou (podle [1], str. 100-102), coz se dodnes odrazi ve fran-
couzskych nazvech ¢islovek.

MizZeme ale vyslovit hypotézu, Ze kdyby clovék mél jiny po-
¢et prsti, vypadala by dnes celd matematika jinak. Dokonce by
pro nas i nékteré vypocty byly paradoxné jednodussi, nebot de-
sitka ma pomérné malo délitel1, coz se neptiznivé projevuje jak na
podminkéach délitelnosti, tak na zapisu zlomki v pozi¢ni soustave.

V dalsim textu se pokusime ukézat, jaké vyhody a nevyhody
miize pocitani v jinych ¢iselnych soustavach prinaset. Veskeré pri-
klady, po vzoru vypravéni profesora Hejného o Bilandu a Trilandu

1 Tento piispévek byl napsin s podporou grantu GACR 406/05/P561.
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([2], str. 53-62), uvedeme pribéhem. Cilem nésledujicich tuloh je
demonstrovat pribéh vypoctu v jiné nez desitkové soustave. Za-
mérné nechceme, aby piiklady byly feSeny pfevodem do desitkové
soustavy, néasledujicim vypoctem a prevodem zpét. Hlavnim di-
vodem, pro¢ maji byt jiné ¢iselné soustavy zacleriovany do vyuky,
je objevit nezavislost algoritmi pro vypodlty na zvolené ciselné
soustaveé.

Vsechny tlohy jsou formulované tak, Ze hlavnim predstavite-
lem je ucitel. Divodem takovéto stylizace je, Ze byly vytvareny
na cviceni pro budouci uéitele matematiky. Stejné tak je vSak lze
preformulovat pro zaky, kdy budou vystupovat v roli ucitele nebo
jeho pomocnika.

Martané

O Martanech je vseobecné zndmo nékolik fakti. Napriklad:
Obyvaji planetu Mars a cestuji letajicimi taliri.
Jsou mali, zeleni a maji tykadla.
O maskovdnt jejich ¢innosti se stard organizace zvand MIB (Muzi
v cerném).

Meéné znamym faktem (pravdépodobné i diky ¢innosti MIB) je,
Ze Martané maji na rukou pouze tri prsty. Diky této zvldstnosti se
na Marsu nepouzivd desitkovd nybrz sestkovd soustava. Nyni vsak
jiz k samotnému pribeéhu. Diky vasim mimorddnym schopnostem
ucitele matematiky jste byl mezigalaktickou komisi vybran do vy-
meénného programu ucitelld a v ndsledujicich mésicich budete ucit
na Marsu. Nejprve tri dobré zprdvy. Po dobu pobytu vam bude
poskytnut slusivy zeleny oblecek s tykadélky, na Marsu miZete po-
uZivat stejné cislovky jako na Zemi a nemusite se ucit martansky,
protoze vam bude poskytnut automaticky tlumocnik. A ted jedna
spatnd zprava. Tlumocnik md jednu drobnou vadu, pokud pouZi-
jete nékterou z cislic 6,7,8,9, ozvou se z néj velmi, ale opravdu
velmi odpudivé zvuky.

1. Hodina — Zakladni ¢islovky

V ramci prvni hodiny je nutné seznamit zaky se zaklady poci-
tani. Nejprve tedy pfirozend ¢isla (pozor na tlumocnika): 1,2, 3, 4,
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5,10,11,12.... Pokud jste zvladli pfirozena ¢isla, miizeme pfejit
k zdkladnim zlomkim:

1 1 1 1 — 1

- = =02 -=0,1 =01 —=0]1

5 0,3 3 0, 1 0,13 : 0, 10 0,

Povsimnéte si posledni rovnosti, kterou znate jiz ze Zemé. Tato
rovnost plati ve vSech ¢iselnych soustavach bez ohledu na zvoleny
zaklad. Druhou zvlaStnosti je, Ze martanské zlomky maji v mno-
hem mensi mife nez zlomky pozemské nekonecny desetinny rozvoj.
V tomto ohledu je martanské pocitani vyhodnéjsi.

2. Hodina — Sc¢itani
Druhou hodinu zahajime nékolika jednoduchymi piiklady na
scitani jednocifernych cisel s prechodem pftes 10:

1+1=2 242=4 3+3 =10 444 =12 o+5 =14

Po tomto uvodu muizeme prejit ke s¢itani vétsich cisel. Vétsina
z nas pri s¢itani velkych cisel pouziva algoritmicky pristup: po-
stupuji odzadu, s¢itdm odpovidajici dvojici ¢isel; pokud je vysle-
dek mensi nez 10, napisi jej, pokud je vétsi nez 10, odectu deset;
vysledek napisi a jednicku pric¢tu k dalsi dvojici. Tento postup si
ukazeme na prikladu:

Uloha: Sectéte 154 + 235.

Reseni: Soucet 5 a 4 je 13, pisi 3 a 1 si pamatuji; 5 a 1 je 10 a 3
je 13, pisi 3 a 1 si pamatuji; 1 a 1 jsou 2 a 2 jsou 4, pisi 4. Tedy
154 + 235 = 433.

Zkuste si spocitat (s hlasitym prednesem) nékolik dalsich tiloh
(napf. 254 + 425, 311 + 245).

Poznamka: Tyto tlohy (vcetné hlasitého pfednesu) pouzivame
na cviceni se studenty a obvykle vzbudi velky ohlas. Studentiim
trva pomérné dlouho, nez se zorientuji, co se to vlastné déje. Bo-
huzel vsak maji velké potize tento komentar sami vytvorit, a to
presto, Ze jsou ulohy schopni spravneé spocitat. Pti vypoctu si totiz
vétsina z nich v duchu stale prevadi ¢isla do desitkové soustavy
a opét zpét, coz je pfi komentafi rusi (nebo naopak, v ¢emz je
komentar rusi).
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3. Hodina — Od¢itani

tani. Jak jsme jiz vidéli na predchozi hodiné, miizeme bez obav
pouzit standardni algoritmus, ktery jiz znadme ze Zemé. Opét si
jej budeme demonstrovat na pfikladu:

Uloha: Vypodtéte 2432 — 1 445.

Reseni: Poditame presné tak, jak jsme zvykli. Tedy 5 a kolik je
12,5 a 3 je 12, pisi 3 a 1 si pamatuji; 3 bez jedné je 2; 4 a kolik je
12; 4 a 4 je 12. Pisi 4 a 1 si pamatuji; 4 bez 1 je 3; 4 a kolik je 13;
4 a b je 13. Pisi 5 a 1 si pamatuji; 2 bez 1 je 1; 1 bez 1 je 0. Tedy
2432 — 1445 = 543.

Mizete provést zkousku souctem.

Doporucéujeme opét spocitat nékolik vlastnich tloh.

4. Hodina — Nasobeni a déleni

U nésobeni je dobré zacit nékolika jednoduchymi tlohami:
323 =13 52 =14 H#5 =41 3%x5 =23 4x4 =24

14/2=5 23/5=3 20/4=3 12/4=2 10/3 =2

Opét bychom mohli s ispéchem pouzit algoritmus pro pisemné
nasobeni a déleni. Na této hodiné vSak upfeme pozornost trochu
jinam, a to na triky, které usnadiiuji a urychluji ndsobeni. Prvnim
trikem je (10 —1)*xn = 10*n —n. Tedy 55 = (10 — 1) *
5 =50 —5 = 41. Obdobné 123 x5 = 1230 — 123 = 1103.

Ze Zemé zname dalsi trik. PFi ndsobeni péti je rychlejsi nasobit
deseti a délit dvéma.

3%x222=1110 321 =103

Poslednim trikem, ktery budeme transponovat ze Zemé, je
umoctiovani ¢isel koncicich na é&islici 5.

123%123 = 100%12%13+13 = 100% (13% 13 —13)+13 = 100 *
((100 * 2 + 13) — 13) + 13 = 20013
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5. Hodina — Prvo¢éisla a dalsi zvlastnosti

Posledni hodinu, dfive nez pristoupime k délitelnosti a prvo-
¢islim, vénujeme teorii Cisel. Poznamenejme jeden velmi pozo-
ruhodny fakt; na Marsu je ¢islo 10 nejenom c¢islo trojihelnikové
(rovna se souctu prvnich n ¢isel), ale dokonce i ¢islo dokonalé
(rovna se souétu déliteli mensich nez ¢islo samotné). Ale nyni jiz
k prvocisltim.

Rada prvodéisel je pomérné jednoducha: 2,3, 5,11, 15, 21,25, 31,
35, ...

Uloha: Dokazte, ze kazdé prvoéislo vétsi nez 10 ma jako posledni
¢islici bud éislici 1, nebo ¢islici 5.

Reseni: Suda ¢isla maji na konci sudou é&islici. Cisla délitelna tfemi
maji na konci bud 0, nebo 3 (tady jiz mame prvni znaky délitel-
nosti). Na prvoéisla tak zbyvaji ¢islice bud 1, nebo 5. VSimnéte
si, Ze tento dikaz je mnohem jednodussi nez pozemsky dikaz, ze
prvocisla lze nalézt ve tvaru 6k + 1 nebo 6k — 1.

Uloha: Naleznéte postac¢ujici podminku, aby &islo bylo délitelné
Cisly 5 a 11.
Resend: Zde pouzijeme podminku, kterou jiz zndme ze Zemé pro
¢islo 9 (té na Marsu odpovida &islo 5) a 11: Cislo je délitelné &islem
5 (resp. 11), pokud je ¢islem 5 (resp. 11) délitelny ciferny soucet
délany po dvojicich.
Ukazka: 4512 — 45+12 — 101 — 2 Cislo 4 512 neni délitelné ani
9, ani 11.

3212 — 44 cislo 3212 je délitelné 11, ale neni délitelné 5.

Pro délitelnost ¢islem 11 mtizeme také pouzit rozdil ciferného
sou¢tu sudych a lichych ¢islic a pro délitelnost péti jednoduchy
ciferny soucet.

Domaci ukol 1: Zkuste nalézt kritérium délitelnosti pro ¢islo 15.

Obri z Gatu

Nyni se dostdvame k druhému pribéhu. Shodou okolnosti jste
se po svém ndvratu z Marsu propadli do historie a dostali jste
se do dob krdle Davida, do kniZectho mésta filistinskjch Gdtu.
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V tomto mésté Ziji zndmi obri. Nejzndméjsi z nich je diky Bibli
Golias, ktery se dostal i do vdnoéniho chordlu Narodil se Kristus
Pdn. Abyste se uzivil, prijal jste misto domdciho ucitele matema-
tiky v jedné z obrich rodin. Brzy po svém ndstupu jste vSak zjistil
velmi neprijemnou véc. Obri maji kromé nadlidskeé velikosti i ji-
nou télesnou zvldstnost: na kaZdé ruce i noze magji 6 prsti (srovnej
s II. Sam 21.20). A protoze jsou obi velci patrioti a jsou na své
télo nalezité hrdi, vsichni pouZivaji poziéni soustavu o zdkladu 12.
Kromé normdlnich ¢islic maji tedy jesté dvé dalsi, které budeme
pro zjednoduseni zapisovat A a B (viz [3]). Jesté jedno varovdni,
obr opravdu, ale opravdu, nesndseji, pokud se nékdo snazi ucit
jejich déti pocitat v desitkové soustavé! (A dostat pohlavek od roz-
zureného obra neni vibec prijemné.)

1. Hodina — Zakladni ¢islovky

Nejprve si tedy zopakujeme, jak obii pocitaji:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,A4,B,10,11,12,13, 14,15, 16,17, 18, 19,
1A4,1B,20,...

A nyni se miZeme podivat na zakladni zlomky.

1 1 1 1 S 1
l— - = 4 e - = - =
5 0,6 3 0, 1 0,3 s 0,2497 5 0,2
1 1 e 1 1 N
o — 0,1 —_— = ,l A - = 0,14 -_ = ,12 7
3 6 - 0,186A35 5 " 0 9
1 - 1
—=0,1 — =0,1
B ’ 10 ’
PovS§imnéte si vztaht mezi -;—, ;11~ a %.

2. Hodina — Séitani

Poté, co jsme se seznamili se zakladnimi ¢islovkami, miZeme,
stejné jako na Marsu, pristoupit ke s¢itani. Na rozdil od Marsu,
kde se nam nékterych ¢islic nedostavalo, v Gatu ndm budou né-
které cCislice prebyvat.

3+3 =6 T+7 =12 84+3 =28 B+B=1A o+7 = 10
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V ramci s¢itani mizeme zkusit s¢itat i nékteré zlomky:

1 1 1 1 15
+ o=z

1 1 5 1 L1
2 3 6 3 6 2 10 5 50

Pozor na posledni zlomek, tento zlomek je jiz v zakladnim tvaru
a nelze jej kratit, nebot jak uvidime dale, ¢islo 15 je prvodislo
a nedéli 50, proto je s ¢islem 50 nesoudélné. Zkuste rozhodnout,
které zlomky se séitaji jako na Zemi a u kterych je nutné davat
pozor na obii zvlaStnosti.

Domaci tikol 2: Sectéte 1583 + 2742.

3. Hodina — Odc¢itani

JiZ na Marsu jsme zjistili, Ze pro pisemné odcitani miizeme
pouzivat klasicky pozemsky algoritmus, musime vSak vzdy prihli-
zet k nékterym zvlaStnostem soustavy, ve které pocitame. Proto
napriklad:

10-5=7 B-A=1 18— B=9 BB -AA=11

Obdobné probihd odc¢itani desetinnych cisel, trochu slozitéjsi je
odcitani zlomki:
1 1 10 5 7 1 1 B A 1 1

5 1 50 50 5 A B 92 92 92 (A+B)

Vsimnéte si posledniho vysledku. Mtzeme si uvédomit, ze vztah
1/n—1/(n+1)=1/(n*(n+ 1)) (a mnoho obdobnych rovnosti)
plati naprosto obecné, bez ohledu na pouzitou ¢iselnou soustavu.

4. Hodina — Nasobeni a déleni

Nasobeni a déleni opét nepfinasi nic nového, pouzivame stale
stejny algoritmus. Jediné, s ¢im se musime vyrovnat, je, Ze nékteré
nasobky vypadaji ponékud podivné. Napriklad nasobky tii jsou
3,6,9,10,13,16,19,20,..., nebo nasobky Sesti jsou 6, 10, 16, 20, 26,
... Trochu potizi obvykle délaji nasobky c¢isel A a B. Pfi nasobeni
¢islem B, ale mizeme s uspéchem pouzit vztah B = 10 — 1. Proto
napiiklad Ax B = A0 — A= A0—- (10— 2) = A0 — 10+ 2 = 92.



16 ANTONIN JANCARIK

v

Nésobeni ¢islem A je slozitéjsi, miZeme ale pouzit bud A = 10—2,
nebo A =2 % 5.

Postupné jsme se dostali k nejtézsi ze zakladnich operaci, a
tou je déleni. Mozna je pro nas jako pro ucitele velmi pou¢né vy-
zkouset si déleni dvou vicemistnych ¢isel ve dvanactkové soustave,
abychom si uvédomili, jaké potiZze mohou mit nasi Zaci pfi déleni
(predevsim pfi urcovani spravného nasobku) v desitkové soustave.
Pti déleni totiz na rozdil od nasobeni vicemistnych cisel nevysta-
¢ime s malou nasobilkou (uvédomte si, Ze obfi mald nasobilka je
téméf o polovinu vétsi nez naSe mald nasobilka).

Priklad: 1001 :11 = B1

BB
11
0

Domaci ukol 3: Vypocitejte 1000/18.

5. Hodina — Délitelnost

Posledni hodinu vénujeme kritériim délitelnosti. Nejprve jed-
noduchéa ¢isla. Délitelnost cisly 2,3,4,6 a 10 rozpozname podle
posledni éislice. Délitelnost ¢isly 8 a 9 pozname podle poslednich
dvou ¢islic, éislem B podle ciferného souétu (odivodnéte). Zby-
vaji tedy Cisla 5,7 a A, pri¢emz Cislo A je 2 * 5. Staci tedy urcit
kritéria pro délitelnost Cisla 5 a 7. Nejprve vyfesime piiklad pro
¢islo 5. NapiSeme si nasobky:

5,A,13,18,21,26,2B, 34, 39, 42,47, 50

Vzhledem k tomu, Ze neni vidét Zzadné jednoduché pravidlo, po-
uZijeme jedno z univerzalnich kritérii, které jiz zname z desit-
kové soustavy. Pokud ma ¢islo vice nez ¢tyfi mista, rozdélime jej
na Ctverice, a ty s¢itdme. Tento postup opakujeme, dokud mame
vice nez ¢tyfmistné &islo. Potom vezmeme déislici na fadu jedno-
tek, pri¢teme k ni dvojnasobek éislice na fadu desitek, ¢tyfnasobek
Cislice na fadu stovek a trojnasobek ¢islice na fadu tisici. Tento
postup muZeme pripadné zopakovat. Pokud je vysledné cislo dé-
litelné péti, je péti délitelné i pivodni Eislo.
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Domaci ukol 4: Odvodte obdobny postup pro délitelnost 7.

ResSeni domacich tkol

Domaci kol 1: Lze nalézt napiiklad nasledujici kritérium: Cislo
je délitelné ¢islem 15, pokud je délitelny 15 soucet Cislic na pozicich
ve tvaru 4k +1 minus 5krat soucet Cislic na pozicich ve tvaru 4k +2
plus 3krat soucet cislic na pozicich ve tvaru 4k + 3 minus 4krat
soucet Cislic na pozicich ve tvaru 4k.

Domaci tukol 2: 158% - 274% - 411%
Domaci ukol 3: 1000: 18 = 72%
Domaci tikol 4: Cislo je délitelné sedmi, pokud je sedmi délitelny

soucet lichych éislic plus pétkrat soucet sudych cislic (pocitané
odzadu).

Zaveér

Na nékolika piikladech jsme se snazili demonstrovat, jak probi-
haji vypocéty ve dvou riznych éiselnych soustavach. Tyto a ob-
dobné priklady autor pouziva na cviceni se studenty. Zcela jed-
nozna¢né vyburcuji studenty z letargie a donuti je divat se na
problémy s¢itani a nasobeni trochu jinak. Pocitani v jinych cisel-
nych soustavach neni, na rozdil od pfikladi na prevadéni mezi
soustavami, mechanickym cvi¢enim. Vyzaduje aktivni sledovani
celého postupu a rozhodnuti, které algoritmy a triky lze do té které
soustavy transformovat. V nékterych ptripadech lze pfevodem do
vhodné Ciselné soustavy fesit i nékteré ulohy zadané v desitkové
soustavé. Jiz jsme se seznamili s jednoduchym diikazem provede-
nym v Sestkové soustavé, Ze prvocisla vétsi nez 3 lze nalézt pouze
ve tvaru 6k + 1 nebo 6k — 1. Na zavér si ukazeme jinou ulohu:

Uloha: Dokazte, ze 15 déli 168 — 1.

Reseni: Ulohu vyfesime v 16-kové soustavé. Prepiseme zadani:
Dokaizte, Ze ¢islo F déli 108 — 1.
Reseni: 108 —1 = FFFFFFFF = F x 11111111

Uvedené feSeni je kratké a elegantni, pfevodem do vhodné sou-
stavy lze ukazat, zcela obecné, Zze b—1 déli bn—1 pro b, n pfirozena,
a to bez vyuziti polynomaii.
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