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OBRAZ KUZELOSECKY V KRUHOVE INVERZI

MiLADA KOCANDRLOVA

Pokud v ucebnicich ¢i priruckach, vénovanych geometrii, je
uvedena kruhova inverze, je ¢asto pouzivana ke konstrukénim tlo-
héam o kruznicich, napf. v [1]. Moderni vypocetni technika a mate-
maticky software oteviraji dalsi moznosti vyuziti kruhové inverze.
Jednu z téchto moznosti uvedeme v nasledujicich fadcich. Uréime
obrazy kuzelosecek pri rizné volbé kruhové inverze. K tomu bu-
deme potiebovat analytické vyjadieni kruhové inverze i kuZelose-
cek.

Kruhova inverze o stfedu O a koeficientu k # 0 je zobrazeni
roviny (bez bodu O) na sebe, které zobrazi kazdy bod X # O na
bod X’ tak, Ze polopfimky OX a OX’ jsou totoZné pro x > 0,
opacné pro k < 0 a

|0X]-10X'| = |s. (1)

Pro samodruzné body inverze plati |OX| - |OX| = |&|, tedy sa-
modruzné body inverze lezi na kruZnici k£ o stfedu O a poloméru
\/m . Odtud néazev kruhové. V piipadé kladného koeficientu & je
kruznice k bodoveé samodruzna. Pro k < 0 kruZnice k£ neni bodové
samodruzna, viz nasledujici konstrukce.

Z vlastnosti (1) je zfejma konstrukce obrazl a vzort v inverzi
a dalsi jeji vlastnosti:

1. Pro k > 0 predstavuje rovnost (1) Eukleidovu vétu o od-
vésné, obr.1a. Polomér kruznice k£ samodruznych bodu je

roven \/_

2. Pro k¥ < 0 je polomér kruznice k roven /|k|. Obraz X' li-
bovolného bodu X # O uréime tak, Ze nejdfive sestrojime
obraz X v kruhové inverzi s koeficientem & > 0 a potom
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Obr. 1

k bodu X jeho obraz X’ ve stfedové soumérnosti se stie-
dem O, obr.1b. Je-li bod X na kruznici k, potom jeho obraz
X’ je s bodem X stfedové soumérny podle stiedu O.

Tedy kruhové inverze se zapornym koeficientem & je sloZena
z kruhové inverze s kladnym koeficientem « a stfedové sou-
mérnosti se stftedem O. KruZnice k v tomto pfipadé neni
zfejmé bodoveé samodruzna.

3. Zfejmé vsechny vnitini body kruhu uréeném kruznici k sa-
modruznych bodi se zobrazi do bodi vnéjSich a naopak.
Aby bylo zobrazeni vzajemné jednoznaénym zobrazenim ro-
viny na sebe, pfiddvame k roviné nevlastni bod O jako
obraz, resp. vzor ke stfedu O inverze. Potom je ziejmé, ze
kazda pfimka prochdzejici stfedem inverze je samodruzni,
ale ne bodové. Obrazem, resp. vzorem kruznice, jdouci stie-
dem inverze, je pfimka. Dalsi vlastnosti kruhové inverze na-
jdete v [1].

Analytické vyjadieni kruhové inverze

Stfed O kruhové inverze zvolime v pocatku kartézské soustavy
/
= g s 4 .Y Yy ¢
soufadnic. Podle (1) s vyuZitim podobnosti = = =, obr. 2, dosté-
vame zobrazovaci rovnice kruhové inverze
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Dosazenim zobrazovacich rovnic (2) do rovnice

ar’ + by +c+d(x? +y'?) =0 (3)

primky pro d = 0, resp. .kruinice pro d # 0, dostaneme po Upravé
rovnici vzoru k obrazu (3)

akzx + bry + c(z® + ) + dk® = 0. (4)

Jakého typu je vzor a jeho obraz nebude problém urcit podle koefi-
cienti a, b, ¢, d. Téz se daji odvodit dalsi znamé vlastnosti inverze
uvedené napi. v [1].

Pti volbé stfedu kruhové inverze v pocatku je vyhodné vyuzit
polarnich soufadnic p, ¢. Kruhova inverze mé jednoduchou rovnici

0-0 = |kl (5)

Obraz kuzZelosecky v kruhové inverzi, kdy stfed inverze
neni jejim bodem

Obrazem kuzelosecky v kruhové inverzi, jejiz stied O neni bo-
dem této kuzelosecky, je kvartika. Rovnici kuzelose¢ky napiSeme
ve tvaru

Az? + Bzy+ Cy* + Dz + Ey+ F = 0. (6)
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Rovnici (6) vyjadiime v polarnich soufadnicich, dosadime do ni
T = pcosyp, y = psing,
Ap? cos? @+ Bo?sin P Cos Y + Co? sin? p+
+ Docosp + Epsingp + F = 0.

Protoze podle (5) je o = 5, plati pro obraz kuzelosecky (6)

k% (Acos® ¢ + Bsinpcosg + Csin? )+
+ ko' (D cosp + Esinp)+ Fo'? = 0.

Prfechodem zpét ke kartézskym soufadnicim 2’ = o' cosy, vy =
= o’ siny pro obraz kuZeloseky (6) dostdvame rovnici
HZ(A:E’2 —{—Bm’y’ 2, C’y'2)+
+ K,(.D.'El + Ey’)(:l:’2 +y/2) +F(.’IJ,2 +y12)2 = [}, (7)

1. Stfed inverze je stfedem kuZelosecky

a) Pro elipsu ve stfedovém tvaru v rovnici (6) je

1 1
A=~,B=0,C=5,D=E=0, F=-1

Dosazenim do rovnice (7) dostdvame jeji obraz, je jim elipticka
lemniskata.

2 2 12 12
z Yy 2 [ L Y a2 1272
5'2—+b—2—1->l‘c (;2-+b_2)_(x +y'“)°.

Po upravé
K,z(b2.’1:,2 + a2y12) — a2b2(x’2 +y/2)2.

Pro k = ab je to Boothova lemniskata (nebo také Helmertova
k¥ivka), obr.3. Vlastnosti lemniskaty a konstrukce jejich bodt
s vyuzitim kruhové inverze najdete ve [4].
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Obr. 4

b) Pro hyperbolu ve stfedovém tvaru v rovnici (6) je

Dosazenim do rovnice (7) dostavame jeji obraz, je jim hyperbo-
licka lemniskata

12

2 12
9 T



134 MILADA KOCANDRLOVA

Po tpravé
k20222 — a2y'?) = a2b?(z'? + y'2)2.
Pro k = a?, pro rovnoosou hyperbolu je rovnici
(22 +y?)? = a®(2"® — y'?)

uréena Bernoulliova lemniskata, obr.4. Vyuziti kruhové in-
verze pro konstrukci bodd lemniskaty najdete v [5].

2. Stfed inverze je v ohnisku kuZelosecky

Bude vyhodnéjsi kuzelosecku i jeji obraz v inverzi vyjadrit
v polarnich soufadnicich. Rovnice kuzelosecky je

o P
1+ecosp’
kde p = ’;—2 je parametr a € = £. Pro elipsu je € < 1, pro hyperbolu
je € > 1 a pro parabolu je € = 1.
2
-3 ...2 -
-2
Obr. 5
1

a) Rovnici p = ————— je uréena parabola y? = 1 — 2z. V kru-
1+4+cosep
hové inverzi s koeficientem « = 1 ji podle (5) odpovida kfivka,

uréend rovnici ¢’ = 1 + cos ¢, kterd se nazyva kardioida, obr. 5.
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2

3+ 2cosp
a v kruhové inverzi s koeficientem 1 ji odpovida podle (5) kiivka,

dana rovnici ¢’ = % +cos p, kterd se nazyva Pascalova zavitnice

\ |

Obr. 6

b) Rovnici ¢ = je ur€ena elipsa 25(z + §)? +45y* = 36

Obr. 7

1

— = jeurdena hyperbola 9(z — 2)2 — 3y? =
1+2cosg0‘]e uréena hyp (o= %) Y

¢) Rovnici p =
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= 1, které v inverzi s koeficientem 1 podle (5) odpovidé zéavitnice
o =1+ 2cosy, obr.7.

Obraz kuzelosecky v inverzi se stfedem na ni

Je-li stfed inverze bodem kuzelosecky, je jejim obrazem racio-
nalni kubika.

Navic uvazujme, ze se kuzelosecka dotyka jedné z os souradnic,
napf. osy y v pocatku O. Potom rovnice (6) ma tvar

Az® + Bzy + Cy® + 2 =0. (8)
V polérnich soufadnicich
0(Acos? ¢ + Bsinpcosp + Csin® @) + cosp = 0.
Dosazenim p = § dostavame rovnici ‘
k(A cos® ¢ + Bsingcosyp + Csin® @) + o’ cosp =0

a pfechodem zpét ke kartézskym soufadnicim ma rovnice kubiky
tvar

k(Az'? + Bx'y' + Cy'?) + ' (2" + y'?) = 0. (9)

5 /

NP o \ Y, : | T
Obr. 8

a) Parabola y = 2z% m4 rovnici v polarnich soufadnicich p =
_ singy
" 2cos2
zem Dioklova kissoida y'? = 2/2(2 — ¢/) s asymptotou y’' = 2
a bodem vratu O, obr. 8.

. 'V kruhové inverzi s koeficientem x = 1 je jejim obra-
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b) Hyperbola (y + 2)? — 4x% = 4, v polarnich soufadnicich ¢ =
1o
= smcp. 5—, se v kruhové inverzi s koeficientem xk = 1
4 cos? ¢ —sin“ p
zobrazi na kubiku 42’3 + y'2 + 42'%(y’ — 1) = 0 s asymptotou

vy’ =1 a uzlovym bodem O, obr. 9.

4
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c) Elipsa 422 + (y — 2)? = 4, v polarnich soutadnicich

4sinp . . .
0= —5 , se v kruhové inverzi s koeficientem x = 1
sin® ¢ + 4 cos? ¢

zobrazi na kubiku 4y'3 —y'2 +42'2(y' —1) = 0 s asymptotou ¢’ = 1
a izolovanym bodem O, obr. 10.
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