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GRAFY, MATICE A MATROIDY

ZUZANA VOGLOVA

Uvod

Pojem matroid se v matematice vyskytuje uz vice nez sedm-
desat let. Presto malokdo vi, co to matroidy jsou, v jaké oblasti
matematiky se s matroidy vlastné mtzZeme setkat a k ¢emu je lze
vyuzit.

Teorie matroidi je Casti diskrétni matematiky, kterd je tzce
propojena s teorii grafli, se svazy, kédovanim, projektivni geo-
metrii a linearni algebrou. Matroidy maji velky vyznam pro kom-
binatorické optimalizace a jejich aplikace v elektroinZenyrstvi a
statice.

Z historie matroidu

Samotny pojem matroid zavedl americky matematik Hassler
Whitney', ktery se zabyval teorii grafil, topologii a maticemi. Pfi
studiu grafii a matic si v§iml nékterych spoleénych vlastnosti sys-
tému hran v grafech a sloupctt v maticich. Ty popsal v ¢lanku [3]
v roce 1936. V tomto ¢lanku dale popsal celou fadu vlastnosti
matroidl, vztahy mezi matroidy a maticemi a mezi matroidy a
grafy.

Nez ukazeme nékteré spolecné vlastnosti hran v grafech a sloup-
cl v maticich, pfipomenme si nékolik pojmii z teorie grafi. Graf
se sklada z uzli a hran. Je-li mnozina uzli konecna, ifikame, Ze graf
je konecny. Uzly si miZeme predstavit jako malé krouzky v roviné

l1Whitney se narodil v roce 1907 v New Yorku, v roce 1928 absolvoval na
univerzité v Yale. Na Harvardu v roce 1932 ziskal doktorat, disertaci The
Coloring of Graphs napsal pod vedenim G. D. Birkhoffa. V roce 1946 byl
jmenovan fadnym profesorem na Harvardu, kde ptsobil az do roku 1952.
V roce 1977 odesel do diichodu a roku 1989 zemfel ve Svycarsku.
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a hrany jako spojnice mezi nimi. JestliZe je uzel v koncovym bo-
dem hrany h, fikdme, Ze je s hranou h incidentni. Stupen uzlu u je
¢islo oznacujici pocet hran, které jsou s uzlem u incidentni. Uzel,
jehoZ stupen je roven nule, se nazyva izolovany. Nulovym grafem
rozumime graf, ktery neobsahuje Zadnou hranu ani uzel.

Na obrazku 1 je graf, ktery se sklada z uzla Vi, Vo, Vs, Vi, Vs, Ve,
V7 a hran ey, e, e3, €4, €5, €6, €7, €g. Nejvyssi stupen ma uzel V; —
stupenn 4. Uzly Vi, Vs, V3 maji stupen 3, uzel V5 ma stupen 2,
uzel Vg ma stupen 1, uzel V7 je izolovany.

Obr. 1

Hrany v grafu mohou byt ,orientovany“, tj. je vyznacen smér,
od kterého uzlu ke kterému prislusna hrana vede. V nékterych
grafech mohou byt dva uzly spojeny vice neZ jednou hranou, mlu-
vime o tzv. ndsobnych hrandch. Nékdy také pfipoustime v grafu
tzv. smycky, tj. hrany vedouci z uzlu do sebe samotného. My bu-
deme v dalsim grafem rozumét neorientovany konecny graf, ktery
miliZze obsahovat nasobné hrany i smycky. Prifadime-li kazdé hrané
redlné Cislo (tzv. ohodnoceni hrany), ziskdme tzv. ohodnoceni
graf.

Podgraf G’ grafu G je graf, ktery obsahuje nékteré hrany
grafu G a uzly, které jsou s témito hranami incidentni. Graf nazy-
vame souvisly, jestlize jsou kazdé dva uzly tohoto grafu propojeny
posloupnosti hran. V opacném piipadé se graf nazyva nesouvisly.

Graf na obréazku 1 je nesouvisly. Pokud bychom z tohoto grafu
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odstranili uzel V7, ziskali bychom graf souvisly.

Cést grafu na obrazku 1, ktera se sklada z uzla Vi, Vs, Va3, Vy a
hran e;, e, €3, e4, je prikladem tzv. kruZnice. Pocet uzli v kruznici
nazyvame jeji délkou.

Protoze jsme pro ucely tohoto ¢lanku povolili ndsobné hrany i
smycky, pfipoustime i kruznice délek 1 a 2. Na obréazku 2 je jsou
kruznice délek 1, 2 a 3.

QOA

Souvisly graf, ktery neobsahuje jako podgraf Zddnou kruznici,
se nazyva strom. Kostrou grafu G rozumime takovy souvisly pod-
graf grafu G, ktery obsahuje vSechny uzly grafu G a neobsahuje
jako podgraf zadnou kruznici.

Rikéme, Ze podgraf grafu je nezdvisly, jestlize neobsahuje kruz-
nici. MnoZina hran nezavislého podgrafu se nazyva nezdvisld. Na-
priklad mnozina I v8ech nezavislych mnozZin grafu G z obrazku 3
je mnozina

{0, {e1}, {e2}, {ea}, {es}, {e1, ez}, {e1, 5}, {e2, ea}, {e2, €5}, {e€a, €5} }.

Nezavislé mnoziny hran kazdého grafu splnuji nasledujici tii
vlastnosti:

(I1) Prazdna mnozZina je nezévisla.
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(I12) Jestlize je mnozina X nezavisld a Y C X, potom také Y je
nezavisla.

(I3) Jestlize U,V jsou nezavislé mnoziny takové, ze |U| < |V]|
(kde |U| znaci podet prvki mnoziny U), potom existuje pr-
vek z € V — U takovy, Zze U U {2} je nezavisla mnozina.

Mnoziny vytvorené z hran grafu G, které nejsou nezavislé, nazy-
vame zdvislé; mnozinu vSech zavislych mnozin oznac¢ime D. Pro
graf G je D = {{es}, {e1,e3}, {e1,ea}, {€2,e3},{es,ea},{es, €5} }U
U{X C E;| X |> 3}. Mnozinu minimalnich (vzhledem k inkluzi)
zavislych mnoZin oznac¢ime C. Jde o ty mnoziny hran, které vytvori

v grafu G kruZnici a neobsahuji Zadnou hranu, ktera by do této
kruznice nepatfila. Pro graf G je tedy C = {{es}, {e1, e4}, {€1, €2, €5},
{ea, e4,e5}}. Je ziejmé, Ze plati:

(C1) prézdnd mnoZina neni zavisla,

(C2) jsou-li Cy, C2 minimdlni zavislé mnoziny a C; C C5, potom

C) = Cs.
Dale plati:

(C3) jsou-li C1,Cy minimalni zavislé mnoziny takové, ze Cy # Cy
a e € C;NCy, potom existuje minimalni zavisla mnozina Cy
takovd, Zze C3 C (C1 UC») —e.

Maximélnim nezdvislym mnoZindm fikdme bdze. (Jsou to ty
nezavislé mnozZiny, k nimZ uZz nelze pridat zadny prvek navic, aby
zustaly nezavislé.)

Podobné vlastnosti jako jsme popsali u hran grafu, miZeme
najit i u sloupctt v matici. Pfipomenime si, Ze matici rozumime
obdélnikovou & étvercovou tabulku prvki néjaké mnoziny. Déle
budeme mluvit pouze o maticich realnych ¢isel.

Sloupce matice mohou byt linedrné zavislé nebo linedrné neza-
vislé. Pokud je néktery sloupec linedrni kombinaci jinych sloupct,
fikdme, Ze jsou tyto sloupce linedrné zdvislé. V opa¢ném piipadé
se nazyvaji linedrné nezdvislé. Uvazujme matici A,

100 11
A=<01001>’
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jeji sloupce oznacime ¢y, ¢, 3, ¢4, c5. Mnozina linearné nezavislych
sloupctii matice se nazyva nezdvisld.

Je-li dana matice, mnozinu vSech jejich nezavislych mnozin
oznacime I. Snadno se lze presvédcit, Ze mnozZina I pro vySe uve-
denou matici A vypada takto:

{0,{c1}, {c2}, {ca}, {cs}, {e1, 2}, {e1,e5}, {ca, ca}, {ca, c5}, {ca, 5} )

a zfejmeé spliiuje vlastnosti (I1) — (I3). Ostatni mnoZiny vytvorené
ze sloupclh matice A jsou zavislé.

Téchto a dalsich podobnych vlastnosti si v§iml pravdépodobné
i Whitney a proto se pokusil vytvorit néjakou obecnéjsi matema-
tickou strukturu, ktera by vSechny tyto vlastnosti spliiovala. Tuto
novou strukturu nazval matroidem.

Zakladni pojmy a vlastnosti matroidua

Matroidem rozumime uspotfadanou dvojici (E,I), kde E je ko-
necnd mnozina a I je mnozina podmnozin mnoziny E spliujici
vlastnosti (I1) — (I3). Mnozinu E nazyvame zdkladni mnoZinou
matroidu. Matroidy lze definovat nékolika riiznymi, avsak ekviva-
lentnimi zplsoby. K jejich definovani lze kromé nezavislych mno-
zin pouzit také kruznice, baze, zavislé mnoziny a dalsi.

Matroid tedy muZeme vytvofit z grafu (resp. matice) nésle-
dovné. Zékladni mnozinu matroidu tvori vSechny hrany daného
grafu (resp. sloupce dané matice). MnoZinu I potom tvofi neza-
vislé mnoziny grafu (resp. mnoZina linedrné nezavislych sloupct
matice).

Matice A a graf G uvedené diive, byly voleny tak, aby mat-
roidy z nich vytvofené, byly izomorfni (matroidy M; a M; jsou
izomorfni, jestliZe mezi zdkladnimi mnozinami matroidl existuje
takova bijekce ¢, Ze pro kazdou mnozinu X C E(M;) plati: ¢(X)
je nezavisla v M, praveé tehdy, kdyz je X nezavisla v M;).

Whitney v jiz zminovaném ¢lanku popsal celou fadu vlastnosti,
které matroidy splnuji. Na Whitnyho dale navazovali naptiklad
S. MacLane, G. Birkhoff, B. L. van der Waerden, R. Rado a dalsi.
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UzZiti matroidu

Ted uz tedy vime, co jsou to matroidy. A k ¢emu je lze vyuZzit?
Z mnoha riznych vyuziti si ukazme jedno, které se vztahuje k te-
orii grafi. Pfedstavme si nasledujici problém: mame deset mést,
ktera chceme propojit kabelovou siti. Nagim tkolem je vybudovat
kabelovou sit tak, aby kazda dvé mésta byla propojena. Zname
néklady na propojeni kazdé dvojice mést a pozadujeme, aby vy-
budovani sité bylo co nejlevnéjsi.

Jak pristoupime k feSeni tohoto problému? Jednotliva mésta
znazornime jako uzly grafu a hrany tohoto grafu budou predstavo-
vat kabelové spojeni. Naklady na vybudovani kabelové sité mezi
jednotlivymi mésty budou odpovidat ohodnoceni hran. Jak tedy
bude vypadat feSeni? Urcité ne tak, jak je uvedeno na obrazku 4.

\//k/

Na tomto obrazku totiz nejsou vSechna mésta vzajemné propo-
jena. V terminologii teorie grafii to znamena, Ze graf neni souvisly.
Hledanému feSeni neodpovidé ani graf na obrazku 5.
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Nékteré hrany jsou v tomto grafu zbytecné. Naptiklad mezi
mésty 4, 5 a 6 jsou tfi hrany. Pritom postaci jen dvé z téchto tii
hran a takové reSeni jisté bude ,levnéjsi“. Hledame graf, ktery
bude souvisly a nebude obsahovat Zadnou kruZnici, tedy hledame
strom.

Ze zadani prikladu je zfejmé, ze v grafu na 10 uzlech hleddme
kostru, jejiz soucet ohodnoceni je co nejmensi. Hledame tzv. mi-

v ev s

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze je dana tloha trivialni.
Pocet koster v grafu na 10 uzlech jisté bude koneény. VypiSeme
tedy vSechny kostry, spofteme soucty jejich ohodnoceni a vybe-
reme tu kostru, jejiz ohodnoceni bude minimalni. Jenze skutecnost
je komplikovanéjsi. Jiz v roce 1899 dokézal anglicky matematik
Cayley, ze pocCet koster v uplém grafu (coz je graf, kdy je kazdy
uzel propojen hranami se vSemi ostatnimi) na n uzlech je roven
¢islu n™®~2. V nagem pripadé tedy dostavame 100 000 000 rfiznych
koster. V piipadé 100 mést uz ziskavame 100°® koster, coz presa-
huje moznosti i téch nejvykonnéjsich pocitaci. I kdybychom meéli
pocitac, ktery projde milién koster za sekundu, vyhledani vsech
koster by mu trvalo 10'® sekund. Vzhledem k tomu, Ze stafi na-
$eho vesmiru je priblizné 1,5-10'7 sekund, ztrati nadéje i ti nejvétsi
optimisté.

Je tedy zrejmé, Ze ke hledani miniméalni kostry potfebujeme
znat vhodny algoritmus, ktery cely proces urychli. Algoritmi pro
hledani minimalni kostry v grafu existuje mnoho. (Prvni algorit-
mus nalezl uz v roce 1926 O. Bortvka). Nyni si ukdzeme tzv. hla-
dovy algoritmus. JednodusSe bychom ho mohli popsat slovy ,ber
to nejlepsi, dokud se da“. Mozna z tohoto diivodu je algoritmus
nékdy také nazyvan algoritmem hamouna.

Pfi hledani minimé&lni kostry postupujeme takto: nejprve sera-
dime hrany grafu do neklesajici posloupnosti podle jejich ohodno-
ceni; ziskdme posloupnost (hi,hs,...,h,). Hrana h; bude patf¥it
do kostry. Je-li hrana h; soucasti kostry, vezmeme hranu h;y; a
zjistime, zda by jejim pridanim do kostry vznikla kruznice. Pokud
ne, pridame ji do kostry. Do kostry tedy budou patfit jen ty hrany,
které v ni nevytvori kruznici. Mame-li spojeny vsechny uzly, jsme
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hotovi, ziskali jsme minimalni kostru v grafu. Pokud jsme méli
graf na n uzlech, bude kostra obsahovat n — 1 hran.

Popsanym zplisobem skutec¢né ziskame minimalni kostru v gra-
fu. Ze jsme ziskali kostru, je evidentni. Dokazat, Ze jde o kostru
minimalni, neni v rdmci teorie grafii snadny tkol. Jednoduse vSak
1ze tento dikaz ziskat pravé pomoci teorie matroid.

Teorie matroidi je jednou z nejrychleji se rozvijejicich ¢asti
diskrétni matematiky a nachéazi uplatnéni v celé fadé matema-
tickych disciplin.
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