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PRECO SU NIEKTORE KOMBINATORICKE
ULOHY TAZKE? (1)

MARTINA JANACKOVA

1. UVOD

Ziaci strednych $kol sa na hodinidch matematiky stretavaji
s viacerymi metddami rieSenia kombinatorickych tloh. Najjedno-
duchSou z nich je systematické vypisanie vietkych moznosti. Zi-
aci ju Casto pouzivaju, nakolko nevyzaduje osvojenie a aplikaciu
ziadnych novych vedomosti (vzorcov, poudiek, atd.). V ramci $ir-
sieho pedagogického vyskumu sme sa zamerali prave na tulohy,
ktoré bolo mozné takto riesit a ktoré boli naviac po matematickej
stranke identické. Napriek tomu sa ziacke rieSenia tychto tloh od-
liSovali po¢tom najdenych moznosti a v niektorych pripadoch aj
pouzitou metdédou.

Ak cielom uditela je zvysit uspes$nost Ziakov pri rieSeni kombi-
natorickych tloh, musi najskér pochopit, v om spociva ich obtiaz-
nost. Na zdklade naSich pozorovani sa domnievame, Ze tato bude
zavisiet aj od inych neZ matematickych faktorov. Aby sme v tomto
¢lanku aspon Ciastoc¢ne prispeli k objasneniu uvedenej problema-
tiky, snazili sme sa na vybranych tilohéch prostrednictvom analyzy
Ziackych rieSeni zodpovedat otdzku poloZent v nadpise.

Ak predpokladame, Ze rieSenie ulohy je ovplyviiované viace-
rymi parametrami, je nutné pri zistovani vplyvu jedného z nich za-
chovat vSetky ostatné parametre konstantné. Aby sme teda mohli
zistit, ¢o vplyva na naro¢nost tiloh, porovnédme Ziacke rieSenia tzv.
izomorfnijch tuloh resp. izomorf. Siegler tento pojem v [22, s. 395]
definuje takto: ,lzomorfy si problémy, ktoré si formdlne iden-
ticke, ale rozdielne v ich povrchovijch Struktirach.” V naSom pri-
pade, matematickéd izomorfia spodiva v priradeni vSetkych testo-
vych tloh k jednému zo zédkladnych typov kombinatorickych tloh
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(P’2,3(5)). Ziaci strednych $kél sa s izomorfnymi tilohami streté-
vaju bezne pri klasickom vyucovani kombinatoriky, ked s nateni
priradit kazdd tlohu k jednému zo zékladnych typov kombinato-
rickych tloh.

2. TEORETICKE VYCHODISKA

Problémom izomorfie sa zaoberali uz viaceri. Torner zistil, Ze
je pre ziakov tazké spoznat podobnost v $truktire Gloh: ,, Priklady
ukazuji, Ze matematickd izomorfia lezi hlbsie ako povrchnd syntak-
ticka“ [28, s. 120]. Pritazujtce podla Hefendehl-Hebeker a Tornera
je, Ze ,syntakticka izomorfia zadani kombinatorickych tloh v Ziad-
nom pripade neimplikuje matematicki izomorfiu“ [10, s. 257-258].
Aj zakladom syntakticky izomorfnych tloh méZe byt rozna mate-
matickd Struktira. Reed, Ackinclose a Voss (21, s. 94] vypozoro-
vali, Ze ked si Ziaci mohli vybrat ako pomécku k rieSeniu ana-

-----

dobn.

Bauersfeld uvadza v [1] moZné priciny tazkosti pri rozpozna-
vani podobnosti §truktiry tuloh a objasnuje ich pomocou svojej
tedrie subjektivnych skisenostnich oblasti (Theorie der Subjekti-
ven Erfahrungsbereiche, skratene SEB). SEB zahfiia subjektivne
doblezité skusenosti, pocity, telesné zazitky,... Z doévodu rozcle-
nenia vSetkych skisenosti do oblasti je mozné, Ze dva problémy,
ktoré su sice Strukturalne rovnaké, ale obracaji sa na dve rdzne
SEB, budi rieSené celkom rozdielne: ,,ako md byt medzi dvomi
odlidenymi skusenostnymi oblastami — bez nejakej sprostredkug-
ucej tretej! — utvorené plodné, na Strukturdlnej identite zaloZene
spojenie, ked su k dispozicii len prvky oboch SEB“. Porovnanie
Struktar, ktoré je pre rieSenie izomorfnych problémov nutné, sa
predsa len moze uskutodnit, ak je k dispozicii SEB zariadena na
funkciu porovnavania, pripadne sa mdZe spontanne zalozit. Ak
sa toto zaloZenie nepodari, nie je pre ziaka mozné bez problé-
mov spoznat Strukturdlnu zhodu medzi dvomi alebo viacerymi
SEB. English [9, s. 35] tvrdi: ,,Predovsetkym, deti poZaduji vela
prileZitosti k skumaniu problémovych Struktir, k identifikdcii pri-
buznijch Struktir a k vybudovaniu znalosti a odhadu kedy, preco
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a ako usudzovat analogicky pri rieSeni a predstavovani problé-
mov.“ Aj nedostatoény priestor k takémuto objavovaniu moze
byt jednou z pri¢in tazkosti pri odhalovani analégii medzi izo-
morfnymi dlohami. Blokujico vo vztahu k izomorfnym problé-
mom pdsobi podla Hefendehl-Hebeker a Tornera aj rozlisovanie
medzi usporiadanymi a neusporiadanymi podmnozinami v rameci
rieSenia zakladnych tloh (10, s. 258]. Vznika falosny dojem, akoby
usporiadané $truktury nikdy nemohli byt izomorfné s neusporia-
danymi. Tento dojem vyvracia napr. znama skuto¢nost, ze vyber
k-prvkovej podmnoziny z n-prvkovej mnoziny zodpoveda poradiu
n — k nal a k jedniciek.

Dalej uvddzame prehlad niektorych aspektov kontextu, kto-
rych vplyv na tspesSnost rieSenia je uz znamy:

Caroll, Thomas a Malhotra [2, s. 151] zistili, Ze priestorovo
formulované ilohy boli rieSené lepS$ie a rychlejsie, s mensimi taz-
kostami s pochopenim, neZ ¢asovo formulované tlohy.

Clement (3, s. 409] vychéadzal z toho, Ze velmi silny vplyv na
uspesné riesenie problému ma nie len formulacia pravidiel, ale aj
interpretacia sémantického kontextu. Dosiel k zaveru, ze ak kon-
text zdéraznuje adekvatnu reprezentaciu, rozdiely vo formulaciach
pravidiel sa tym mdéZu vyrovnat.

Hejny v [12, s. 73] a [11, s. 472-473| ukazal, ze na pouzité
stratégie i ispesnost rieSenia vplyva to, ¢i je uloha formulovana
konceptualne? alebo procesualne.?

Hesse [13] zadal dvom skupinam pokusnych oséb problém so
sémantickym kontextom a bez neho, pricom logicka Struktira
tychto uloh bola rovnaka. Lepsie riesena bola jednoznac¢ne tuloha
so sémantickym kontextom.

Kotousky, Hayes a Simon [17, s. 286] mimo iné vyskumali, Ze
na rychlost pri rieSeni problému pozitivne vplyvali také formulacie
pravidiel, ktoré sa vztahovali na poznatky o okolitom svete.

2 Slovo konceptualny oznaduje nadEasové obsahy, & stavy nasho vedomia.
3 Adjektivum procesudlny oznaduje tie obsahy, aktivity ¢i stavy vedomia,
v ktorych rozhodujicu rolu hra cas.
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3. NASTROJ A JEHO APLIKACIA

Ako vychodisko sme pouzili 4 izomorfné kombinatorické tlohy:

Uloha ,Mesto“

Na, obrazku st obdlznikmi vyznacené domy. Medzi nimi su ulice.
Kolkymi réznymi cestami sa mdZeme dostat z miesta A do miesta
C, ak budeme chodit ulicami mesta len smerom nahor a vpravo?

D C

A B

Ziackymi stratégiami rieSenia tlohy tohto typu sa zaoberala uz .
Kratochvilovd v [18] a [19]. Predmetom nasho zadujmu vsak nie je
len identifikacia stratégii, ale to, ¢o vplyva na ich vyber. Preto sme
potrebovali zostavit dal$ie tlohy, ktoré by boli s predchadzajicou
izomorfné. InSpiraciu pre ulohy , Hokej“ a ,,Rad“ sme nasli v diele
Jodasa (16, s. 8-10], tlohu , Priehradky“ sme prevzali z uéebnice
kombinatoriky pre gymnéazia od Smidu [23]:

Uloha ,, Hokej“

Hokejovy zapas sa skonéil 2:3. Kolkymi spdsobmi sa mohlo vyvijat
skore zapasu?

Uloha ,, Priehradky“

Napiste v8etky mozZnosti, ktorymi sa d4 rozdelit 5 gal A, B, C, D,
E do 2 priehradiek u,v tak, aby v priehradke u boli 2 a v priehradke
v 3 gule.

Uloha , Rad“

Kolkymi moZnymi spésobmi mozno usporiadat do radu 30 a 2 (07
KaZda moznost, ktora je astou rieSenia predchadzajucich tloh,
sa da prepisat do poradia troch symbolov 0 a dvoch 1, kde
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symbol 0 oznacuje symbol 1 oznacuje v tlohe
v ulohe v ulohe

,Mesto* usek cesty ,,vpravo“ »Mesto“ usek cesty ,nahor"
,Hokej“ gdl, ktory dalo druhé ,Hokej“ gdl, ktory dalo prvé
muzstvo muzstvo

,Priehradky“ vyber gule do »Priehradky“ vyber gule do

priehradky v priehradky u

,Rad“ O »,Rad“ O

KazZda z tychto uloh sa teda da transformovaf na zndmy
typ tlohy P’ 3(5).

Ako dolezity pojem sa pre vyjadrovanie v dalSom texte ukazal
pojem ,pozicia“. Pod tymto pojmom budeme rozumiet v tlohe:

1. ,Mesto" poradové ¢islo tiseku na ceste z A do C

2. ,,Hokej“ poradové ¢islo gélu

3. ,Priehradky“ gule A, B, C, D, E (gula A = 1. pozicia,... )
4. ,Rad“ umiestnenie v rade

Pre lahsie pochopenie uvadzame priklad:

V tlohe , Mesto“ sa da kazda cesta z miesta A do miesta C
rozloZit na pit usediek dvoch typov: tri ,vpravo“ a dve ,nahor®.
Této skutocnost umoznuje prepisat kazdu z ciest do poradia troch
nul a dvoch jednotiek, kde symbol 0 oznacuje usek ,vpravo® a
symbol 1 usek ,nahor“. Na obrazku je vyznacenda cesta 01001.

D C

A B

pozicia  l.p. 2.p. 3.p. 4.p. 5.p.
cesta 0 1 0 0 1
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Ulohy boli zadané Siestim Ziakom 2 ro¢nika gymnézia (16 ro-
kov). Riesenia boli natacané videokamerou a néasledne spracované
vo forme protokolov. Tieto sme nésledne podrobne analyzovali
(kapitola 5). Takyto sposob kvalitativneho vyskumu je v oblasti,
ktorou sa zaoberame, bezny (English [4]-[9]; Hoffmann [14]; Mar-
tino [20]; Stein [24]-[27]; ...).

4. PREHLAD ZIACKYCH RIESENI

Pocty ndjdenych moznosti v rieSeniach jednotlivych tloh Sies-
tich ziakov znazornuje tabulka:

Meno ziaka | ,Mesto“ | ,Hokej“ | ,Priehradky*“ | , Rad“
Jana 9 7 10 10
Martina 10 6 10 10
Michaela 10 4 10 10
Ivica 9 6 10 10
Dasa 10 6 10 10
Beba 9 6 10 9

5. ANALYZA ZIACKYCH RIESENI

Z tabulky je zrejmé, Ze v pocte ndjdenych moznosti je medzi
jednotlivymi ilohami velky rozdiel. Kym tlohu ,,Priehradky“ vy-
riesili vSetci Ziaci spravne, ilohu ,,Hokej“ maja vsetci zle. Nakolko
su ulohy matematicky izomorfné, tento vysledok je pozoruhodny.
Zaujimalo nés, v éom moZe spodivat pri¢ina rozdielnej naroc¢nosti.

5.1. Ulohy ,,Priehradky“ a ,Rad“

V 1lohach ,,Priehradky“ a ,Rad“ boli az na jedno rieSenie
ulohy ,,Rad“ najdené vSetky moznosti. Tento priaznivy vysledok
sa d4 vysvetlif tym, Ze pre Ziaka nebolo tazké v oboch pripa-
doch rozpoznat prislusnost k niektorému zo zndmych typov tloh
(kombinécie, variacie, permutécie). Dokazuje to aj pouzitie metéd
pouzivanych v Skole — numericky vypocet alebo tzv. princip tacho-
metra. Princip tachometra bol zavedeny v praci L. D. English-ovej
6, s. 261]: ,, This pattern is so named because of its similarity to
a odometer in a vehicle.“ V naSej praci sme upravili popis tohto
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principu tak, aby zodpovedal zadaniu nasich tloh, pretoZe sa pod-
mienkami lisia od uloh v spominanych pracach. Jeden zo symbolov
1 sa zachovava na z-tej pozicii (tj. v ulohe ,Rad“ najcastejsie je-
den zo [J na konkrétnom mieste, v ilohe ,,Priehradky* ide o vyber
jednej konkrétnej gule do priehradky u) (tzv. konstantny prvok),
kym druhy postupne neobsadi vSetky zvys$né pozicie od najnizsej
po najvyssiu bez toho, aby sa nejaka permutacia zopakovala (tj.
v tlohe ,Rad“ druhy [J obsadzuje vSetky zvysné miesta, v tilohe
,Priehradky“ ide o vyber zvysnych guli do priehradky u). Po vy-
Cerpani vSetkych mozZnosti sa vyberie nova — (z + 1). pozicia pre
konsStantny prvok a popisany priebeh sa zopakuje. Stratégia konci
vtedy, ked dojde k vycéerpaniu vSetkych moznosti pre vyber pozi-
cie konstantného prvku. Spravna aplikacia ktorejkolvek zo spomi-
nanych dvoch metéd rieSenia umoznuje dopracovat sa ku poctu
vietkych mozZnosti. Ak st v8ak tieto metéddy natolko spolahlivé
a pre ziaka zndme, vynara sa otazka, preco ich ziaci nevyuzili aj
v ulohach ,Mesto“ a ,,Hokej“?

5.2. Uloha ,, Mesto*

Aby sme mohli aspoii ¢iastoéne zodpovedat tiato otazku, po-
rovnajme najskor Janine rieSenia tloh ,Mesto“ a ,Rad“ (obr. 1).
Z dovodu neprehladnosti pisomného riesenia tlohy ,,Mesto®“ toto
nahradzame protokolom. Spolu s popismi jednotlivych ¢innosti zi-
aCky pocas rieSenia uvadzame aj prislusné ¢asové idaje (v sekun-
dach). Na zapis ciest vyuzivame spdsob kéddovania objasneny uz
v predchadzajucom texte:

Uloha ,,Mesto“

0.00 J. berie ¢ervenu pastelku a pozerd na obrazok.

0.02 J. vyznaduje cestu 00011 (1).

0.04 J. pozera na obrazok.

0.06 J. vyznacuje rychlo za sebou cesty 00110 (2),
00101 (3), 01010 (4).

0.12 J. pozera na obrazok.

0.14 J. vyznacuje rychlo za sebou cesty 01100 (5),
11000 (6), 10100 (7).

0.20 J. sa poskrabe vo vlasoch a pozerad na obrazok.

0.30 J. zdvihne pastelku do vzduchu a pozera na obrazok.
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0.46 J. naznacuje pastelkou vo vzduchu tesne nad obrazkom
cesty 10001 (8), 10010 (9).

0.50 J. zdvihne pastelku do vzduchu, hra sa s vlasmi a poze-
ra na obrazok.

0.76 J.: ,Je devit tych moZnosti.“

Uloha ,, Rad“

C/ CO MDD (a) 00011
S O 10O f
Oy Al © Y (c) 00101
O Qoo (d 01100
G TOo B Y g o
DNG o © (f) 11000
70y 00 A (e) 01001
Do OC Y ® 1000
1 D R0 [ (i) 10100
L1 0 (3) 10010

Obr. 1

Hoci obe rieSenia zacCinali rovnako, pri vypisovani §tvrtej moz-
nosti sme objavili rozdiel. Ak si v§imneme prvé 3 cesty v rieSeni
ulohy ,Mesto“, zistime, Ze tieto cesty svojim rdoznym pokraco-
vanim vycerpavaju vSetky moznosti, ako prejst popri dvojici nad
sebou umiestnenych domov z lavého dolného rohu do pravého hor-
ného rohu takéhoto bloku. Zd4 sa, Ze Jana v dalSich krokoch sys-
tematicky, opakovanim rovnakej myslienky, pokracuje hladanim
ciest z Tavého dolného rohu do pravého horného rohu zvysnych
dvoch blokov. Dalsi traja Ziaci zas podobnym spésobom vyzna-
Suju vietky cesty v ramci blokov troch vedla seba umiestnenych
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domov. V tlohe ,Rad“ permutécia (d) zodpoveda pouzitiu akéhosi
»spatného® principu tachometra, kde konstantny prvok postupne
obsadzuje 4., 3., 2. a 1. poziciu. Hoci ani v rieseni tejto tlohy nie
je popisovany systém presne dodrzany, Ziak sa po malych odbo-
¢eniach vZdy k nemu vracia (pozri permutacie (f) a (g)).

Rozdiel medzi rieSenim tloh ,Mesto* a ,Rad“ by mohol byt
sposobeny dvomi faktormi:

1. V ulohe ,Rad“ je od zadiatku zrejmé, Ze sa pozaduje urcenie
poctu permutécii piatich prvkov s opakovanim P‘; 3(5). S tymto
typom tloh sa Ziaci stretavajua v $kole na hodinach kombinatoriky.
Preto by pri rieseni nemali nastat problémy so systematickym vy-
pisanim vSetkych permutacii. Aby ziak mohol uplatnit rovnaky
systém na vyznacovanie ciest, musel by najskor odhalit, Ze cesta
je permutacia 2 usekov ,nahor“ a 3 usekov ,vpravo“. Podla Tér-
nera (28] je vSak pre Ziaka naro¢né spoznat podobnost v struktire
uloh. Transformacia tejto — nie typicky Skolskej ulohy na znamy
typ P‘2 3(5) preto nie je pravdepodobnd. Domnievame sa teda,
ze rieSenia tych tuloh, u ktorych nie je zrejmé prislusnost k niek-
torému zo zékladnych typov tloh, sa budi vyznacovat pouZitim
inych — menej GspesSnych stratégii z hladiska vypisania vSetkych
moznosti v porovnani s ostatnymi tlohami. Potvrdzuje to i skutoc-
nost, Ze Ziaci nasli v ilohe ,Mesto“ a ,Hokej* menej permutécii.

2. Hoci sa v oboch tlohdch pévodne dodrzoval rovnaky systém —
stratégiou tachometra, tento bol v tlohe ,,Mesto“ naruSeny. Do-
mnievame sa, %e nedokonalost pouZitych stratégii z hladiska sys-
tematického vypisania vSetkych moznosti v rieSeni tlohy ,,Mesto®
zko stvisi s grafickym znazornenim prostredia ulohy. Prave toto
umoznilo navodif dojem vycerpanej podmnoziny skor, nez by zod-
povedal stratégii tachometra (chyba permutéacia 01001). Uplny
rozklad obrazka na jednotlivé oblasti (napr. mesto na bloky do-
mov) navodzuje dojem, Ze ak dojde k vycerpaniu vSetkych permu-
tacii v ramci tychto oblasti podla nejakého kltuca, ndjdeme zaro-
veli vietky permutécie. Hoci si Ziak vac¢S§inou uvedomi, Ze niektoré
cesty chybajt, nie je uZ mo#né najst systém na ich vyhladanie.
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Nastupuje stratégia pokus-omyl, tato vSak uz nezarucuje najdenie
vSetkych permutacii.

Dokonceni pristé

Martina Jandckovd
Gymndzim Velkd okruznd
Velkd okruznd 22

010 01 Zilina

e-mail: janackova@guoza.sk

* * *

PLUH A RYCE PRO PESTITELE MATEMATIKY (3)

PAvVLA ZAGOROVA

5 Vysel rozsévac rozsivat semeno. Kdyz rozsival, padlo
nékteré zrno podél cesty, bylo poslapano a ptaci je
sezobali. ...8 A jiné padlo do zemé& dobré, vzrostlo a
pfineslo stonasobny uzitek.

[Bible, Lukas 8, 5-8]

Na$im dnesnim hlavnim tématem budou soutéZe v matema-
tice, hadanky, hlavolamy, pohadky a zabavné ulohy a nakonec par
zajimavosti.

Soutéze

Existuje spousta (koresponden¢nich) soutéZi pro mladé (na-
dané) matematiky. Zadani matematickych soutézi poskytuji be-
zednou studnici zajimavych a nevSednich prikladd. Navic se na
serverech po vyprseni lhiity na odevzdani soutéznich dloh objevi
¢asto velmi diimyslna reseni.



