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VYJADRENI RACIONALNIHO CISLA
POMOCI EGYPTSKYCH ZLOMKU

LADA STACHOVCOVA

Jeden z nejstarSich matematickych textl, znamy Rhindiv papy-
rus (2000-1800 pf.n.l.), obsahuje mnoho tloh, které souviseji s na-
sledujicim problémem: dané racionélni ¢islo a/b vyjadrit jako sou-
Cet pfevracenych hodnot riiznych kladnych celych ¢isel, tzn. nalézt
takova celd €Cisla 0 < u; < ug < --- < ug, ktera spliuji

a 1 1 1
T T 1
b u1+uz+ +uk (1)

Zlomky 1/u obecné nazyvame jednotkové, pokud se v8ak v (1)
opravdu zadny nevyskytuje vice nez jednou, hovorime o vyjadreni
¢isla a/b pomoci Egyptskiych zlomku — Egyptian fraction expan-
ston. Jedna se vlastné o jediny zpisob, jakym davni Egyptané ¢islo
(mnozstvi) a/b vyjadfovali (kromé jednotkovych zlomki 1/u pak
pouzivali jeSté zlomek 2/3, pro ktery méli specidlni znak). Jako
pomiticka pro jednotlivé vypocéty slouzily tabulky obsahujici vyja-
dieni nékterych raciondlnich éisel pomoci jednotkovych zlomkd.
V Rhindové papyru je napf. uvedena tabulka vyjadieni (1) Cisel
tvaru 2/n pro vSechna lichd n od 5 do 101. Jednim z posled-
nich matematickych texti dokumentujicim pouzivani jednotko-
vych zlomki je Akhmimsky papyrus (asi 500 n. 1.), ktery obsahuje
nékolik tabulek vyjadreni ¢isel n/p a n/pq (p, ¢ prvocisla) pomoci
jednotkovych zlomki.

Obecna metoda, jakou Egyptané své tabulky sestavovali, neni
dodnes zndma, a toto téma je pfedmétem mnoha diskuzi.! Vyj4-
dfeni (1) totiz nemusi byt nutné jediné, nap¥. 4/5 =1/2+1/4 +
+1/20 =1/2+1/6+1/10+1/30. Tento ¢lanek se oviem nesnazi za-
pojit do problému sestavovani egyptskych tabulek, v§im4 si spiSe

1 Bliz8i informace nap¥. na adrese
http://www2.ecst.csuchico.edu/~atman/Misc/horus-eye.html.
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nékolika praci zamé&fenych na téma nalezeni obecného algoritmu
slouziciho k vyjadfeni (1) racionalniho &isla a/b, kde 0 < a/b < 1.

A% do konce tedy pfedpokladejme, Ze pro raciondlni ¢islo a/b
plati 1 < a < b (rozklad samotnych jednotkovych zlomki, které
jsme podminkou a > 1 vylouéili z naSich dvah, lze provést

4 9 1 1) 1 ’ v .

napf. zpisobem 3 = a1 T b(b+1)), a dale zZe je zlomek a/b
v nezkratitelném tvaru, tzn. (a,b) = 1, kde symbol (a, b) oznacuje

nejvétsiho spoleéného délitele Cisel a a b.

Fibonacci—Sylvesteruv algoritmus
Asi nejpfirozenéjsi a nejprihlednéjsi metodou je najit co nej-

lepsi aproximaci zlomku a/b jednotkovym zlomkem 1/u; menSim
nez a/b, tzn. nalézt pfirozené &islo u; takové, aby

a__1+a1 a soucasné 1<a< L

b - ui b1 U1 b Uy — 1 ’
a stejny postup potom aplikovat na zbytek a; /b;. Chceme-li tedy
pomoci Egyptskych zlomkt vyjadrit napfiklad raciondlni ¢islo
3/13, bude v tomto pfipadé u; = 5 (4 < % = 4,3 < Bb).

Dostavame tak
3 1 2

1375765
Dalsi ¢len hledaného vyjadFeni bude 35 (35 < & < 35). Zbytkem
je nyni ¢islo 2/65 — 1/33 = 1/65 - 33, coz je pfimo jednotkovy
zlomek. Tim jsme dospéli k vyjadieni

3 1 1 1
13753372145

Tuto metodu popsal jiz Leonardo Pisansky (Fibonacci) (kolem

1180-1250) ve své knize Liber Abaci (1202), podrobnéji se ji

zabyval az r. 1880 J. J. Sylvester? v [7]. Proto byva uvadéna

jako Fibonacci—Sylvestertiv algoritmus. (MuZeme se vSak setkat i

s terminem hladovy algoritmus (greedy algorithm); ,hladové® totiz

2James Joseph Sylvester (1814-1897), anglicky matematik; zabyval se
teorii &isel, teorii forem, teorii matic a teorii elementdrnich déliteld.
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bereme z moznych jednotkovych zlomkid 1/u < a/b ten nejvétsi.)
Méme ovSem zaruceno, ze tento algoritmus vzdy skondéi a zZe takto
ziskané jednotkové zlomky jsou opravdu rtizné? Po prvnim kroku

dostavame
a 1 aiy

b w b
kde a;/b; = (au; — b)/(bu;) budeme uvazovat jiz v zakladnim
tvaru (tzn. (a1,b1) = 1). Pfedpoklddejme, 7e a1 # 1 a Ze tedy
postup dale opakujeme a hledame ug takové, aby platilo

(1) b1 Ug — 1

Cislo a1 /b; pak vyjadiime opét ve tvaru a;/b; = 1/us + as/bs.
Z nerovnosti a/b < 1/(u; —1) plyne a > au; —b > a;. Posloupnost
Citatell a,aq,asz,... je tedy klesajici, a jelikoz se jednad o kladna
celd c¢isla, musime po kone¢ném poctu kroka dospét k éislu 1.
Pocet téchto kroki je nejvySe a — 1, tedy vyjadreni (1) ¢isla a/b
obsahuje obecné nejvySe a Clent — obvykle je vS8ak pro velkd b
tento pocet mnohem mens$i. Z nerovnosti

1<a1_au1—b<a<1
Usg b1 o bu1 bu1 U1
je dale vidét, Ze posloupnost jmenovateld uq,us,... je rostouci;

z4dny z takto nalezenych jednotkovych zlomkd 1/u; se proto ve
vyjadieni Cisla a/b nebude vyskytovat vice neZ jednou. Narist
¢isel u; v8ak byva pomérné prudky, ¢ehoZ je mozné si vSimnout
jiz na rozkladu ¢isla 3/13.

Golombuv algoritmus

S. W. Golomb® v [6] pouZil nésledujici postup: k danému
raciondlnimu éislu a/b nalezneme celé &islo a’ takové, aby aa’ =
= 1+ br pro néjaké celé &islo r, pfi¢emZz 0 < a’ < b. Vzhledem

3Solomon W. Golomb, americky matematik, v sou%asné dob& profesor
na University of Southern California. Do okruhu jeho ptsobnosti pat¥i
kombinatorickd analyza, torie kédovani a kryptografie, teorie &isel a teorie
her.
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k tomu, Ze (a,b) = 1, d4 se snadno na zdkladé Bezoutovy identity*
dokézat, ze takové a’ existuje a je jediné. Tedy

_1+br_1 r

ab  ab a

a
b

a pro ¢islo 7 plati (r,a’) =1 a 0 < r < min(a,a’). V pfipadé, ze

r # 1, miZeme opét pokrafovat, tzn. vzit celé ¢islo v’ tak, aby
rr' =1+ a's, kde 0 < ' < a’. Dostaneme tak rozklad

r _1l+a's 1 8

al Tla’ rlal ,rl

’

kde opét 0 < s < min(r,7’). Dany postup opakujeme tak dlouho,
dokud ¢itatel zbytku nebude roven jedné (vzhledem k tomu, Ze
kladna celd ¢isla v Citateli klesaji, toto opét po konecném poctu
kroki, kterych je stejné jako u Fibonacci—-Sylvesterova algoritmu
nejvySe a — 1, nastane). A jelikoz ' < a’ a @’ < b, dostdvame
r’a’ < a'b, neboli jmenovatelé takto vygenerovanych jednotkovych
zlomki se v kazdém kroku zmenSuji.

Ukazme si Golombliv postup opét na piikladé ¢&isla 3/13.
Nejprve je tedy tfeba urdit a’,0 < a' < 13, tak, aby platilo
3a' = 14+ 13r pro néjaké celé ¢islo r. Zcela evidentné o’ =9, r = 2,
tzn. dostavame

3 _1+13-2 1
13 13-9  13-9

L2
9
a stejnym zpiisobem pak mlzeme rozlozit 2/9 = 1/45 + 1/5. Pro
3/13 tedy mame vyjadieni
3 1 1 1

1375 45 17’
které sice obsahuje stejny pocet ¢lent, jako tomu bylo v piipadé
Fibonacci-Sylvesterova algoritmu, ovSem velikost nejvétsiho jme-
novatele je podstatné mensi (zfejmeé je a’'b < (b — 1)b).

4 Bezoutova identita: pro libovoln4 celd &isla a,b existuji celd &sla u,v
takova, Ze au + bv = (a, b).
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Erdoésuav algoritmus

Roku 1950 publikoval P. Erdés® &lanek [5], v ném? dokazuje
vztah N(a,b) < 8Inb/Inlnb, kde N(a,b) oznaluje délku k
nejkrat§itho mozného vyjadfeni (1) &isla a/b. K dikazu pouzil
postupu, ktery je oznafovan jako FErddsuv algoritmus a jehoz
hlavni princip je nésledujici: Nejprve je potfeba k danému a/b
urcit pfirozend Cisla n a z takova, aby platilo

Z a z+1
-1 < ! —_—< -
(n N<b<n! a i -

Dalsi postup je zaloZen na tvrzeni, Ze pro libovolnd pfirozena ¢isla
p,q (p < q!) lze p vyjadfit jako soucet navzajem riznych kladnych
délitelds &sla q!, pfi¢em?Z podet s¢itancl nepfessdhne ¢.¢ Cisla z a
an! — bz (obé mensi nez n!) tedy mizeme vyjadfit ve tvaru

z=dy +do+---+d, (1<r<n),
an! —bz=d; +dy+---+d, (0<s<n),

kde0 < dy < --- < dy, 0 < d} < --- < d jsou délitelé ¢isla n!
(s = 0 odpovida pfipadu ,nulového souétu“, kdy je an! — bz = 0).
Potom uz staci jen polozit

n! . ,  nlb .
u; = % (t=1,...,7) a u; = _d_;— (j=1,...,8).

Cisla u;,u; budou navzajem riznd (zfejmé 0 < u, < -+ <wuy <
< ul < -+ < uy), a snadnym dosazenim se mizeme piesvédcit,
ze

1 1 1 1 a

__.+....--_-+—’-+...—l: ol

Uy U W ul b

5Paul Erdds (1913-1996), matematik pochazejici z madarské Zidovské
rodiny; vyznamnych vysledkd dosdhl predevsim v teorii grafd, teorii &isel a
kombinatorice.

6Toto tvrzeni lze dokdzat matematickou indukei vzhledem k q. P¥edpo-
kladdme-li totiZz jeho platnost pro 3,...,¢ — 1 (platnost v pfipad& ¢ = 2
je evidentni) a vyjadd¥ime-li p ve tvaru p = gr + s, kde 0 < s < g (déleni
se zbytkem), pak na zdklad& jednoduchych aGvah zjistime, Ze r < (¢ — 1)!.
Z induk&niho pfedpokladu a skute&nosti, Ze bud s = 0, nebo s|q¢!, jiZ plyne
uvedené tvrzeni.
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Jak tedy budeme postupovat pfi rozkladu ¢isla 3/137 Nalez-
neme n takové, aby platilo (n —1)! < 13 < n!. Tento vztah spliuje
n = 4. Nyni je potfeba urcit celé ¢éislo z, pro které plati

2 3 z+1
‘<2
4>13° 1

Timto &slem je 2 = 5. Vyjadfime tedy éisla 2 = 5 a an! —
—bz = 3-4! — 13 - 5 = 7 jako soulty déliteld 4! = 24, napft.
5=2+3, 7= 3+4. (Tato volba neni jedina; stejné tak bychom
mohli vzit napf. 5 = 1+4 a7 = 1 + 6, coz by také vedlo ke
spravnému vysledku, tj. k vyjadFeni ¢isla 3/13 pomoci Egyptskych
zlomkl, oviem s pon&kud vé&t$imi jmenovateli.) Mame tedy

24 24 24-13 24-13

I .
’ul:——,’LL2:——,U1-—- ,U2— 9

2 3 3 4

boli
nenott 3_1,1.1 1
138 12 78 104
Tento rozklad ¢isla 3/13 je co do velikosti jednotlivych zlomk
srovnatelny s vysledkem Golombova algoritmu, obsahuje vSak

vétsi pocet Clend.

Srovnani a pfiklady

Obecné bohuzel neni mozné urcit, ktery z algoritmi je nejlepsi
(idedlni by byl takovy, jehoZ vysledkem by bylo co nejkratsi vyja-
dfeni (1) s co nejmensimi jmenovateli). Pro jednotlivé algoritmy
sice plati

— k < a au < »2* v pfipadé Fibonacci—-Sylvestrova
algoritmu ([4]),
— k< aawug <b(b—1) pro Golombtv algoritmus,
2
— k< O(VInb) aug < 45122 pro velkd b v pripadé Erdésova
algoritmu ([2,5,8]),
skute¢né vysledky vSak zalezi na konkrétni volbé ¢isel a a b. UzZitim
Fibonacci-Sylvestrova algoritmu obvykle dostaneme vyjadfeni (1)
s pomérné malym poctem ¢lent ([4] odhaduje ¥ < O(lna)),
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velikost ¢isel u; ov8em roste exponencidlné. Je-li a blizké b,
Golombiiv algoritmus produkuje vysoky pocet ¢lent (pro a =
= b — 1 je pfimo k = a). V mnoha pfipadech proto byva
nejvyhodnéjsi pouzit postup Erddsiv, ktery je ale na druhou
stranu pfi pocitacovém zpracovani ¢asové narocnéjsi.

P¥. 1 V pfipadé 4/23 je vystup vSech algoritmt stejny

4 1 1
237 6 138 °
Pf. 2 Je-li a/b = 7/23, uzitim Fibonacci-Sylvesterova algoritmu
dostavame
7 1 1 1 1
234719 583 1T019084°

uzitim Golombova algoritmu
7 1 1 1 1

23- 278707 230
a vysledkem Erddésova algoritmu je

7 1 1 1 1

2368 138 184"
P¥. 3 Pro a/b = 20/23 jsou jednotlivé vystupy
Fibonacci-Sylvestertv algoritmus

20_1+1+1+ 1
23 2 3 28 1932°

Golombiv algoritmus

g S SV I NS SO S
23276 12 20 30 42 105 ' 345°

Erdéstv algoritmus

20 1 1 1 1

23 27372 69

VySe uvedené tfi algoritmy samozfejmé nezahrnuji vSechny

zpusoby, jakymi lze vyjaddfeni (1) éisla a/b nalézt. Podrobné&jsi
rozbor dal3ich metod, véetné jejich zdrojovych kédd v programu
MATHEMATICA, obsahuje ¢lanek [4]. TiebaZe nékteré z nich
jsou pro konkrétni pfipady efektivnéj$i, nelze obecné prohlésit
nékterou metodu za nejlepsi.
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