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FIBONACCIOVA CISLA A RADY

PAVEL TROJOVSKY

Nedavno uverejnény ¢lanek [Ve] obsahuje Binetovu formuli pro
Fibonacciova ¢isla F,, a zminku o mocninné fadé ) F,z™. V tomto
¢lanku ukdzeme, jak lze Binetovu formuli pomoci této rady odvo-
dit. Dale ukdzeme, Ze existuje vice rad souvisejicich s Fibonacci-
ovou posloupnosti {Fy,}, jejichZ soulet 1ze nalézt pomérné jedno-
duchymi prostfedky. Budeme uzivat stejné oznaceni jako ve [Ve].

Pfipomehme, ze Fibonacciova posloupnost {F,}S2, =
={0,1,1,2,3,5,...} je rekurentné popsana vztahem

Cnt+2 = Cpy1 + Cp (1)

kde n € Ny = {0,1,2,...} a podminkou Fy = 0, F; = 1. Stejna
rekurence (1) popisuje tzv. Lucasovu posloupnost { L, }, ve které je
Lo = 2, L; = 1. Francouzsky matematik EDOUARD LuUcCAs (1842-
1891) se zabyval predevsim teorii ¢isel. Navrhl metodu testovani
prvociselnosti a v roce 1876 ji uzil k ditkazu, ze Mersennovo ¢islo
2127 _ 1 je prvodislo; jde o nejvétsi prvoéislo objevené bez pomoci
pocitace. Lucas se vSak také vénoval rekreacni matematice, je
napt. autorem dobre zndmé hry Hanojskd véz, ktera pochazi z roku
1883.

1. Vzorce

Béhem uplynulych vice nez 790 let od vydani knihy Liber abaci,
v niz se Fibonacciova posloupnost poprvé vyskytla, bylo objeveno
velké mnozstvi vzorci, v nichz vystupuji Fibonacciova ¢isla F,.

Z hlediska nalezeni soucti nékterych rad obsahujicich Fibo-
nacciova cisla budeme potiebovat pouze nékteré vztahy, na je-
jichz odvozeni se nyni zamé&iime. Cislo a = (1 + v/5)/2 je uzi-
vano v uméni a architekture pro oznaceni poméru stran ideal-
niho obdélniku a nazyvano konstanta zlatého tezu. Polozime-li 8 =
=1-a = (1-+/5)/2, snadno ovéfime, ze plati

a-B=v5, af=-1, |Bla]=la-2/<1. (2
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Je-li ddna posloupnost {a,}52,, nazyva se funkce

Alx) = Z anz™ . (3)
n=0

jeji wvytvorugici funkci. Vytvorujici funkce jsou velmi uzitecné
napf. pro odvozovani vzorci pro n-ty ¢len posloupnosti, které
jsou urceny rekurentné. Neni bez zajimavosti, Zze pro tyto ucely
je konvergence fady v (3) nepodstatnd. Péknou ukédzku uziti
vytvorujici funkce, a¢ mocninnd fada v (3) je pro vSechna x € R
divergentni, bohuzel vSak pfili§ rozsahlou pro tento prispévek, lze
nalézt napft. v [Gr], str. 346-348.

Tzv. Binetovu formuli pro Fibonacciova ¢isla odvodil patrné
jako prvni ABRAHAM DE MOIVRE (1667-1754) jiz v r. 1718, a to
pravé metodou vytvorujicich funkei; viz [Mo]. Jeho zptsob odvo-
zeni si ukdZeme v modernim oznadeni a to pro posloupnost {c,}
spliwjici (1) s libovolnymi ¢y, ¢;; jejich volbou dostaneme kazdou
posloupnost vyhovujici rekurenci (1). Cleny téchto posloupnosti
se nékdy nazyvaji zobecnénd Fibonacciova ¢isla.

Vytvorujici funkei pro {c,} je funkce

Cla) = i ena” .

n=0

Konvergence rady vpravo pro vSechna z € R (dokonce z € C), pro
néz plati |z| < 1/a, je napf. disledkem niZe odvozeného vztahu
(5); proto jsou pro vSechna takova z nésledujici Gpravy korektni:

C(z) — zC(x) — z°C(z) = Z Cnz" — Z cnz™t! — Z Gai e =
n=0 n=0 n=0

o0 o0 o0
=co+c1T + E cnT" — CoT — E cpz™tl — E cpz"t? =
n=0

n=2 n==1
o’}

=Cp + (cl - CO)CE + Z(cn+2 — Cn41 — cn)$n+2 ‘

n=0
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Odtud dostédvame C(z)(1 — z — x2) = ¢ + (e; — ¢o)z, protoze
vSechny koeficienty u 2™*2 jsou pro libovolné n € Ny, vzhledem
k (1), nulové. Tedy

_co+(c1 —co)z
l—-z—22

C(z)

Protoze (1 — az)(1 — Bz) = 1 — (a + B)z + afz?, je s ohledem na

(2)
l1-z—2>=(1-az)(l-Bz).

Uréime A, B € R tak, aby platilo pro 1 —z — 2% # 0

cot{cr—czr A " B
l-z—22 l—-ar 1-pz’

a tedy jiz pro v8echna z € R
co + (c1 —co)x = A(1 — Bz) + B(1 — az) .
Dosazenim z = 1/a a z = 1/ dostaneme po Gpravé

c1—cf ¢ —cof _ Coax—C] _ Coax — C

A:a—ﬁ_ \/5 ) _a_,B— \/5 )

takze

V5 l—azx 5 1-fz°

Ze vzorce pro soucet geometrické rady dostaneme

C(x):cl——coﬂ 1 c1 —copa 1

(o ]

1 S n 1 — n
1—az nzo(a:v) = Bx nzz%(ﬂx) '

Prvni rovnost plati pro vSechna z € R, pro néz je |az| < 1, tj.
|z| < 1/a, druha pro |z| < 1/8; obé soufasné pak pro |z| < 1/,
protoZze a > 3 a tedy 1/a < 1/. Pro tato z tedy plati rovnost

c1 — cofB s B, = Bt
Cl@)= 2oL 3 angn - A= D2§ grgn =
\/3 n=0 \/5— n=0

n=0
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Vyuzijeme-li toho, ze Taylorova rfada funkce C je jednoznaéné
uréena (to na trovni stfedni §koly musime z&km fici bez dikazu),
dostaneme predpis pro n—ty ¢len posloupnosti ¢,

_C1—Coﬁan_cl—Coaﬁn. @)

Y 3

Volbou ¢y = 0, ¢; = 1 ziskdvame Binetovu formuli

an_ﬁn

N
V5

a podobné volbou ¢y = 2, ¢; = 1 obdrzime vzorec pro L,
L,=a"+8".

Je jisté prekvapivé, ze se ve vztazich pro n—-ty ¢len posloupnosti
s tak jednoduchym rekurentnim predpisem vyskytuje iracionélni
&islo /5.
Dalsim ze vzorcti, které budeme potiebovat, je tzv. Cassiniova
identita
Fn+1Fn_1 — Fz = (—l)n s E N.

Jde o jeden z nejstarsich vztahi mezi Fibonacciovymi ¢isly. Nalezl
jej v roce 1680 francouzsky astronom GIOVANNI DOMENICO
CASSINI (1625-1712).

Dokazeme ji matematickou indukci vzhledem k n. Je zfejmé,
ze identita plati pro n = 1. Predpokladejme tedy, Ze identita je
dokéazana pro néjaké n = m. Pak plati i pro n = m + 1, nebot

Fm+2Fm _F'r?w—f-l = Fm+2Fm - m+1(Fm +Fm_1) -

== m+2Fm— m+1Fm'— m+1Fm—1:

= Fm(Fm+2 = Fm+1) - Fm+1Fm—-1 =
=Fp = Fp1Fpy = —(-1)™ = (-1)™ .

Tim jsme provedli druhy krok matematické indukce a tedy identita
plati pro kazdé prirozené ¢islo n.
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K dalsim zajimavym vzorcim patii vztah mezi zobecnénymi
Fibonacciovymi &isly ¢, (plati tedy samoziejmé i pro F, a L) a
konstantou zlatého fezu «; pfi odvozeni uzivame (2) a (4):

. Cnt1 . (c1 — coB)a™t! — (¢ — coa) B! _
nh—)n;o G o 'nh—)n;O (Cl — Co,B)an - (Cl - COa)/Bn B (5)
~ lim (1 — coB)a — (c1 — coa) B(B/a)™ i

n— 0o (Cl — Co,@) — (Cl - COa)(/B/a)n

Pro zjednoduseni Givah je uzitecné uvazovat Fibonacciova ¢isla
i pro zdporna celd ¢isla n. Mizeme je pomoci (1) nasledovné
vypocitat:

F_1:F1-—Fo‘—"1, F_QZFO—F_lz—].,...,

a tedy
n | -+ —6-5-4-3-2-10123456 -
F, | - -8 5-3 2-1 10112358 -

Porovnani hodnot v tabulce vede k hypotéze, Ze pro vSechna
prirozend Cisla n plati

F_n=(-1)""F,, (6)
coz dokdzeme opét matematickou indukeci. Je zfejmé, ze vztah (6)
plati pro n =1 a n = 2. Predpokladejme tedy platnost pron = k
an = k+ 1, coz znamena, ze plati
Fp=(CFD)""F a F_ )= D""?Fy, .

Pak plati i pro n = k + 2, nebot

F_(ky2) = Fop = F_(j1) = (1) Fy — (1) Fyy =
= (=1)"(Fx + Fiq1) = (1) Fij

a tedy je vztah (6) na zdkladé indukce dokazan.
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Jednou z obecnych identit, v niZ se objevuji Fibonacciova &isla,
je néasledujici vzorec, ktery plati pro vSechna m € Z a vSechnan €

€ No
Fn+m=Fm—1Fn+Fan+l . (7)

Speciélni volbou n ¢i m je mozZno ziskat mnoho dalSich zajimavych
vztah.

Lze snadno ovéfit, Ze (7) plati pro n = 0 a n = 1. Predpokla-
dejme tedy platnost pro n = k a n = k + 1, neboli, ze plati

Fotr =Fn 1 Fx + FnFrp1 a Fogkdr = Fo1Frey1 + FnFiyo
Pak plati i pro n = k + 2, nebot

Frtk+2 = Fotk1 + Frngk =
= (Fm-1Fx + FnFrq1) + (Fo1 Frg1 + FraFrq2) =
= Fro1(Fr + Frt1) + Frn(Frg1 + Fry2) =
= Fn-1Fit2 + FnFrqs

a tedy vzorec (7) je matematickou indukci dokazan.
Dosazenim —m namisto m v (7) ziskame

Fo—m = F—(m+1)Fn .o F—an+1 )
coz na zakladé (6) lze upravit takto

Bp am = (_1)m+2Fm+1Fn s (_1)m+1Fan+1 —
= (_l)m(Fm+1Fn - Fan+1) -

Pro sudé m pak je

Frnom = m+1Fn - Fan+1 . (8)

2. Fibonacciova ¢isla a rady

Nyni si ukdZeme urceni souctu nékterych rad. Pljde vesmés
o rady, které lze na zdkladé nékterého vhodné upraveného vztahu
mezi Fibonacciovymi €isly vyjadrit jako tzv. teleskopické tady.
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Nejprve odvodime, Ze pro soucet rady ZZ":O 1/Fy plati
(srv. [Go))

o0

Zl/sz =4-a.

k=0
Ze vztahu (8) ziskdme dosazenim n = 2m, stale uvazujeme m

sudé,
Fm = m+1F2m _FmF2m+1 )

odkud po vydéleni F,, F5,, dostaneme

1 _ Frnt1  Famq1 (9)
Fom Fr Fom

Pro ¢astecny soucet této fady na zdkladé (9) plati

4 (Ern _Fra) _, Brnn
F2n—1 an

Odtud s ohledem na vzorec (5) vyplyva

o0

Y 1/Fp=4-a.

k=0

Pro odvozeni souttu fady Y pe,(—1)%/(Fi—1F;) uZijeme Cas-
siniovu identitu, srv. [Va], str. 183,

Fry1Fr—1 —Flf = (—1)k )
z niz po vydéleni Fj_, F}, dostaneme pro k € {2,3,4,...}

Fry1  Fy (=1)*

Fy, Fro1  Fy1F
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Pro ¢4steény soulet této fady na zdkladé predchoziho vztahu
plati

zn: (—1)k Zi (Fk-i-l . Fk ) —

— Fr1Fe o\ Fi Fy_4

_(F3 By Fy F3 Fop1i Fy ) .

‘(Fz F1)+<F3 F2>+ +( P Fui)

— Fn+1 . ﬁ — Fn+1
F, Fy F,

-1.

Odkud limitnim pfechodem pro n — oo, vzhledem k (5), vyplyva
o0
—1)*
ST _a1=-p,

Podobné lze na zdkladé upravené Cassiniovy identity a soucto-
vého vzorce pro funkei arctg urcit, Ze pro fadu Y po ; arctg(l/Faxi1)
plati, srv. [Va], str. 37,

= 1 ™
Zarctg =—. (10)
k=1 F2k+1 4

Na zdkladé vztahti mezi cyklometrickymi funkcemi ze vztahu (10)
muzeme ziskat i dalsi analogické vztahy, pfimé odvozeni prvniho
z nich lze nalézt napt. v [Ca], jako napf.

o0
Z arccotg Fog4q1 =
k=1

N

o0
Z arcsin ! = T
’ 1 V2 + ForFoprg 4

Je dobfe znamo, Ze harmonickd fada )  1/n je divergentni.
Rady z ni ,vybrané“ mohou byt divergentni i konvergentni.
Napi. fada pievracenych hodnot vsech prvodisel je divergentni®,
ale fada Y 1/n? je konvergentni, coz lze snadno dokizat napft.

1Dikaz divergence této fady je uveden napt. ve [Vel], str. 153.
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na zdkladé srovnani s fadou »_ 1/(n(n + 1)). To nas motivuje
ke zkouméni fady > .-, 1/F,. Nutn4d podminka pro konvergenci
je zfejmé splnéna a snadno nahlédneme, Ze fada s ohledem na
vztah (5) podle podilového kritéria konverguje; konvergenci vSak
lze dokazat i bez uziti vztahu (5).

Modifikaci rekurence (1) zavedeme nésledujici dvé posloupnosti
{an}%O:1 a {bn}?ZIZ

Ant1 = An +an = 2ap, a1 =1, apg =2

bnt1 =bp_1+bn1 =20y, i =1,b2=1.

Vzhledem k jejich konstrukci a zfejmému faktu, Ze posloupnost
{F,} je neklesajici, plati pro kazdé n € N

bp < Fp<an.

Posloupnost {a,} je geometrickd posloupnost s kvocientem ¢ =
= 2, tedy pro kazdé n € N plati a, = 2"1. Pfedpis pro n-ty
¢len posloupnosti {b,} muZeme ur€it néasledujici avahou. Jelikoz
by = 1, musi, vzhledem k b,,4+; = 2b,_1, tvorit liché Cleny bg, 1
geometrickou posloupnost s kvocientem ¢ = 2, tedy bg,_; = 2" 1.
Zcela analogicky vsak i pro sudé &leny bo, plati by, = 2771
Tedy miizeme predpis této posloupnosti pro kazdé n € N vyjadrit
s pomoci funkce celé ¢asti [ -] takto:

b, = ol(nt1)/2-1

Plati proto pro kazdé n € N

2[(n+1)/2]—1 S Fn S 2n—1 ,

[(n+1)/2]—1 n—1
1 1 1

= > .
(2) - F, T (2) (1)

neboli
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Odtud téz na zdkladé srovnévaciho kritéria pro ¢iselné rady vy-
plyvd, ze fada 3 .., 1/F, konverguje. Ze vztahu (11) dostdvame
i tuto hrubou podminku pro jeji soucet:

=1
2 < — 2 4
nebot

oo o0 o0
Z 21—n =9 a Z 21-[(n+1)/2] =9 Zzl—n =4 .
n=1 n=1 n=1

Mnohem lep$i odhad vysledku mizeme vSak ziskat takto: uva-
zujme aproximaci souctu rady Zzozl 1/F, na zakladé souctu je-
jich prvnich m &lentt - | 1/F,. Chybu této aproximace miiZeme
odhadnout pomoci zbytku r,, této rady za m—-tym c¢lenem:

0 1\ "1 oo 17 [(n+1)/21-1
> (5) <rm< ) (5) . (12)
n=m++1 n=m+1
Pro soucet fady v (12) vlevo plati
i
2 2
n=m-+1

a pro soucet fady v (11) vpravo

00 1 [(n+1)/2]-1 m 1 [((n+1)/2]-1
> G -20) -

n=m-+1 n=1
Pro m sudé ziskdvame z (13)
o0 m/2
Z gl-[(n+1)/2] — 4 _ 9 Z gl-n _
n=m+1 n=1

S 4 — 41— (1/2)™2) =4 <%) "
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a pro m liché

oo 1\ [(n+1)/2]-1 (m—1)/2 —
_ 1—-n —-m .
> (5) =4-[2 ) 2'""+2 =
n=m-+1 n=1
1 m/2
=4 - 2(2(1 - (1/2)(m~D72)) — 20-™)/2 = 3\/3 (§> :

Tedy pro libovolné m € N ziskdme odhad

. 1m/2
2 mSTmS3\/§ 5 )

z néhoz lze snadno ziskat tento formalné jednodussi tvar odhadu

|rm| < 5 (%)m/z :

Pomoci libovolného systému pro ,,pocitacovou algebru“ tak mi-
zeme ziskat aproximaci sou¢tu fady s pozadovanou presnosti. Pro-
gramem Mathematica tak pii volbé m = 100 ziskdvame nésledujici
aproximaci sou¢tu fady ) 1/F, pfesnou na uvedenych 14 dese-
tinnych mist:

201
Z o = 3, 3598856662431 .

n=1""
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