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CO JESTE NEVIME
O PRIROZENYCH CISLECH (1)

aneb

Nékteré vlastnosti prvocisel

EDUARD FUCHS

Moderni matematika prodélava prevratny vyvoj. Vznikaji nové
discipliny a matematické metody se prosazujii v téch oborech, kde
to jeSté nedavno bylo zcela nepredstavitelné. Specializace uvnitr
matematiky samotné dostoupila takového stupné, ze odbornici
z riznych oblasti se jen obtizné dorozumivaji a zcela jisté nee-
xistuje clovék, ktery by rozumél vsem matematickym oborim. Za
této situace se zda témér neuvéritelné, ze dodnes neumime zod-
povédét fadu na prvni pohled bandlnich otézek o vlastnostech
prirozenych ¢isel. Vzdyt prirozend ¢isla patii mezi nejzakladné;jsi
matematické pojmy; jejich intuitivni predstavu si samostatné vy-
tvareji jiz déti v predskolnim véku a provazeji nas celym zivotem.
I lidé, kteri hrdé prohlasuji, ze matematiku k nicemu nepotrebuyji,
s prirozenymi €Cisly denné operuji.

Nebude snad proto nezajimavé, v§imnout si v seridlu nékolika
¢lankt nékterych prekvapujicich vlastnosti prirozenych cisel a
uvést nékteré hypotézy, na néz dodnes nezndme odpovéd.

1. Kolik je vSech prvocisel?

Otédzka v nadpisu je samozfejmé pouze fe¢nickd. Kazdy stie-
doskolak by mél umét dokézat, ze prvocisel je nekonecné mnoho.
Pripustime-li totiz, Zze vSech procisel je pouze kone¢né mnoho, mu-
zeme je oznadit napiiklad pi,p2,...,pn. Cislopy -pa-... - pn+1
pak ale neni délitelné zddnym z &isel p;,7 = 1,...,n (nebot pfi
déleni je zbytek 1), takze je prvodislem rtznym od vSech p; nebo
je délitelné nékterym dalSim prvocislem. Predpoklad tedy vede ke
sporu, takze prvocisel je nekone¢né mnoho.
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Naznaleny dikaz je mozno nalézt jiz v EUKLEIDOVYCH! Zdkla-
dech. V této souvislosti je v8ak nutno se zminit o jedné véci.
Kdybychom ¢&etli pozorné Eukleida, povSimli bychom si, Ze vy3e
uvedené tvrzeni o prvodéislech formuluje takto: Prvocisel je vice
nez jakékoli dané mmnoZstvi.

Nebudeme zde podrobné rozvadét divody, pro¢ se u Eukleida
(a aniu dalsich matematikl té doby) nenajde formulace, Ze néjaky
systém je tvoren nekoneéné mnoha prvky. To souvisi s chapé-
nim nekonecna, které bylo nejen v matematice az do konce mi-
nulého stoleti zcela odlisné od naseho dne$niho pristupu. Teprve
s vybudovanim teorie mnozin v zavéru 19. stoleti se v matema-
tice zaCalo pracovat s tzv. aktualnim nekoneénem, zacaly se
zkoumat nekoneéné mnoziny chapané jako jeden — definitivné
vytvoreny — celek. A tak dnes povazujeme tvrzeni typu, ze priro-
zenych cisel je nekonecné mnoho za bandlni a samozrejmé. Pres-
toze nikdy nevypiSeme vSechna prirozend cisla, prestoze nikdy
mnozinu vSech prirozenych ¢isel nevytvorime, pracujeme bézné
s mnozinou vsech prirozenych ¢isel a s podobnymi matematickym
objekty. Své zkuSenosti s chovanim , malych“ prirozenych cisel bez
zabran prenasime na celou nekone¢nou mnozinu a tuto predstavu
vStépujeme od Skolnich let détem. Tak se ndm béhem nékolika
malo minulych desetileti podarilo prekonat ,strach z nekone¢na®,
typicky pro mysleni od antickych dob.

Naznacme si vSak alespon ve strucnosti, jakého stupné abs-
trakce se odvazujeme, kdyz z faktu, Ze za kazdym prirozenym n
nasleduje ¢islo n + 1 a tedy prirozenych Cisel je vice neZ jakyko-
liv predem dany pocet (feCeno s Eukleidem), prejdeme k tomu, Ze
zkoumdame celou mnozinu

1,2,3,...,10,...,100,...,1000000,...,6107000000 "

v niz plati, Ze kdyz napiSeme jakkoliv velké ¢islo, je tsek od 1
k tomuto éislu pouze koneény a to podstatné, tj. nekonecné
mnoho prirozenych ¢isel za napsanym éislem teprve nasleduje.

'EUKLEIDES z Alexandrie (asi 340 - asi 278 pr. Kr.), jeden z nejvétich
starofeckych matematikl. V knize Zdklady shrnul vétSinu tehdej$ich matema-
tickych poznatkl. Vyznam tohoto dila presdhl tisicileti a dodnes je aktudlni.
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Protoze se v dalSim textu budou riznd ,velkd“ ¢isla Casto
vyskytovat, uvédomme si, o em to vlastné bez ,obav a strachu®
hovorime.

Uvazujme knihu standardni velikosti, kterda ma na strance
cca 50 radka a na fadku je cca 70 znaki, takze primérna
stranka obsahuje priblizné 3500 symboli. Protoze — snad az
na naprosté vyjimky — maji vSechny knihy maximéalné 10 000
stranek, obsahuji maximalné 35 miliéna znaki. Uvédomime-li si,
ze jakykoliv text (alespon ve ,standardnich® evropskych jazycich)
dnes napiSeme pomoci pocitace, jehoz klavesnice mé priblizné
100 klaves, zjistime snadno, Ze vSech ,textt“ udané délky (a
samoziejmé i viech kratsich — stadi je pfece doplnit mezernikem)
je maximalng 1070000000

Pro¢ jsme siovo texty dévali do uvozovek? VétSina téchto
Htexti“ totiz budou jen chaotické posloupnosti symboli. Presto
vSak mezi nimi budou prakticky vSechna smysluplna dila, ktera
kdy kdo napsal a v budoucnosti napiSe (a navic kazdé z nich
v prekladu do vSech evropskych jazyki). Budou zde vSechny vase
dopisy, i ty nikdy nenapsané, a vSechny pisemky, které si kdy
vymysleli a v budoucnosti ucitelé na své zaky vymysli, vSechny
védecké prace, které kdy lidé napsali a napisi, ... . A to vSechno
lze ,,vyrobit“ v kone¢ném case. Kdybychom — obrazné receno
— posadili k pocitaci Simpanze, ktery bude namatkové tisknout
klavesy na pocitaci rychlosti 10 thozl za sekundu, pak by (kdyby
pracoval bez prestavky) vSechny popisované zdznamy vyrobil za
107000000 sekund, coz je &islo, které jsme pred chvili ve vy&tu
prirozenych ¢isel napsali, aniz pravdépodobné vzbudilo ¢tenarovu
zvlastni pozornost.

Abychom si uvédomili, jakou informaci vlastné posledni véta
sdéluje, zamysleme se nad tim, jak dlouho by ona hypoteticka
opice musela ve skutecnosti pracovat; pak si ihned uvédomime,
ze se velikost udaného ¢isla vymyké nasi veSkeré predstavivosti.
Staci snad, abychom si pfipomenuli, ze od tzv. ,velkého tresku®,
pri némz vznikl nd$ vesmir, uplynulo cca 15 miliard let, coz je méné
nez 107 sekund. N4§ fiktivni §impanz by ovSem nemé&l mélo jen
casu, ale i materidlu k uskute¢néni posaného procesu. Pocet vSech
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atomi v naSem vesmiru je totiz odhadovan &islem 1090, Je ndm
nyni jasna velikost &fsla 1070000007 A gnad budeme také trochu
méné sebevédomé pristupovat k faktu, Ze teprve za timto ¢islem
nasleduje podstatna ¢ast mnoziny N vSech prirozenych ¢isel, o niz
tak suverénné v hodindch matematiky hovorime.

2. Jak jsou prvodisla rozmisténa v N 7

Vratme se nyni k ivaham o mnoziné vSech prvocisel, kterd —
jak jsme si jiZz pripomenuli — je rovnéz nekonecna. Za kazdym
prirozenym c¢islem tedy nésleduje nekone¢né mnoho prvocisel. Jak
vSak jsou prvocisla v mnoziné N rozmisténa?

256 | 255 | 254 | 253 | 252 [§251 250 | 249 | 248 | 247 | 246 | 245 | 244 | 243 | 242 ““%‘

1971 196 | 195 | 194 [ 1831] 192 {190 190 | 189 | 188 | 187 | 186 | 185 | 184 | 183 | 240

198 | 145 | 144 | 143 | 142 | 141 | 140 [1394 138 1351 134 | 133 | 182 |239

8 9 10 | 27 | S2 | 85 [ 126) 175 | 232

26 | S1 | 84 [ 125 174 | 231

49 | 50 { 124 F1731 230

g0 | 81 |8 i23|1m2}

116 | 117 [ 118 | 119 ] 120 | 121 | 122 | 171 | 228

210 } 157, 158 | 159 | 160 | 161 | 162 163 164 | 165 | 166 [i167:] 168 | 169 | 170 227,

fi‘ 212 | 213 | 214 | 215 [ 216 | 217 | 218 | 219 | 220 | 221 | 222 gff' 224 | 225 | 226

Nékteré hypotézy je obtizné byt jen zformulovat. Na ukazku
uvadime zajimavost, kterou odhalil americky matematik polského
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ptvodu Stanislaw Marcin ULAM (1909 — 1984) pri reSeni uloh na
Sachovnici. KdyZ za¢neme do poli (nekone¢né) Sachovnice zapi-
sovat postupné ,do spirdly“ pfirozend cisla, zacnou se prvocisla
zajimavym zplsobem skladat do riazné dlouhych ,Ghlopricek® vy-
tvafeného schématu. Prohlédneme-li si na predchozi strance uve-
deny zadatek této ,,Ulamovy spirdly“ (prvocisla jsou zvyraznéna),
je zfejmé, Ze prvocisla zde nejsou rozlozena nahodile. Néjaka za-
konitost vSak zatim popsana neni.

Vratme se v8ak k nékterym klasickym vysledkiim. Zajimavou
hypotézu vyslovili nezdvisle na sob& v roce 1783 EULER? a
v r. 1785 LEGENDRE?.

Hypotéza. Jsou-li a,b libovolna prirozena nesoudélnd ¢isla, ob-
sahuje aritmetickd posloupnost

a,a+b,a+2b,...,a+nb,...

nekonec¢né mnoho prvocisel.

Legendre tuto hypotézu dokazal v r. 1808, pozdéji se vSak
ukazalo, ze jeho diikaz byl chybny. Presny diitkaz podal az v roce
1837 DIRICHLET.4

Polozme si v této souvislosti opac¢ny tkol: chceme najit tsek
aritmetické posloupnosti tvoreny vyhradné prvocisly. Prvni tfi
nasledujici priklady lze nalézt vcelku snadno:

3, 5 7
5 11, 17, 23, 29
7, 37, 67, 97, 127, 157
Podstatné komplikovanéjsi je v8ak nalezeni delSich Gseki arit-

metickych posloupnosti. Nejdelsi dodnes znamy priklad je tvoren
18 prvodisly:

107928278317 + k - 9922782870, k=0,1,2,...,17.

2Leonhard EULER (1707 — 1783), 8vycarsky matematik, jeden z nejvy-
znamné&jS$ich matematik vSech dob

3Adrian-Marie LEGENDRE (1752 — 1833), francouzsky matematik

4Peter Gustav Lejeune DIRICHLET (1805 — 1859), némecky matematik
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Jen pro ilustraci vysledki, které bylo mozno zjistit jen s nasa-
zenim vykonné vypocetni techniky, uvedme je$té jeden vysledek
o aritmetickych posloupnostech prirozenych cisel.

Kdy?z si prohlédneme uvedené aritmetické posloupnosti, vidime,
7e — aZ na prvni velmi jednoduchy pfiklad — jsou sice uvedené
Useky aritmetickych posloupnosti tvoreny prvocisly, avSak tato pr-
vocisla nenésleduji bezprostfedné po sobé; néktera jsou jednoduse
vynechdna (naptiklad ve druhé jsou vynechdna prvocisla 7, 13 a
19). Nabizi se tedy otazka, jakd je nejdelsi znama aritmetickd po-
sloupost po sobé jdoucich prvocisel?

Harvey DUBNER a Harry NELSON nalezli 29. 8. 1995 takovou
posloupnost tvorenou 7 prvocisly:

1 089 533 431 247 059 310 875 780 378 922 957 732 908 036 492
993 138 195 385 213 105 561 742 150 447 308 967 213 141 717 486
151 +k-210, k=0,1,...,6.

[

Snad jeSté zajimavéjsi je vSak problém, jak dlouhy miZe byt
v N 1usek bez prvocisel? Pri pozorné prohlidce tabulky prvoci-
sel bychom takovou ,pauzu“ naptiklad mohli nalézt mezi Cisly
1671800 a 1671900. Existuji vS8ak v mnoziné prvocisel mezery
podstatné delsi?

Do zna¢né miry je prekvapujici zjisténi, Ze v mnoziné priroze-
nych cisel existuji bez prvocisel libovolné dlouhé useky. Dikaz
tohoto prekvapujiciho zjisténi je navic zcela bandlni. Zvolime-li
totiz libovolné prirozené n, nelezi v aseku

n+1D)!+2, (n+1)!+3,...,(n+1)!+n+1

zcela jisté zadné prvodislo, protoze ¢islo (n + 1)! + 2 je délitelné
2, ¢islo (n + 1)! + 3 je délitelné 3 atd. (Pfipomenme si v této
souvislosti, jak obrovskd mohou byt prirozena ¢isla a znovu si
uvédomme, ze jakkoliv velké prirozené ¢islo zvolime, existuje v N
tsek této délky bez prvocisel, ackoliv je jich nekoneéné mnoho!)

3. Formule pro vyhledavani prvodisel

Prestoze je posloupnost vSech prvocisel nekone¢na, nerekli jsme
si zatim nic o tom, jak lze prvodisla vyhledavat, respektive jak je
lze postupné ,,vypocitavat.
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Prvni relativné a¢innou metodu pro vzhledavani prvocisel po-
psal jiz kolem roku 225 pt. Kr. ERATOSTHENES.® Tzv. Eratoste-
novo sito spociva v postupném vySkrtavani ndsobkui prirozenych
Cisel, takze nakonec v takto vzniklém ,situ“ uviznou jen prvocisla.
Tomuto postupu se uci skolaci jiz déle nez dva tisice let. Za zminku
vSak stoji skutecnost, ze je vhodné si toto sito predstavit napsano
do Sesti sloupcti. Protoze kazdé prvocislo vétsi nez 5 je evidentné
tvaru 6k + 1 nebo 6k + 5, ztistanou kromé prvniho raddku vSechna
dalsi prvocisla v 1. a 5. sloupci:

—# 2 3 = d

7 - - = 11
13 - - = 17
9 -~ . = = 23
= - - - 29
31 - = = =

e = R 41
43 = = = 47
o = - - 93
- = i 59
61 == ~

A 71
i3 - = = —

9 - ol 83
- .- - - 89
W - - = 101

Jakkoliv je Eratostenovo sito jednoduché a uzitecné, je zfejmé,
ze k vyhledavéani vétSich prvocisel ndm prili§ nepomutze. Ozna-
¢ime-li rostouci posloupnost vSech prvocisel

P1;D2y.-«sPny..-

(a toto oznaceni budeme dodrzovat v celém dalsim textu), bylo
by jisté nejpohodlnéjsi, kdyby existovala takova funkce f(z), ze

SERATOSTHENES z Kyrény (asi 276 p¥. Kr. — asi 194 p¥. Kr.), starofecky
matematik a astronom, pritel Archimédiv
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by pro kazdé prirozené n platilo

f(n) = Pn-

Potiz je v tom, zZe takovou formuli dodnes nezndme a dokonce ani
nevime, zda takova formule v ,rozumném“ tvaru viibec existuje.

Kdyz tedy neni k dispozici formule, kterda by umoznovala
pocitat postupné v§echna prvocisla, je prirozené snazit se odvodit
takovou formuli

9(n) = Pny,

ze (pn,)je rostouci posloupnost prvocisel, tj. — jinak feceno —
g(n) postupné nabyva stéale vétsich prvoéiselnych hodnot.

O tom, Ze ani tato Gloha neni dodnes vyreSena a o zajimavych
vysledcich s ni spojenych, budeme hovorit v pfristim pokracovani
popsaného problému. Nezname-li funkci g(z), kterd by v priroze-
nych ¢islech postupné nabyvala prvociselnych hodnot, je prirozené
hledat takovou funkci h(z), Ze funkce h(n) je rostouci a nabyva
,CO nejcastéji“ prvociselnych hodnot .

Pozoruhodnych vysledkl v tomto sméru dosahl predevsim jiz
zminovany Leonhard EULER. Z fady funkci s uvedenou vlastnosti,
které nalezl, uvedme jen néasledujici tfi polynomy:

2 +z + 17, z? + z + 41, z? — 79z + 1,

které nabyvaji prvociselnych hodnot bez preruseniprox = 0,1,...
...,18 ,resp. z =0,1,...,39, resp.  =0,1,...,78.

V jistém smyslu ,nejlepsi“ z uvedenych tfi polynomu je druhy
z nich, ktery pro hodnoty z = 0,1,...,2 377 nabyva prvociselnych
hodnot v poloviné pripadu.

Pokracovani pristé



