Ucitel matematiky

FrantiSek Mo$na
Median a kvartily

Ucitel matematiky, Vol. 30 (2022), No. 3, 149-159

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/151112

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematiku a fyzikd, 2022

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/151112
http://dml.cz

149

MEDIAN A KVARTILY

FRANTISEK MOSNA

Uvod

Popisnd statistika sbird a shromazduje hromadné data, snazi se
je utfidit, usporadat, zpfistupnit a zprostfedkovat o nich co nej-
vhodnéjsi a nejpiehlednéjsi informace formou tabulek, prehledi
a grafii. Mezi jednoduché néstroje, které ndm mohou pomoci pfi-
blizit vlastnosti soubortt hromadnych dat, patii ¢isla zvana cha-
rakteristiky (nékdy miry).

Charakteristiky rozliSujeme podle toho, co vyjadruji. Jeden
typ charakteristik se snazi popsat a vyjadrit jakési centralni hod-
noty, kolem kterych jsou data soustfedéna — tém se fika charak-
teristiky polohy. Jiny typ charakteristik vyjadiuje, jak hodné ¢i
malo jsou okolo centralnich hodnot ty ostatni soustfedény ¢i roz-
ptyleny — ty nazyvame charakteristiky variability. Kromé toho
existuji charakteristiky popisujici dalsi vlastnosti soubord dat —
Sikmost, Spicatost a podobné. Mezi charakteristikami se vyskytuji
také takové, jez jsou zalozeny na uspoiradani dat podle velikosti.
Této skupiné nékdy fikdme potadové charakteristiky.

Charakteristiky

K zavedeni a vypoctu charakteristik pouzivame vzorce a postupy
uvedené v kazdé ucebnici statistiky, napf. (Robova et al., 2013).
Uvazujme néjaky n-¢lenny soubor dat x1, xs, ..., T,, pocet jeho
prvkd n nazyvame rozsahem souboru. Zcela béznou charakteris-
tikou polohy je aritmeticky pramér z (average, mean). Pocitame
ho podle zndmého vzorce

_ 1
x—g(xl—k---—i—xn).
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Mezi charakteristiky variability fadime smérodatné odchylky.
Smérodatnou odchylku o (population standard deviation) uzi-
vame vétsinou v pripadé, kdy uvazujeme cely zékladni soubor,
a pocitadme podle vzorce

o= \/i((xl —Z)2 4+ (2 — T)2).

Pro vybér ze zédkladniho souboru dat volime zpravidla vybéro-
vou smérodatnou odchylku s (sample standard deviation)!

1
s=4/—=((x1 —2)2+ -+ (x, — T)?).
\/n -1 (( 1 ) + + ( n ) )

Jak jsme jiz zminili, vedle praméru a dvou typa smérodatnych
odchylek uzivame ve statistice také tzv. poradové charakteristiky.
Nejznaméjsi takovou charakteristikou polohy je patrné median .
Bézné si predstavujeme, Ze jde o jakousi ,prostiedni hodnotu.

Uvazujme opét néjaky soubor dat x1, x2, ..., x, 0 rozsahu n.
Seradime hodnoty podle velikosti a vysledny usporadany soubor
budeme znacit s indexy v zdvorkach x (1), (2, ..., T(n). Hodno-

tou x(;) tedy oznacujeme (pro k pfirozené) k-ty clen podle veli-
kosti od nejmensiho do nejvétsiho. Byva uziteéné rozsirit zavedeni
hodnoty x(,) také pro necelo¢iselna s > 1 jako jakousi aproximaci.
Kazdé redlné ¢islo s mizeme rozlozit na celou ¢ast [s] a zlomkovou
¢ast {s}, plati s = [s] + {s}. Hodnotu z(,) pak definujeme podle
vzorce
2(s) = 2(s) T {5} (241) = 2(e))-

Pouzijeme-li tuto definici, lze zavést median jednoduse jako z =
= T(ng1). Pokud je rozsah souboru n lichy, je median roven pfimo

2

prostiedni hodnoté, pokud je rozsah sudy, za median bereme stied
ze dvou prostfednich hodnot.

Median rozdéluje soubor dat na dvé ¢asti. Nékdy byva vhodné
rozd€lit usporddand data nejen na poloviny, ale na Ctyii ¢asti.

1D4 se ovéfit, Ze tato charakteristika ma mezi odhady vlastnost nestran-
nosti, coz priblizné znamend, ze odhad nenadhodnocuje ani nepodhodnocuje
odhadovany parametr.
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K tomu slouzi tzv. kvartily, dolni Zo5 a horni Z75. Pfedstavujeme
si opét, ze jde o jakési ,prostiedni“ hodnoty dolni a horni ¢asti
souboru dat. S vyuzitim kvartili 1ze zavést charakteristiku varia-
bility zvanou mezikvartilové rozpéti M KR = 75 — Z25 (Robova
et al., 2013, s. 175).2

Mnohdy stojime pred otazkou, ktery typ charakteristik je v da-
né situaci vice a ktery méné vhodny. Prvni skupina charakteris-
tik — tedy aritmeticky primeér a smérodatné odchylky — zaviseji
na vSech hodnotach souboru dat, tedy i na tzv. odlehlych hodno-
tach — na téch, které se hodné odlisuji od vétSiny z nich. Druha
skupina charakteristik — median, kvartily, mezikvartilové rozpéti —
je zavedena pomoci usporadanych dat. Data, ktera se vyrazné vy-
mykaji jakémusi centru, na takové charakteristiky nemaji velky
vliv. Rikdme, Ze tyto charakteristiky jsou stabilnéjsi, robustnéjsi,
ze je odlehlé hodnoty prilis neovlivni.

Za ptiklad nevhodného uziti statistiky je ¢asto uvadéno vy-
jadieni vyse mzdy jisté populace prostfednictvim aritmetického
pruméru (Swoboda, 1976, s. 45-47). Nevhodnost této charakte-
ristiky spociva v tom, Ze byva zpravidla vyrazné ovlivnéna velmi
vysokymi pfijmy nékolika méalo jedinct. Ukazuje se, ze v tomto
ptipadé je vhodnéjsi uzivat median.

Zavedeni kvartila

Zptsoby pfesného zavedeni kvartilt byvaji rzné. Pri jejich vy-
poctu pomoci kalkulacek ¢i statistického softwaru ¢asto obdrzime
odligné vysledky. Uéelem tohoto ¢lanku je pFedevsim seznamit Gte-
nére se zplisoby zavedeni kvartilti a s jejich rozdily. Uvedeme ¢tyii
nejcastéji uzivané metody vypoctu (budeme je oznacovat A, B, C
a D).

Prvni dvé zavedeni davaji stejné vysledky pro sudy rozsah sou-
boru n. V tomto piipadé je soubor rozdélen na dvé casti, jez
median neobsahuji, a kvartily pak zavaddime jako median horni
a dolni ¢asti. Pro lichy rozsah n se vSak metody od sebe lisi. Za-

2Nekdy se zavadi téz mezikvartilova odchylka jako polovina mezikvartilo-
vého rozpéti (Calda & Dupagc, 2000, s. 145).
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kladni volba spociva v tom, jestli median zahrneme do obou ¢asti
souboru (do horni i dolni) nebo do zadné ¢asti souboru.

A. metoda including: Kvartily zaviddime jako mediany horni
a dolni ¢asti dat, pricemz median & zahrnujeme do obou
Casti.

B. metoda excluding: Kvartily zavadime jako medidny horni
a dolni casti dat, pficemz medidn 2 vylucujeme z obou
Gasti. Tuto metodu pouzivd napiiklad kalkulacka CASIO
fx-85CEX.

Ukazme si tyto metody na jednoduchém prikladu usporada-
nych dat 1, 2, 3, 4, 5. Rozsah souboru je n = 5, median mame
zaveden jako T(ng1) = T(z) = 3. Nyni budeme pocitat kvartily.
Pfi uziti metody including (A) zahrneme median do obou éasti, ta
dolni je tedy 1, 2, 3 a ta horni 3, 4, 5. Dolni kvartil je tedy median
dolni ¢asti, coz jest 2, horni kvartil dostaneme jako median horni
Casti, coz jest 4.

Pfi uziti metody excluding (B) medidn nezahrneme ani do
jedné z Casti, ta dolni je tedy 1, 2 a ta horni 4, 5. Dolni kvartil
je tedy median dolni ¢asti, coz jest 1,5 a horni kvartil dostaneme
jako medidn horni ¢asti, coz jest 4,5.

Na dalsim jednoduchém pfikladu usporadanych dat 1, 2, 3, 4,
5, 6 se mlzeme presvédcit, ze obé metody (A a B) ddvaji stejny
vysledek pro sudy rozsah souboru n = 6. Median mame zaveden
jako T(nf1) = T(zp5) = 3,5. Median nepatii ani do dolni ¢asti 1,
2, 3, ani do horni 4, 5, 6. Dolni kvartil je tedy median dolni ¢asti,
coz jest 2, horni kvartil dostaneme jako median horni ¢asti, coz
jest 5.

Median a kvartily se pouzivaji také pti vytvareni tzv. krabico-
vych grafii neboli box-plotd (Mosna, 2015). Metoda including (A)
se shoduje se zavedenim tzv. hinges (panty, zavésy), kterych John
Tukey (1977) pivodné uzival pro konstrukei téchto diagramt. Pfi

tomto postupu vypoclitdme nejprve pozici medidnu M = "T'H
a pozici dolniho kvartilu H = % Potom zavadime & = z(y),

Tos = T(H), T15 = T(nt1—H)-
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Ukazme si tento postup opét na pfikladu usporadanych dat
1, 2, 3, 4, 5. Rozsah souboru je n = 5, pozice medianu je tedy
M = % = 3 a pozice dolniho kvartilu H = 3—‘51 = 2. Proto
T = .23(3) = 3, i‘25 = .23(2) =2a i‘75 = $(5+1,2) = I(4) =4.

Podobné postupujeme u druhého uvedeného prikladu uspora-
danych dat 1, 2, 3, 4, 5, 6. Rozsah souboru je n = 6, pozice
medidnu je tedy M = 6%1 = 3,5 a pozice dolniho kvartilu H =
= BIEL — 9 Proto & = @35y = 3,5, Fas = T(2) = 2 a Fps =
= Z(6+1-2) = L(5) = 5-

Dalsi dvé metody C a D jsou zalozeny na pojmu kvantil. Proto
si nejprve priblizime zptisoby zavedeni a vypoctu kvantilu a ty pak
vyuzijeme k popisu metod C a D.

Kvantily a jejich uziti pri zavedeni kvartila

Soubory dat muzeme rozdélit i v jinych pomérech nez na po-
loviny nebo na ¢tvrtiny. Obecné se pro p mezi 0 a 100 zavadi
tzv. p-kvantil, ktery rozdéluje soubor dat na ¢ast p procent hod-
not mensich nebo rovnych p-kvantilu a 100 — p procent hodnot
vétsich nebo rovnych p-kvantilu. Predstavime si dvé metody vy-
poctu.

1) metoda including: Hledany p-kvantil pfedstavuje hodno-
tud (), kde s = 55 - (n — 1) + 1.

2) metoda excluding: Hledany p-kvantil pfedstavuje hodno-
tu 2(,), kde s = 55 - (n + 1).

Odtud odvozujeme vypocet kvartili.

C. metoda kvantil including: Dolni (resp. horni) kvartil je
25% (resp 75%) kvantil ziskany metodou including. Takto
zavadi kvartily a kvantily napf. Robova et al. (2013, s. 172).
Tuto metodu uziva funkce programu MS Excel quartile nebo
quartile.inc, pfikaz quantile v R s defaultnim nastavenim
nebo s vlastnosti type=7.

3Nekdy se u této metody uvadi hodnota T(s), kde s = 755 - (n — 1) s tim,
ze uspofddany soubor dat ¢islujeme od nuly do n — 1 (Mosna, 2017, s. 63).
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D. metoda kvantil excluding: Dolni (resp. horni) kvartil je
25% (resp 75%) kvantil ziskany metodou excluding. Tento
zpusob uziva funkce programu MS Excel quartile.exc, pro-
gram SPSS nebo piikaz quantile v R s vlastnosti type=6.

Ukazme si vypocet kvartili na pfikladu usporadanych dat 1,
2, 3,4, 5, 6. Rozsah souboru je n = 6 a median z = 3,5.

Postupujme nejprve metodou kvantilu including (C). Pozice
25% kvantilu je s = 0,25 -5+ 1 = 2,25, a dolni kvartil je tedy
T(2,25) = 2,25. Podobné pozice 75% kvantilu je s = 0,755+ 1 =
= 4,75 a horni kvartil je z(4 75y = 4,75.

Nyni obratime pozornost k vypoctu kvartili pomoci metody
kvantilu excluding (D). Pozice 25% kvantilu je s = 0,25-7 = 1,75
a dolni kvartil je z(1 75y = 1,75. Podobné pozice 75% kvantilu je
s =0,75-7=15,25 a horni kvartil je x5 25) = 5,25.

Ukazka vypoctu

Vypocty medidanu a kvartilt si ukdzeme na dvou prikladech. In-
spirovali jsme se v ucebnici od Robové a kol. (2013, s. 162-173)
a vyuzivame dat zde uvedenych.

Priklad 1. U dvanécti pfistroju urc¢itého typu byla zjisténa doba
od uvedeni do provozu do prvni poruchy. Ziskané hodnoty jsou
vyjadieny v celych dnech:

59,72,64, 68,2, 38,68,42,61,57, 84, 66.

Vypocitejte median a kvartily jednotlivymi metodami.

ReSeni. Pii uziti kazdé z metod vypoctu medidnu a kvartild je
vhodné si data usporadat podle velikosti:

2,38,42,57,59,61, 64, 66,68, 68,72, 84.
Rozsah souboru je n = 12, medién je ¥ = T(ng1) = T(o5) = 61 +
2

+0,5-(64 —61) =62,5.

Median rozdéluje data na dvé ¢asti a protoze rozsah souboru
je sudy, median nepatii ani do dolni ¢asti 2, 36, 42, 57, 59, 61, ani
do horni ¢asti 64, 66, 68, 68, 72, 84. Proto se metody A a B nelisi
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a davaji nam stejny vysledek. Dolni kvartil pocitame jako stied
Cisel 42 a 57, coz je 49,5. Horni kvartil vyjde 68. Metodu B uziva
napf. kalkulacka CASIO fx-85CEX a program Statistica (obr. 1).

Popisné statistiky (Tabulka dat1)

Pramér Median Dalni Horni sm.odch.
Proménna kvartil kvartil
priklad1 56.750000 6250000 49.50000 68.00000  21,22659

Obr. 1: Charakteristiky, metoda B — ptiklad 1 (program
Statistica)

Obratme pozornost k metodé C. Pfipomenme, Ze rozsah sou-
boru je n = 12, pozice 25% kvantilu je tedy s = 0,25-11+1 = 3,75.
Dolni kvartil je potom x5 75) = 42 4 0,75 - (57 — 42) = 53,25. Po-
zice 75% kvantilu je s = 0,75 - 11 + 1 = 9,25 a horni kvartil je
vzhledem ke shodé 9. a 10. hodnoty z (9 75) = 68. Metodu C pou-
ziva program R s defaultnim nastavenim nebo s volbou type=7
(obr. 2) a funkce programu MS Excel quartile.inc nebo quartile.

» prikladl=c(59,72,%64,68,2,38,68,42,61,57,54,66)
> guantile(prikladl); quantile (prikladl, type=T)
0% 25% 50% T7E5% 100%
2.00 53.25 62.50 68.00 84.00
0% 25% 50% T5%  100%
2.00 53.25 62.50 €8.00 84.00

Obr. 2: Kvartily, metoda C — piiklad 1 (program R)

UZijeme-li metodu D, pozice 25% kvantilu je s = 0,25 - 13 =
= 3,25. Dolni kvartil je tedy 2 (3 25) = 42+ 0,25- (57 — 42) = 45,75.
Podobné pozice 75% kvantilu je s = 0,75-13 = 9,75 a horni kvartil
je tedy x(g 75y = 68+40,75- (68 — 68) = 68. Metodu D pouziva pro-
gram R s volbou type=6 (obr. 3), program SPSS (obr. 4) a funkce
programu MS Excel quartile.exc.
> prikladl=c(55,72,64,68,2,38,68,42,61,57,84, €6)
> guantile(prikladl, type=6)
0% 25% 50% 75% 100%
2.00 45.75 62.50 68.00 84.00

Obr. 3: Kvartily, metoda D — pfiklad 1 (program R)
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Statistics
prikladi
[+ Walid 12
Missing 0
Median 62,6000
Percentiles 25 45 7500
a0 62,6000
7h 68,0000

Obr. 4: Kvartily, metoda D — piiklad 1 (program SPSS)

Kromé medidnu a kvartilti uvedme navic také primér a sméro-

datné odchylky & = 56,750, o, = 20,323 a s, = 21,227.

Priklad 2. V piikladu 1 se mezi dvanacti p¥istroji vyskytl jeden —
ten paty — od jiného dodavatele. Proto pfislusnou hodnotu 2 vy-
pustime. Jak se zméni median a kvartily?

Reseni. Vyjdeme opét z usporadaného souboru:
38,42,57,59,61, 64,66, 68,68, 72, 84.

Median je prostfedni hodnota 64. Metody A a B pro vypocet
kvartilu se ale mohou lisit, protoZe rozsah souboru n = 11 je
tentokrat lichy. Median nam rozdéluje soubor dat na dvé ¢asti.
Pii vypoctu kvartili metodou A ho zahrneme do obou ¢asti. Dolni
kvartil poc¢itame jako prostiedek dolni ¢asti 36, 42, 57, 59, 60, 64,
coz je prameér hodnot 57 a 59, tedy 58. Prostiedek horni ¢asti 64,
66, 68, 68, 72, 84 nam da horni kvartil 68.

Uzijeme-li metodu B, nezahrneme medidn 64 ani do jedné
z ¢asti. Dolni kvartil poc¢itdme jako prostfedek dolni ¢asti 36, 42,
57, 59, 60, coz je hodnota 57. Podobné prostifedek horni casti
66, 68, 68, 72, 84 da horni kvartil 68. Opét si uvédomime, zZe
metodu B uZivd napf. kalkulacka CASIO fx-85CEX a program
Statistica (obr. 5).
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Popisne statistiky (Tabulka dat1)

Pramér Median Dolni Horni sm.odch.
Proménna kovartil kovartil
priklad2 61727271 64.00000 57.00000 6800000 1298531

Obr. 5: Charakteristiky, metoda B — ptiklad 2 (program
Statistica)

Rozsah souboru je n = 11, podle metody C obdrzime pozici
25% kvantilu rovnou ¢islu s = 0,25 - 10 + 1 = 3,5 a dolni kvartil
je x(35 = 57+ 0,5 - (59 — 57) = 58. Pozice 75% kvantilu je s =
=0,75-10+ 1 = 8,5 a horni kvartil je 68.

Jak jsme uvedli, tyto vysledky obdrzime v programu R s de-
faultnim nastavenim nebo s volbou type=7 (obr. 6) a pomoci
funkci programu MS Excel quartile.inc nebo quartile.

» priklad2=c(59,72,64,68,38,68,42,61,57,84,66)
> guantile (priklad2); quantile(priklad2, type=T)
0% 25% G50% T5% 100%
k1] 58 64 6B 24
0% 25% G50% T75% 1l00%
g 58 64 6B 84

Obr. 6: Kvartily, metoda C — piiklad 2 (program R)

Podle metody D je pozice 256% kvantilu je s = 0,25-12 = 3
a dolni kvartil je z(3) = 57. Pozice 75% kvantilu je s = 0,75-12 = 9
a horni kvartil je 68.

Tyto vysledky opét obdrzime v programu R s volbou type=6
(obr. 7), v programu SPSS (obr. 8) a pomoci funkce programu
MS Excel quartile.exc.

> priklad2=c({5%9,72,64,68,38,68,42,61,57,84,66)
> guantile (priklad2, type=6)

0% 25% 50% 75% 100%

?3 597 64 68 84

Obr. 7: Kvartily, metoda D — pfiklad 2 (program R)
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Statistics
priklad2
[+l Walid 11
Missing 1
Median 64,0000
Percentiles 25 57,0000
50 64,0000
75 68,0000

Obr. 8: Kvartily, metoda D — piiklad 2 (program SPSS)

Pti vynechani hodnoty 2 se primér a smérodatné odchylky
zméni na ¥ = 61,727, o0, = 12,381 a s, = 12,985.

ZAavér

Ukazali jsme si ¢tyfi zptsoby vypoctu kvartilti. Uvedené informace
mohou byt uziteéné zejména pro tu ¢ast ucitelti matematiky, kteii
uli statistiku a pro zpracovani dat uzivaji kalkulacky, Excel nebo
statistické programy jako R, SPSS ¢i Statistica. Pravé ti si totiz
Casto potfebuji ujasnit rozdily mezi vysledky ziskanymi nékterymi
z téchto nastroji a nasledné je zdtvodnit studenttim. Je vsak tieba
mit na paméti, ze vycet moznosti vypoctu kvartilt témito ¢tyrmi
uvedenymi metodami (A, B, C a D) zdaleka nekonéi. Uziva se celd
fada dalsich zpiisobti vypoctu kvartila (Langford, 2006) a kvantili
(Hyndman & Fun, 1996).
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Abstract

The paper deals with measures of statistical data, especially with
medians, and quartiles. There exist many ways how to introduce
lower and upper quartiles. The text introduces the reader to four
of them — method including, excluding and methods using quan-
tiles. This contribution can serve to orientation among various
results which are supplied by calculators, Excel and statistical
programmes.
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