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MALA FERMATOVA VETA

KAREL LEPKA

Uvod

Vynikajici francouzsky matematik Pierre de Fermat (1601 -
1665) patfil k pfednim védcim prvni poloviny 17. stoleti a k nej-
pozoruhodnéj$im postavam v déjinach matematiky. V tomto ¢lan-
ku chceme seznamit ¢tenare s jednim jeho vyznamnym objevem,
ktery je v nasi odborné literature znam jako Mala Fermatova véta
a ktery patii k fundamentalnim tvrzenim v elementarni teorii ¢isel.
K tomuto objevu dospél Fermat na prelomu tricatych a étyfica-
tych let 17. stoleti. V této dobé byla ve velké oblibé tzv. dokonala
¢isla. Zkoumani téchto Cisel se vénovali vSichni predni francouzsti
matematikové té doby; mimo Fermata jmenujme jesté Descarta,
Mersenna a Frenicla de Bessy. Protoze tato ¢isla s Fermatovym
objevem uzce souviseji, zminime se nejdrive o nich.

Dokonala disla

Oznacme s(n) soucet viech déliteli ¢isla n s vyjimkou n samot-
ného a S(n) soucet vSech déliteli ¢isla n. Potom ¢islo n, které
spliiuje podminku s(n) = n, resp. S(n) = 2n se nazyva dokonalé.

Pro nesoudélna cisla a, b ziejmé plati nasledujici tvrzeni:
Véta: Necht n = ab, pricemz (a,b) = 1. Potom

S(n) = S(ab) = S(a)S(b).

Nyni uvedeme a dokdZeme nutnou a postacujici podminku
toho, aby sudé ¢islo bylo dokonalé.
Véta: Sudeé cislo n je dokonalé pravé tehdy, kdyZ je lze psdit ve
tvaru n = 2F"1(2% — 1), kde k je prirozené éislo, k > 1 a 2% — 1
je prvocislo. '
Dukaz: Predpoklidejme, Ze sudé cislo n
liché cislo, je dokonalé. Potom plati S(n) =

= 2k-1] kde [ je
S(2k-1)S(1) = 21,
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Vyuzijeme-li zndmy vzorec pro soucet geometrické posloupnosti,
obdrzime
S(n) = (2* - 1)S(1) = 2*1.

Protoze (2F — 1,2%) = 1, je S(I) = 2%q, kde q je piirozené &islo.
Odtud obdrzime (2° — 1)q = [ a po Gpravé S(I) = [ + ¢, kde q|l
a q < l. Cislo | ma tedy pravé dva délitele a proto ¢ = 1 a [ je
prvodislo tvaru 2F — 1.

Nyni pfedpokladdejme, ze n = 2F-1(2F — 1), pricemz 2 — 1 je
prvocdislo. Potom

S(n) = 8(2¥~ 1)s(2F - 1).

Prvni Cinitel je vyuzitim vzorce pro soucet geometrické posloup-
nosti roven 2% —1 a druhy é&initel je vzhledem k predpokladu roven
2k, Je tedy S(n) = 2n a &slo n je dokonalg.

Toto tvrzeni, véetné dikazu dostatecnosti, uvadi uz Eukleides
ve svych Zakladech(IX, 36). Tato véta neudavd funkci, kterd
by generovala sud4 dokonald &sla®, ale redukuje tento problém
na rozieSeni otazky, zda ¢islo M,, = 2™ — 1 je prvocislo nebo
Cislo slozené. Tato ¢isla byla na Mersennovu pocest nazvana
Mersennova cisla. Vzhledem ke znamé identité

=P DL 2R 272 . e IR (1)

kde n = ab, je zfejmé, ze Mersennovo ¢islo M,, miize byt prvocislo
pouze tehdy, je-li i n prvocislo.

V roce 1640 se Frenicle otézal Fermata prostfednictvim Mer-
senna, zda existuje dokonalé &slo mezi 1020 a 1022, Fermat byl pfi
reSeni této ulohy Gspésny. Jak ozndmil v ¢ervnu roku 1640 v dopi-
se Mersennovi, jeho metoda byla zaloZzena na nasledujicich tfech
predpokladech:

(I) Je-li n slozZené, je i 2™ — 1 slozené.
(IT) Je-li n prvocislo, potom 2™ — 2 je nasobek 2n.

5Existence lichych dokonalych ¢&isel nebyla dosud ani potvrzena, ani
vyvracena. Takové &islo by viak muselo byt vétsi ne? 10°0 a muselo by mit
nejméné 8 riznych prvociniteld.
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(IIT) Je-li n prvocislo a p je prvociselny délitel 2™ — 1, potom p—1
je nasobek n.

Podminka (I) je disledek jiz zminéné identity (1). Skutecnost,
ze to Fermat uvadi jako objev, svéd¢i o tom, ze znalosti algebry
nebyly v té dobé prili§ velké. Podminky (II) a (III) jsou ovSem
typické pripady toho, co se dnes oznacuje jako Mald Fermatova
véta. Tato tvrzeni uvadi Fermat bez dikazu. V dopise Freniclovi
z 18. fijna 1640, v némz Fermat piSe o ,la propositon fondamentale
de parties aliquotes“ neboli o zdkladni vété o délitelich, Fermat
poodhalil i zplsob, kterym ke svym zavértim prisel: Je dano
libovolné prvocislo p a libovolnd geometrickd posloupnost 1,a,a?,
etc., p musi délit néktere cislo a™ — 1 pro néZ n déli p — 1; jestlize
potom N je libovolny nasobek nejmensiho n pro néz toto plati, p
déli také a® — 1. Toto tvrzeni plati pro vSechny tady a vsechna
prvocisla. Poslal bych Vam jeho dikaz, ale obavam se, Ze je prilis
dlouhy.

Duikazy Malé Fermatovy véty

V dnesni dobé se Mal4d Fermatova véta uvadi v nasledujicim
znéni:
Véta: Necht p je prvocislo. Pak pro vsechna prirozena cisla a plati

a? =a (mod p). (2)
Je-li navic (a,p) = 1, plati
a?"' =1 (mod p) (3)
Symbol kongruence zavedl Gauss. Jestlize ¢isla a a b davaji po
déleni Cislem p stejny zbytek, piSeme a = b (mod p).

Vezmeme-li v ivahu tuto formulaci (2), 1ze provést tzv. aditivni
dukaz. Pouzijeme binomickou vétu
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Polozime z = y = 1 a jelikoZz vSechny binomické koeficienty

s vyjimkou (2) a (g) jsou nasobky p, obdrZime

2P =2 (mod p).

Nyni miZeme piedpoklddat, Ze existuje alespon jedno ¢islo a,
které spliiuje podminku a? = a (mod p) a pouZijeme-li opét
binomickou vétu s volbou x = a,y = 1, obdrZime

(a+1)P=aP+(?)ap—1+...+(pfl)a+]ﬂ

Prejdeme-li ke kongruenci a vezmeme-li do Givahy indukéni pred-
poklad, obdrzime

(a+1)’P=a+1 (mod p).

Vzhledem k tomu, co Fermat bezpecné znal o binomickych
koeficientech jiz v roce 1636, lze predpokladdat, Zze Fermat tento
dikaz, prinejmensim pro pfipad a = 2, ktery je pro hledani
dokonalych ¢isel rozhodujici, znal. Tento dikaz v8ak prakticky
nesouvisi s délitelnosti ¢isel a jak ukazuje jiz citovany dopis
Freniclovi, Fermatovy Gvahy se ubiraly ponékud jinym smérem.

Fermat si ziejmé uvédomil, Ze pfi déleni ¢leni posloupnosti
1,a,a?,... prvodislem p se zbytky opakuji. Je totiz moZnych
nejvySe p — 1 zbytkl, existuji tedy nejméné dva exponenty,
feknéme n a n + m, které davaji tyz zbytek. Plati tedy

m+n

a —a" =0 (mod p).

S ohledem na piredpoklad (a,p) = 1 dostavidme

m=1

a™ =1 (mod p),

takze Cislo 1 je vzdy Clenem posloupnosti zbytkd. Necht d je
nejmensi exponent, ktery pfi déleni dava zbytek 1. Potom i jeho
libovolny nasobek md dava zbytek 1, nebot

amd . (ad _ 1)(a(m—1)d+n_+ad+1)
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je délitelny p. Naopak jedinymi mocniteli ¢isla a, které pri déleni
Cislem p davaji zbytek 1 jsou ndsobky d. Necht
m=qd+r, ¢q>0, 0<r<d

d4 pfi déleni p rovnéz zbytek 1. Jelikoz a™ = a%%a” a a% davaji
zbytek 1, musi byt jejich rozdil a?¢(a” — 1) délitelny p. Protoze a?
neni délitelné p, musi byt délitelné p ¢islo a” — 1, coz je vSak spor
s definici ¢isla d s vyjimkou r = 0, tedy m je nasobkem d. Navic
¢isla a™t™ a a™ déavaji tyZ zbytek pouze v pripadéd, ze a™ dava
zbytek 1. Jinymi slovy, pri déleni ¢isel a™ prvocislem d dostaneme
d zbytktl, které se cyklicky opakuji. Pokud d = p — 1, potom
samoziejmé plati d|p — 1. V opacném pripadé existuje alespon
jedno cislo k, které neni ¢lenem posloupnosti zbytkid. Uvazujme
mnozinu zbytkd, které obdrzime pii déleni &isel k,ka,ka?,...
prvoéislem p. Tato mnoZina ma opét d prvki, nebot ¢isla ka™t"
a ka™ daji tyz zbytek tehdy a jen tehdy, kdyz p|ka™(a™ — 1) a to
plati pouze v pfipadé d|m. Navic ani jeden z téchto zbytkl neni
prvkem plivodni mnoziny, coz dokdzeme sporem. Predpokladejme,
ze a™ a ka™ davaji tyz zbytek. Potom stejnou vlastnost maji i ¢isla
a™t! a ka™*1, nebot a™ — a™k je délitelné p pouze tehdy, kdyZ
a(a™ — a™k) je délitelné p. Tak postupujeme dal, az narazime na
ptipad, kdy d|m+j. Potom ovSem &isla a™ 7 a k davaji tyz zbytek,
coz je spor s definici ¢isla k. Pokud jsme nevycerpali vSechny
mozné zbytky, volime k', které nepatii do Zadné z vySe uvedenych
mnozin a postupujeme stejnym zptsobem, dokud nevycerpame
vSechny mozné zbytky. Musi tedy platit d|p — 1, coZz jsme chtéli
dokazat. Tento diikaz byva oznacovan jako multiplikativni.

Je-li a = 2, potom lze dokazat nasledujici tvrzeni:
Véta: Nechtn a p jsou lichd prvocisla, pFicemz p|2"~! — 1. Potom
p=2kn+1.
Dikaz: Je-li n > 2 prvodislo a vyraz 2"~ ! — 1 je délitelny lichym
prvocislem p, potom plati p — 1 = k'n, kde k' je pfirozené éislo.
Jelikoz p je liché, je p — 1 sudé a 2|k'n. Protoze n je liché, je k'
sudé a k' = 2k. Prvociselni délitelé &isel 2™ — 1 jsou tudiZ tvaru
p=2kn+1.

Jak vyplyva z Fermatova dopisu Freniclovi, tento disledek
znal a nebylo pro ného problém faktorizovat ¢&islo 237 — 1. Pokud
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existuje prvociselny délitel p, potom 37 musi délit p — 1. Jelikoz
p je liché, musime je hledat mezi prvodisly tvaru 74n + 1, prvni
kandidat 149 nevyhovuje, ale druhy 223 ano.

Fermatova c¢isla

Fermat se také zabyval otazkou, kdy je 2™ + 1 prvocislo. Toto
nemuze nastat, jestlize n ma lichého délitele d > 1. Plati-li totiz
n = ed a polozime-li N = 2¢, potom 2" + 1 = N¢ + 1 a toto &islo
je délitelné N + 1. K diikazu staci pouzit znamé identity

" +1l=(z+ 1)@ ' -z"24+...+1)

V pripadé, ze n nemda lichého délitele, je n = 2" a pro r =
0,1,2,3,4 je ¢islo 2™ + 1 prvocislo. V dopise Freniclovi z roku 1640
vypocital vSechna tato ¢isla az po r = 6 a odhaduje, ze se jednd
o prvodisla. Nechce se az vérit, ze se Fermat nepokusil faktorizovat
alespon ¢islo pro r = 5. Podle jim objevené metody mezi mozné
délitele tohoto ¢isla pripadaji pouze prvocisla tvaru 64n+1, z nichz
641 toto Cislo skute¢né déli. Ani Frenicle se nepokusil toto ¢islo
rozlozit, prestoze Fermat v dopise vyslovil prani, aby tak ucinil;
naopak s timto Fermatovym zavérem vyslovil souhlas. Fermat
az do konce zZivota véril, Ze tento jeho zavér je spravny, ackoliv
obvykle udaval, Ze pro to nema dikaz. Mlzeme si predstavit,
ze kdyZz poprvé formuloval sviij zavér, byl jim tak unesen, Ze si
neviiml numerické chyby a své vypoéty si nepiekontroloval. Cislo
264 4 1, které mé délitele 274177 bylo za hranicemi Fermatovych
moznosti a mizeme fici i Freniclovych, prestoze byl vytrvalej$im
a lep$im poctarem.

Prinos L. Eulera

Fermat se problémy délitelnosti ve Ctyricatych letech prestal
zabyvat. Leibniz kolem roku 1680 dokazal malou Fermatovu vétu
pomoci formule

!
Q414+ D)P =141+ 414 Y —
q'r!...s!
gt+r+-+s=p
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svij dikaz vSak nikdy neuverejnil. Ten byl objeven az v jeho
pozustalosti a poprvé publikovan Goldbachem (1690 — 1764).

Dalsim matematikem, ktery se vénoval témto problémim byl
Leonhard FEuler. K zajmu o tuto problematiku ho zfejmé privedla
Fermatova c¢isla. Podarilo se mu najit délitele 641 cisla 22° +1
a vyvratil tak Fermatovu domnénku, Ze se jednd o prvocisla.
V roce 1736 publikoval prvni dikaz malé Fermatovy veéty, ktery
byl aplikaci binomické véty. O tom, jak hluboce Fermatovo dilo
z teorie Cisel upadlo v zapomnéni, svéd¢i skutecnost, ze Euler
povazoval Malou Fermatovu vétu za sviij objev, teprve pozdéji
priznal Fermatovo prvenstvi. V roce 1761 podal i multiplikativni
dikaz této véty, ktery vzapéti rozsiril i pro slozena cisla m.
Véta: Necht (a,m) =1 a o(m) znaci pocet cisel, ktera nedéli cislo
m a kterd jsou mensi neZ m. Potom plati

a?™ =1 (mod p).

Funkce ¢(m) se nazyva Fulerova funkce. Jestlize zndme prvodisel-
ny rozklad ¢isla m, neni obtiZné stanovit funkci p(m).
Véta:Necht m = pi'ps®---pp*, kde p1,p2...px jsou navzdjem
ruzna prvocisla. Potom plati:

o i-2) (1-2)(-2)

Dtikaz této véty lze nalézt napf. v [Si].

Mala Fermatova véta nebyla jedinym problémem, kterym se
Euler zabyval. Dokézal® Velkou Fermatovu vétu pro n = 3,
zabyval se diofantickymi rovnicemi a rozkladadnim ¢isla na soucet
druhych mocnin, polozil zédklady teorie eliptickych integrala atd.
Na rozdil od Fermata nalezl pochopeni u svych soucasniki, takze
se jeho zasluhou stala teorie ¢isel trvalou soucésti matematiky.

6V jeho diikaze se vyskytly drobné nepiesnosti, které pozdéji odstranil
Gauss. Pozn. red.
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Zavér

Pozdéji byly podéany dalsi diikkazy a objeveny souvislosti s dal-
$imi tvrzenimi z teorie ¢isel. Je rovnéz mozné, Ze Fermat nebyl
prvni, kdo toto tvrzeni objevil, viz [Di], vol. I, str. 59. Fermat
vSak pfi feSeni problému dokonalych ¢isel a jinych starych tloh
pouzil nové netradiéni metody a polozil zdklady nového odvétvi
matematiky—teorie Cisel.

[Di]
[Ed]
[Fu]

[Ma]

(Si]
[Sk1]
[Sk2]

[We]

LITERATURA:

Leonard E. Dickson, History of the theory of numbers, Carnegie
Institution of Washington, Washington, 1919.

Harold M. Edwards, Posledriaja téorema Ferma, Mir, Moskva, 1980.
(rusky preklad)

Eduard Fuchs, Co jesté nevime o prvocislech, in Historie matemati-
ky I (Sbornik) (1994), JCMF, Brno, 140-161.

Michael Sean Mahoney, The Mathematical Career of Pierre de Fer-
mat, 2. vydani., Princeton University Press, Princeton, New Jersey,
1994.

Wactaw Sierpinski, Flementary Theory of Numbers, Polish Scientific
Publishers, Warszawa, 1987.

Ladislav Skula, Nékteré historické aspekty Fermatova problému, Po-
kroky matematiky, fyziky a astronomie 39 (1994), 318 — 330.
Ladislav Skula, Co je to diskrétni matematika?, in Sbornik VIII. br-
nénské konference o vyufovani matematice (1992), 7-10.

André Weil, Number Theory, Birkhiuser, Boston, 1987.



